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Ce  Cours  est  destiné  à  mettre  les  Physiciens  et  les  Ingénieurs  en 
état  de  lire  les  ouvrages  et  les  mémoires  qui  concernent  leurs  travaux.. 
Il  subira  diverses  sortes  de  critiques,  au  surplus  contradictoires  : 
comn,.e  toujours ,  j'en  appelle  au  bon  sens  des  étudiants. 

Pleins  de  sollicitude  pour  ces  derniers,  les  uns  diront  qu'il  est 
trop  long  et  trop  difficile. 

Pour  la  longueur,  on  remarquera  qu'il  prend  l'étudiant  au  bacca- 
lauréat et  qu'il  renferme  tout  ce  qu'il  lui  sera  nécessaire  de  connaître 
en  Algèbre,  Trigonométrie,  Géométrie  analytique,  Calcul  différentiel 
et  intégral...  Dans  ces  conditions,  il  est  impossible  d'être  bref. 

Pour  la  difficulté,  je  pourrais  le  comparer  aux  Cours  actuels  de 
Spéciales  :  ce  serait  me  donner  la  partie  trop  belle,  et,  pour  tout 
dire,  manquer  de  sérieux  :  il  nest  rien  de  comparable  aux  Cours  de 
Spéciales. 

Si  mon  Cours  paraît  difficile  à  quelques-uns,  c'est  qu'il  choque 
leurs  habitudes.  Mais  il  faut  espérer  qu'avant  longtemps  les  classes 
de  Spéciales  seront  employées  d'une  façon  plus  intelligente  et  plus 
conforme  aux  besoins  de  la  quasi- totalité  de  leurs  élèves.  Sous  la 
poussée  du  public  qui  commence  à  comprendre  qu'on  le  berne,  l'es- 
prit des  classes  élémentaires  elles-mêmes  sera  modifié.  On  n'assistera 
plus  à  ce  scandale  de  bacheliers  gavés  d'une  théorie  indigeste,  mais 
ignorant  la  règle  de  trois,  c'est-à-dire ,  après  l'on  ne  sait  combien 
d'années  de  Mathématiques ,  n'ayant  même  pas  acquis  la  notion  de 
fonction  dans  ce  qu'elle  a  de  plus  vulgaire. 

Quand  le  lycée  préparera  des  élèves  ayant  des  connaissances  utili- 
sables, mon  Cours  ne  paraîtra  difficile  à  personne. 

En  second  lieu,  les  questions  ne  sont  faciles  ou  difficiles  que  par 
rapport  à  un  étalon  qui  change  lorsqu'on  modifie  le  but  de  l'ensei- 
gnement. Un  théorème  difficile  à  établir  rigoureusement  devient  évi- 
dent si  Von  se  contente  d'un  acquiescement  intuitif  et,  pour  ainsi 
dire,  expérimental. 

Du  reste,  la  question  de  difficulté  est  secondaire  :  celle  d'utilité 
emporte  tout.  Quand  un  théorème  a  des  applications  techrljucs,  c'est 
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à  nous  y  professeurs^  de  trouver  le  moyen  de  le  rendre  assimilable  : 
nous  sommes  payés  pour  cela. 

Malheureusement  j  si  dans  leurs  discours  les  Mathématiciens  de 
métier  sont  d'accord  avec  tîous  sur  la  nécessité^  non  seulement  d'un 
enseignement  utilitaire  pour  les  futurs  physiciens  et  ingénieurs,  mais 
d'un  enseignement  initial  plus  concret  pour  leurs  futurs  professeurs , 
candidats  à  V Agrégation  de  mathématiques ,  ils  tombent  où  leurs 
préoccupations  les  entraînent.  L'histoire  du  Certificat  de  Mathéma- 
tiques générales  montre  qu'ils  n'ont  pjas  su  diriger  la  bonne  volonté 
d'une  Administration  à  qui  nous  ne  pouvons  refuser  l'honneur  de 
croire  qu'elle  veut  qu'on   l'éclairé. 

Nous  avons  réclamé  le  Certificat  de  Mathématiques  générales  pen- 
dant de  longues  années;  il  nous  a  été  accordé  sous  le  titre  demandé 
p)ar  nous  de  «  Mathématiques  préparatoires  aux  Sciences  expérimen- 
tales »;  il  devait  rendre  capables  de  leur  métier  les  Physiciens  et 
les  Ingénieurs  sortis  de  nos  mains.  On  a  commencé  par  en  changer 
le  titre  y  pjuis  on  a  modifié  son  esprit.  On  en  a  fait  «  un  échelon  de 
culture  »,  un  abrégé  du  Cours  d'Analyse.  Notre  manie  du  trompe- 
l'œil,  notre  surenchère  à  la  baisse,  l'ont  transformé  dans  nombrr 
de  Facultés  en  une  sorte  de  Bachot  si  misérable^  qu'on  a  trouve 
juste   d'en   exempter  les  boursiers.    Tout  cela  en  dix  ans. 

Il  s'agissait  de  créer  un  enseignement  dans  un  esj)rit  qui  ne  fût 
pas  celui  des  Cours  d'Analyse.  A  quel  degré  l'état  d'âme  des  émi- 
nents  Mathématiciens  qui  sont  chargés  de  ce  Cours,  est  opposé  aux 
raisons  mêmes  de  son  existence,  il  suffit  de  feuilleter  les  Cours 
publiés  ])Our  s'en  convaincre.  Certes,  ils  sont  admirables  dans  leur 
genre  :  reste  à  savoir  si  ce  genre  est  celui  qu'il  faut.  Or  leurs  auteurs 
envisagent  les  Mathématiques,  non  comme  un  «  outil  » ,  mais  comme 
une  «culture  ».  Leur  préoccupation  est  de  servir  d'intermédiaire  entre 
le  Bachot  et  le  Cours  d'Analyse,  de  suppléer  les  Spéciales  absentes 
Leurs  méthodes  sont  celles  des  traités  complets  :  ils  se  JX' fusent  n 
désorienter  ceux  de  leurs  élèves  qui  voudraient  ensuite  devenir  pro- 
fesseurs de  Faculté  et  membres  de  l'Institut  pour  les  Mathématiques. 

Ils  n'oublient  qu'un  point,  mais  qui  est  gros  :  que  leurs  élèves  n'ont 
pas  ce  désir  et  qu'ils  sont  précisément  chargés  de  leur  fournir  toi  i 
le  bagage  mathématique  nécessaire  à  leurs  travaux  ultérieurs,  avec 
la  manière  de  s'en  servir. 

1  Dernière  iinenlioii  de  la  Sorbonne  :  le  «  (^erlilieal  clAstrononiie  approlttiulie  ».  Pour 
sauver  rAslronoinic  l'ranv«»se  qui  se  meurt,  je  conseille  de  changer  non  les  programmes, 
mais  l'esprit  des  programmes.  Qui  de  nous  ne  se  souvient  a\ec  horreur  de  son  Cours 
d'Astronomie?  Il  me  seml)le  pourtant  (pi'inie  combinaison  de  Mécanique  céleste  et 
d'observations  réellement  e.vécutées  informe  et  faits  se  logeant  dans  la  forme;  ravirait 
m>s  éludiauls  «  de  surface  »  eu.x-mêmes,  comme  un  beau  spectacle  intellectuel  projet ( 
sur  un  magnilîque  écran  naturel. 

Mais  là  où  les  anciens  voyaient  luie  raison  d'extase,  nous  trouvons  pour  nos  élè^  (< 
un  sujet  de  changements  de  coordonnées. 
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Soyons  justes.  Bien  des  circonstances  rendent  quasiment  impos- 
sible la  tâche  des  professeurs  de  Mathématiques  générales.  Certes^  la 
scolarité  d'un  an  serait  suffisante  s'ils  s'adressaient  à  des  élèves  con- 
venablement préparés.  Mais^  par  la  faute  de  V Enseignement  secon- 
daire coupable  du  mauvais  recrutement  de  leurs  Instituts  techniques, 
les  Facultés  imposent  aux  professeurs  de  Mathématiques  générales 
des  élèves  dont  les  connaissances  mathématiques  sont  rudimentaires. 

Je  ne  suis  certes  pas  hostile  aux  Instituts  techniques  des  Facultés, 
ni  jaloux  de  leurs  succès  :  tout  mon  enseignement  est  orienté  vers 
l'utile;  mais  je  déteste  le  gâchis. 

Les  Instituts  devraient  être  pour  l'Enseignement  supérieur  une 
fontaine  de  Jouvence  ;  ils  sont  en  train  de  le  ruiner  par  suite  de  leur 
recrutement  déplorable,  que  systématise  la  théorie  insensée  «  de  la 
porte  ouverte  ».  En  effet,  de  ce  qu'il  est  absurde  d'exiger  le  Bachot, 
c'est-à-dire  de  l'histoire ,  de  la  géographie,  de  l'allemand ,  de 
l'hygiène,...  pour  permettre  aux  étudiants  d'apprendre  la  Physique 
et  la  Chimie  à  la  Faculté,  et  d'obtenir  un  diplôme  en  témoignage 
de  la  science  acquise ,  il  ne  résulte  pas  qu'on  doive  ouvrir  les  portes 
des  Instituts  à  des  gens  évidemment  incapables  de  profiter  de  l'ensei- 
gnement et  dont  la  présence  est  une  gêne  pour  leurs  camarades  et  leurs 
professeurs.  Tout  élève  entré  dans  un  Institut  doit  être  sûr  d'obtenir 
le  diplôme  au  bout  de  la  scolarité  imposée,  après  un  travail  honnête. 

On  est  en  train  de  transformer  les  Facultés  en  je  ne  sais  quelles 
écoles  primaires  préparatoires  à  elles-mêmes.  Pour  ambitieux  et 
zélés  (/?)  que  nous  soyons,  nous  ne  pouvons  pas  englober  tous  les 
enseignements ,  «  le  maternel  y  compris.  »  Abattons  «  les  cloisons 
étanches  »/  Encore  faut- il  que  chacun  ait  son  rôle  bien  déterminé , 
le  remplisse  et  n'accapare  pas  le  rôle  du  voisin.  Si  le  voisin  s'acquitte 
mal  de  la  tâche  qui  lui  revient  en  raison  de  la  division  du  travail, 
obligeons- le  à  mieux  apprécier  ses  devoirs.  Le  Lycée  nous  doit  des 
élèves  préparés  :  obligeons-le  à  nous  les  fournir. 

Qu'attend  l'Administration ,  rompant  avec  les  théories  qui  sont  à 
la  base  de  la  soi-disant  réforme  de  190^2 ,  pour  créer  au  Lycée  l'en- 
seignement UTILE  que  la  nation  réclame  et  sans  lequel  l'effort  actuel 
des  Universités  sera  stérile,  sinon  néfaste? 

Il  est  raisonnable ,  il  est  nécessaire  que  la  première  année  des 
Instituts  techniques  soit  presque  exclusivement  consacrée  à  l'étude  des 
Mathématiques  et  de  la  Mécanique.  Mais  ce  n'est  possible  que  si  les 
étudiants  admis  ont  des  connaissances  solides  dont  un  sérieux  examen 
d'entrée  doit  être  la  justification... 

Le  Certificat  de  Mathématiques  générales  n'est  pas  un  abrégé  du 
Certificat  d'Analyse  pour  esprits  faibles  :  les  Physiciens  et  les  Ingé- 
nieurs ne  sont  pas  des  amoindris.  L'enseignement  utilitaire  des  Mathé- 
matiques A   SA  valeur  propre  ET  SES  MÉTHODES. 

Je  prie  donc  les  Mathématiciens  de  métier  de  discuter  le  choix  des 
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questions  y  l'importance  relative  que  je  leur  donne  ^  l'ordre  dans 
lequel  Je  les  traite,  non  de  leur  point  de  vue,  mais  du  nôtre.  Inutile 
de  feindre  que  J'aie  l'intention  de  leur  apprendre  les  mathématiques  : 
on  n'importe  pas  des  chouettes  à  Athènes;  Je  sais  fort  bien  que  ce 
livre  très  élémentaire  ne  contient  autant  dire  pas  un  théorème  qui  ne 
fût  connu  d'Euler.  Inutile  de  m'apprendre  que  plusieurs  théories 
sont  fondamentales  dont  Je  ne  parle  pas,  alors  que  J'insiste  sur  des 
questions  ordinairement  négligées.  Il  s'agit  ici  de  Mathématiques 
utilitaires;  nous  sommes  Juges  en  dernier  ressort  de  ce  dont  nous 
avons  besoin. 

Il  va  sans  dire  que,  sur  mon  propre  terrain,  Je  sollicite  les  critiques. 
Dans  une  entreprise  aussi  neuve,  il  serait  admirable  de  réussir  du 
premier  coup.  J'espère  qu'après  avoir  compris  la  relativité  de  leurs 
classifications ,  changé  momentanément  leur  échelle  d'importance  et 
de  difficulté,  accepté  notre  idéal  [sans  abandonner  le  leur),  les  Mathé- 
maticiens de  métier  nous  suggéreront  les  améliorations  de  détail  que 
leur  sagacité  les  met  sans  peine  à  même  de  découvrir.  Au  surplus, 
leur  mauvaise  humeur  serait  inefficace  :  les  hruits  hors  la  route  n'ont 
Jamais  empêclié  les  caravanes  de  jjasser. 

Il  est  certain  quon  me  reprochera  de  ne  pas  être  rigoureux,  de 
m'efforcer  à  trop  de  clarté  aux  dépens  de  la  Logique.  Comme  Je  ne 
veux  pas  laisser  au  lecteur  l'impression  pénible  que  Je  lui  propose 
une  vulgarisation  de  contremaître,  comme  Je  prétends  qu'à  côté  des 
Mathématiques  pour  Professeurs  de  Faculté,  il  y  a  place  pour  des 
Mathématiques  tout  aussi  rigoureuses  dans  leur  genre  et  tout  aussi 
scientifiques,  Je  pèserai  à  mes  balances  «  la  précision  et  la  rigueur  » 
dont  nos  géomètres  sont  si  fiers. 

La  définition  des  aii'es  présente  quelques  difficultés.  Qu'à  cela  ne 
tienne!  supprimons  les  aires!  Un  professeur,  après  avoir  démontré 
que  le  produit  de  la  base  d'un  triangle  par  sa  hauteur  est  le  même 
uour  les  trois  bases  et  les  hauteurs  correspondantes ,  prend  ce  produit 
pour  délinitiou  de  l'aire  du  triangle  et  construit  sur  cette  définition  . 
d'où  la  notion  d'aire  est  absente,  une  théorie  eu  soi  parfaite  de  C( 
qu'il  appelle  aire  du  triangle.  Toutes  les  difficultés  sont  écartées... 
Jusqu'au  moment  de  l'application.  Alors  elles  se  rej)résentent  cii 
groupe  compact  :  il  a  reculé  pour  mieux  sauter. 

Qu'a- 1- il  gagné,  si  l'application  est  nécessaire? 

Je  ne  conteste  pas  l'idéale  beauté  de  cette  marche,'  Je  conteste  qui 
soit  raisonnable  de  la  préférer  à  la  méthode  vulgaire,  s'il  s'agit  d( 
mesurer  effectivement  ce  que  tout  le  monde  appelle  «  aire  di. 
triangle  ». 

Un  professeur  définit  la  fraction  3/i,  comme  un  »i,  une  barre  c> 
un  4.  C'est  fort  Joli  Jusqu'au  moment  où  Je  veux  utiliser  les  fractions 
A  cet  instant  critique,  il  faudra  bien  repi^endre  la  vieille  définitioi 
d'un  objet  coupé  en  quatre  et  dont  on  a  trois  parties. 
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Pourquoi  se  montre?'  difficile  dans  la  démonstration,  quand  on  est 
forcé  de  ne  pas  l'être  dans  l'application?  Pourquoi  feindre  de  se  con- 
finer dans  un  domaine  idéal,  quand  ses  affaires  sont  uniquement  dans 
un  domaine  réel?  Vous  hésitez  à  représenter  les  fonctions  par  des 
courbes  et  à  profiter  des  lumières  intuitives  qui  résultent  de  cette 
figuration?  soit.  Pourquoi  voulez-vous  que  je  me  prive  de  cette  aide, 
puisque  mon  unique  souci  est  de' tracer  des  courbes  et  de  les  étudier? 
Au  suj'plus,  tous  vos  dédains  ne  vous  empêchent  pas  de  procéder 
comme  nous,  quand  par  hasard  vous  calculez  un  phénomène.  Méphis- 
iophélès  contemple  en  souriant  Faust  hurler  de  grandes  phrases 
romantiques  :  il  sait  que,  tout  à  l'heure ,  près  de  Marguerite ,  Faust 
se  conduira  comme  un  muletier! 

Certains  me  reprocheront  le  caractère  expérimental  de  mes  démons- 
trations, auc/uel  plusieurs  esprits  sont  réfractaires.  Pour  Dieu,  ne 
recommençons  pas  à  tourner  dans  le  cercle!  Ceux  qui  sont  réfrac- 
taires à  la  nature  expérimentale  de  mes  démonstrations ,  ont  tort  de 
se  destiner  aux  Sciences  expérimentales  ou  d'en  parler! 

Je  me  résume.  Un  jour  l'Administration  accueillit  une  idée  que 
je  m'obstine  à  trouver  juste  et  féconde  :  enseigner,  pour  ceux  qui  en 
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reprendre. 

Le  monde  entier  goûte  la  clarté  et  l'élégance  de  l'enseignement 
français.  Pour  ramener  chez  nous  ceux  qui  parmi  les  étudiants  étran- 
gers sont  désirables,  il  est  un  procédé  excellent,  c'est  de  leur  offrir  un 
ensemble  de  Cours  rattachés  à  un  plan  longuement  mûri,  dérivant  d'une 
pensée  maîtresse,  où  l'étudiant  voit  la  fusion  de  la  Science  idéale 
et   de  l'Utile. 

Je  remercie  sincèrement  M.  Turrière,  agrégé  de  Matliématiques, 
professeur  au  lycée  d'Alençon,  et  M.  E.  Bertrand,  préparateur  à  la 
Faculté,  d'avoir  bien  voulu  relire  les  épreuves  de  ce  livre.  M.  Tur- 
rière et  moi  préparons  un  recueil  d'exercices  qui,  je  l'espère,  facili- 
teront la  mise  en  pratique  des  conseils  que,  dans  le  dernier  chapitre, 
je  me  permets  de  donner  aux  étudiants. 
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CHAPITRE  I 
BUT  ET  PROCÉDÉS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


1.  Notion  de  fonction. 

On  dit  qu'une  quantité  y  est  fonction  d'une  autre  quantité  ic,  lors- 
qu'on suppose  établie  entre  ces  quantités  une  relation  telle  que  la 
variation  de  l'une  entraîne  la  Variation  de  l'autre.  Il  ne  faut  attacher 
à  la  notion  de  fonction  aucune  idée  de  causalité  ;  y  est  fonction  de  ic, 
y=zf(^x)  (lisez  y  =  fdex),  parce  que  nous  établissons  entre  y  et  x 
une  relation,  ni  plus  ni  moins  et  quel  que  puisse  être  le  caractère 
artificiel  de  cette  relation.  Dans  les  applications,  le  phénomène  dont 
y  est  la  mesure  ne  dépend  pas  nécessairement  du  phénomène  dont 
X  est  la  mesure. 

Il  résulte  de  là  que  rien  ne  nous  empêche,  après  avoir  pris  y 
comme  fonction  de  x,  y  =  f  [x),  de  prendre  x  comme  fonction  de  z/, 
x  =  (^[y).  Par  exemple,  considérons  la  température  d'un  corps 
comme  une  fonctioil  du  temps  :  cela  ne  signifie  évidemment  pas  que 
le  temps  est  la  cause  de  la  température.  II  existe  simplement  une 
relation  de  simultanéité  entre  les  indications  d'un  thermomètre  et 
les  indications  d'une  pendule.  Dès  lors  il  est  aussi  légitime  de  consi- 
dérer le  temps  comme  fonction  de  la  température. 

En  un  sens,  le  temps  est  la  variable  fondamentale,  puisque  les  phé- 
nomènes se  déroulent  tous  dans  le  temps  ;  mais  le  temps  n'est  cause 
d'aucun  d'eux. 

2.  Fonctions  continues,  fonctions  discontinues. 

/°.  —  Il  est  clair  qu'un  corps  ne  passe  pas  d'une  température  t^  à  une 
température  t^  sans  passer  par  toutes  les  températures  intermédiaires. 
Ce  n'est  pas  qu'on  puisse  alléguer  de  cette  proposition  une  démons- 
tration en  forme  y  mais  nous  ne  concevons  pas  la  proposition,  inverse. 

Il  est  moins  clair  qu'un  corps  ne  passe  pas  d'une  vitesse  à  une 
autre  vitesse  sans  passer  par  toutes  les  vitesses  intermédiaires  ;  quand 
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on  choque  une  bille,  il  semble  que  la  vitesse  passe  brusquement  de 
zéro  à  une  valeur  maxima.  Mais  tout  est  de  s'entendre  sur  le  sens  du 
mot  souligné.  Quand  on  attelle  une  locomotive  à  un  train,  on  voit 
bien  que  le  coup  de  tampon  ne  produit  pas  une  variation  brusque  de 
la  vitesse  du  train  :  les  ressorts  des  tampons  sont  fléchis,  puis  ils  réa- 
gissent :  on  peut,  du  reste,  déterminer  la  loi  de  variation  de  la  vitesse. 

Voici  donc  des  quantités  dont  les  variations  sont  continues,  en  ce 
sens  qu'elles  ne  passent  pas  d'une  valeur  à  l'autre  sans  passer  par 
toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Pour  représenter  une  fonction  1/  de  la  variable  x^  traçons  deu^ 
axes   de    coordonnées  0^,  0//,  rectangulaires  pour  préciser.  Prenons 


Fig.  1. 


sur  Ox  une  longueur  x  =  0^  ,  égale  à  une  valeur  de  la  variable  ;  sui- 
vant ;/  =  ^D,  portons  la  valeur  correspondante  de  la  fonction.  Chaque 
groupe  X,  î/,  de  valeurs  détermine  un  point  du  plan.  Rien  n'em- 
pêche qu'au  même  x  correspondent  plusieurs  valeurs  différentes 
de  1/,  et  inversement  qu'au  môme  y  correspondent  plusieurs  valeurs 
de  X. 

Nous  obtenons  ainsi  une  série  de  points.  Il  est  bien  évident  que 
nous  ne  pouvons  matériellement  en  déterminer  qu'un  nombre  fini. 

Si  la  fonction  à  représenter  est  continue^  ces  points  pourront  être , 
sinon  matériellement  déterminés,  du  moins  conçus  comme  aussi  rap- 
prochés qu'on  voudra  ;  ils  formeront  une  courbe. 

Il  faut  bien  distinguer  la  courbe  expérimentale  avec  toutes  ses 
imperfections,  avec  ses  inévitables  ressauts  et  son  épaisseur,  de  la 
courbe  idéale  sans  épaisseur;  la  première  n'est  que  le  signe  gra- 
phique et  conventionnel  de  la  seconde.  Mais  cette  représentation  , 
pour  grossière  qu'elle  soit,  est  un  admirable  outil  d'intuition  :  il  per- 
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Fortune 


Temjps 


Fig.  2. 


met  de  comprendre  d'un  coup  d'œil  ce  qu'une  page  de  raisonnements 
embrouillerait. 

^°.  —  Certaines  fonctions  ne  sont  évidemment  pas  continues.  La 
fortune  d'un  négociant,  par  exemple,  résulte  d'une  série  d'opérations 
en  nombre  fini  ;  chacune  d'elles  ajoute  à  l'actif  ou  au  passif  une 
somme  évaluable  en  centimes.  Si  donc  nous  portons  en  abscisses  les 
temps,  en  ordonnées  la  valeur  de  la  fortune,  la  représentation  con- 
sistera en  une  série  de  points  isolés  ABGDE...  que  rien  n'autorise  à 
réunir  par  un  trait  continu.  En  fait,  on  les  joint  par  des  droites  pour 
la  commodité  de  l'œil ,  afin  qu'il 
suive  plus  aisément  l'ordre  dans 
lequel  les  points  doivent  être 
pris. 

La  population  d'un  pays  croît 
ou  décroît  par  unités.  Un  tas 
de  blé  est  composé  d'un  nombre 
fini  de  grains  tout  de  même 
qu'un  tas  de  farine.  Nous  croyons 
pouvoir  augmenter  ce  tas  d'une 
manière  continue ,  parce  que  nous 
donnons  au  mot  continu  un'  sens 
large  qui  n'est  pas  le  sien,  ou 
parce  que  nos  moyens  de  mesure  ne  sont  pas  assez  perfectionnés. 
Mais  il  est  évident  que  si  nous  prenons  le  nombre  de  grains  pour 
variable  et  le  poids  du  tas  pour  fonction,  la  représentation  consistera 
en  un  nombre  fini  de  points  isolés. 

3.  But  des  mathématiques. 

Le  but  des  mathématiques  est  l'étude  des  fonctions,  de  leurs  repré- 
sentations et  de  leurs  corrélations  géométriques.  Leur  utilité  pratique 
provient  d'une  sorte  de  division  du  travail  entre  les  expérimenta- 
teurs (physiciens  et  ingénieurs)  et  les  mathématiciens  proprement 
dits.  Ceux-ci  se  sont  proposé  l'étude  des  fonctions  in  abstracto  et 
de  certaines  fonctions  particulières.  Ils  ont  ainsi  créé,  en  apparence, 
indépendamment  de  tout  souci  utilitaire,  par  des  procédés  au  premier 
abord  complètement  artificiels,  une  sorte  de  musée  de  fonctions  où 
les  expérimentateurs  viennent  chercher  ce  dont  ils  ont  besoin  pour 
la  représentation  et  l'étude  des  phénomènes. 

Bien  entendu,  aucune  de  ces  fonctions  continues  ou  discontinues 
n'est  la  représentation  rigoureuse  des  faits  ;  mais  on  peut  trouver 
parmi  elles  une  représentation  schématique,  approchée,  de  première 
approximation.  Il  ne  faut  donc  pas  que  le  lecteur  s'arrête  au  carac- 
tère nettement  artificiel  de  toutes  ces  constructions  :  ce  sont  comme 
des  ensembles  de  raisonnements  passe-partout  qui,  solidement  établis, 
n'auront  plus  à  être  indéfiniment  recommencés.    Peu  importe  com- 
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ment  on  les  introduit  pour  la  première  fois,  pourvu  que  ce  soit  sim»- 
plement  et  clairement. 

Quand  les  fonctions  ont  une  importance  particulière,  on  leur  donne 
des  noms  ;  par  exemple,  nous  parlerons  du  cosinus  ou  du  sinus  d'un 
arc.  Mais  il  ne  faut  pas  que  le  lecteur  prenne  le  change  :  les  fonc- 
tions nommées  n'ont  pas  des  propriétés  essentiellement  différentes 
des  fonctions  innommées.  Que  celles-ci  pour  une  raison  quelconque 
deviennent  plus  usuelles,  on  leur  imposera  un  nom. 

En  définitive,  pour  nous  physiciens  et  ingénieurs,  tout  aboutit  ài 
des  calculs.  Une  fonction  sera  donc  applicable  quand  nous  en  aurons 
construit  une  table  numérique  :  de  notre  point  de  vue,  c'est  là  sa 
véritable  existence.  Il  nous  importe  généralement  assez  peu  de  savoir 
comment  en  réalité  on  a  construit  la  table,  de  quelles  séries  ou  de 
quelles  formules  d'approximations  successives  on  s'est  servi  ;  mais 
il  nous  importe  de  concevoir  l'opération  comme  possible. 

Le  calcul  différentiel  nous  apprend  à  étudier  les  fonctions  indépen- 
damment de  toute  définition  particulière.  11  représente  des  opérations 
non  effectuées  et  qui  ne  pourront  l'être  qu'après  spécification  du  pro- 
blème particulier  à  résoudre.  On  trouvera  donc  partout  deux  ordres 
de  questions  :   l'étude  des  méthodes,  l'application  de   ces  méthodes. 

Ces  considérations  deviendront  peu  à  peu  évidentes. 

4.  Notion  de  limite,  position  limite. 

Soit  une  courbe  dont  les  points  sont  repérés  par  la  distance 
(JA  =  5,  k  un  point  0  pris  pour  origine.  Ce  sera,  si  l'on  veut,  le  rail 

d'une  voie  ferrée  dont  les  di- 
mensions transversales  sont 
indéfiniment  réduites  ;  les 
points  de  ce  rail  sont  repérés 
parleur  dislance  à  un  point 0, 
distance  mesurée  sur  le  rail 
même.  Un  mobile  se  déplace 
Fig.  3.  sur  la  coi^be  avec  une  vitesse 

variable.  Nous  nous  proposons 
de  définir  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vitesse  à  chaque  instant,  et 
par  conséquent  en  chaque  fK)int  A.  Nous  admettrons,  (personne  ne 
mettra  le  fait  en  doute),  que  le  mobile  possède  à  chaque  instant  une 
vitesse  de  grandeur  et  de  direction  parfaitement  déterminées. 

Considérons  un  point  B  voisin  du  point  A,  situé  à  une  distance 
\s  du  point  A.  Le  symbole  d'accroissement  A  signifie  que  pour  obte- 
nir le  point  B  à  partir  du  point  A,  il  faut  ajouter,  à  la  grandeur  s 
qui  caractérise  le  point  A,  un  accroissement,  une  différence  as.  Le 
mobile  qui  passe  en  A  au  temps  t,  passe  en  B  au  temps     i  -\-  A<. 

La  vitesse  du  mobile  entre  les  temps  t  et  ^-|-A^,  ou  encore  entre 
les  positions  set    s-\-\s,  a  une  direction  qui   n'est  pas  exactement 
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AB  et  qui  varie  d'un  instant  à  l'autre.  Mais  la  corde  AB  a  une  direc- 
tion qui,  elle,  est  parfaitement  déterminée  dès  que  nous  avons  fixé 
le  point  B.  D'autre  part,  nous  pouvons  admettre  que  la  direction  vraie 
de  la  vitesse  au  point  A  s'approche  d'autant  plus  d'être  la  direction 
AB  que  B  est  plus  voisin  de  A.  Le  problème  consiste  donc  à  déter- 
miner cette  direction  quand  le  point  B  s'approche  indéfiniment  de  A; 
par  définition,  c'est  la  limite  de  la  direction  AB. 

Nous  rencontrons  ici  une  première  application  des  considérations 
générales  qui  précèdent.  S'il  s'agit  d'une  courbe  expérimentale  réel- 
lement tracée,  le  problème  n'a  pas  de  solution  précise.  On  sait  l'im- 
possibilité de  fixer  la  direction  d'une  sécante  quand  les  points  d'inter- 
section avec  la  courbe  sont  très  rapprochés,  ne  serait-ce  qu'à  cause 
de  l'épaisseur  du  trait.  Mais  les  mathématiques  fournissent  des 
courbes  idéales,  sans  épaisseur ,  dont  les  courbes  réelles  ne  sont  que 
la  représentation  grossière  et  dont  les  points  sont  définis  par  une 
propriété  rigoureusement  déterminée.  Sur  ces  courbes  nous  faisons 
non  pas  une  construction  graphique,  mais  un  raisonnement.  Si  la 
courbe  expérimentale  peut  être  assimilée  à  la  courbe  idéale  (à 
l'approximation  des  expériences),  notre  raisonnement  vaudra  pour  la 
courbe  réelle  à  la  même  approximation. 

Voici  deux  exemples  qui  montreront  comment,  de  la  définition 
géométrique  des  courbes,  il  est  possible  de  tirer  la  position  limite  de 
la  sécante. 

5.  Détermination  de  la  tangente  à  une  courbe. 

/".   —  Traçons  une  courbe  [[\\^.  4)  lieu  des  points  également  dis- 
tants d'un  point  fixe  0   :   c'est  un 
cercle.  Soit  une  sécante  AB.  Con- 
sidérons le  triangle  isoscèle  OAB  ; 
nous  avons  les  relations  : 


r^ri(/e/7/e 


-4--  (i: 


L'angle  ^3  est  donc  parfaitement 
déterminé  pour  toutes  les  positions 
de  B,  si  rapprochées  qu'on  les  sup- 
pose de  A,  pourvu  que  B  reste 
distinct  de  A.  Evidemment  le  tri- 
angle disparaît,  et  par  suite  tout  rai- 
sonnement sur  Vangle  (3  devient  impossible ,  quand  B  coïncide  avec  A. 
Déterminer  la  valeur  limite  de  [3,  et  conséquemment  la  position 
limite  de  la  sécante  [qui  par  définition  deviendra  tamjente) ,  c'est 
poser  que  nous  avons  le  droit  de  poursuivre  notre  raisonnement  jus- 
qu'aux valeurs  évanouissantes  de  la  distance  AB  ;  c'est  extrapoler 
par  continuité  hors  du  champ  où  3  est  effectivement  mesurable.  Pour 
obtenir  un  résultat,  nous  considérons  donc   la  distance  AB ,  ou,   ce 
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qui  revient  au  même,  Fangle  a,  non  pas  comme  très  petits,  mais 
comme  diminuant  indéfiniment  jusqu'à  s'annuler.  Nous  admettons 
comme  exact  pour  a  =  0,  ce  qui  est  de  plus  en  plus  approché 
lorsque  a  diminue  jusqu'au  moment  de  s'annuler. 

Quand  a  s'annule,  les  relations  (1)  demeurant  vraies  si  petit  que 
soit  a  et,  par  suite  de  koïre  hypothèse,  demeurant  vraies  pour  oc  =  i), 
{,  devient  alors  droit.  D'où  la  conclusion  :  la  limite  de  la  position  de 
la  sécante  [qui  devient  tanqente  par  définition)  est  normale  au  rayon. 
On  voit  l'avantage  du  théorème.  Supposons  vm  cercle  réellement 
tracé  à  l'aide  d'un  compas.  Pour  déterminer  la  tangente,  nous  nous 
garderons  de  mener  une  sécante  dont  les  points  d'intersection  avec 

le  cercle  soient  très 
rapprochés.  Nous  utili- 
serons notre  théorème  ; 
nous  construirons  une 
normale  à  l'extrémité 
du  rayon,  ce  qui  est 
une  opération  très  pré- 
cise. Voilà  comment 
l'étude  d'un  cas  idéal 
amène  à  un  résultat 
éminemment  pratique. 
Raisonnant  sur  le  cer- 
cle sans  épaisseur , 
y.    .  n'utilisant   les    figures 

(jue  pour  concrétiser 
les  raisonnements,  nous  parvenons  à  des  résultats  applicables  à  nos 
rej)résentations  grossières. 

t^°.  —  Voici  un  exemple  plus  compliqué  (fig.  .'i  cl  «>). 

Soit  une  courbe  lieu  des 
points  dont  la  somme  des 
distances  Âl^'  +  KF  à  deux 
points  fixes  F  et  F'  (foyers) 
est  constante  et  égale  à  '2a  : 
c'est  une  ellipse. 

Tracions  la  sécante  AB. 
Construisons  les  triangles 
isoscèles  AFC,  AF'D.  On 
trouve  aisément  :  BC  =  BD. 
Cherchons  vers  quelle 
forme  tend  la  figure  quand  B  se  rapproche  de  A.  D'après  le  /",  FG 
tendant  vers  FA,  F'D  tendant  vers  FA,  les  angles  oc  et  ^  tendent  à 
devenir  droits  ;  les  droites  AC  et  AD  tendent  à  devenir  perpendi- 
culaires respectivement  sur  FA  et  F'A  (fig.  6).  

La  condition  BC=:BD  subsiste,  si  petite  que  soit  la  distance  AB. 
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Donc  la  sécante  tend  vers  une  position  telle  que  Tun  de  ses  points 
se  trouve  à  égale  distance  des  positions  limites  des  droites  AG  et 
AD  ;  elle  tend  donc  à  être  bissectrice  de  ces  positions  limites  et  par 
suite  bissectrice  extérieure  des  droites  fixes  FA  et  F'A  qui  leur 
deviennent  perpendiculaires.  D'où  le  théorème  :  la  tangente  à  une 
ellipse  au  point  A  bissecte  Vangle  des  droites  qui  le  joignent  aux  foyers. 

Insistons  sur  l'hypothèse  de  la  continuité  qui  est  à  la  base  de 
tous  nos  raisonnements.  Le  résultat  ne  devient  exact  qvnà  par  extra- 
polation, juste  au  moment  où  toute  conclusion  directe  devient  impos- 
sible. C'est  un  paradoxe  dont    il  serait  vain   d'atténuer   l'étrangeté. 

Une  droite  qui  passe  par  deux  points  A  et  B  confondus  n'est  pas 
déterminée:  c'est  évident.  Mais  si  la  confusion  s'opère  après  que 
nous  avons  défini  la  direction  suivant  laquelle  le  point  B  s'approche 
du  point  A,  la  direction  limite  reste  définie,  à  la  condition  qu'elle 
ne  change  pas  brusquement  au  dernier  moment,  c'est-à-dire  à  condi- 
tion qu'il  y  ait  continuité. 

6.  Valeur  limite.  Dérivée.  Différentielles. 

/°.  —  Reprenons  la  figure  3  et  cherchons  à  définir  la  valeur  numé- 
rique de  la  vitesse  vraie  au  point  A.  La  vitesse  moyenne  entre  les 
points  A  et  B,  vitesse  mesurable  et  pour  laquelle  il  n'existe  pas  de 
difficulté  théorique ,  est  le  quotient  : 

_  i\s 

Nous  admettons  intuitivement  comme  exact  que  nous  aurons  la 
vitesse  vraie  au  point  A ,  en  prenant  des  points  B  de  plus  en  plus 
voisins  de  A.  Ce  n'est  pas  que  l'expérience  devienne  ainsi  plus  pré- 
cise ;  au  contraire,  les  erreurs  croîtraient  rapidement  et  rendraient 
bientôt  le  résultat  illusoire  Personne  n'aura  l'idée,  pour  déterminer 
la  vitesse  d'un  train,  de  mesurer  le  temps  qu'il  met  à  parcourir  un 
mètre  ou  un  centimètre. 

Mais  les  mathématiques  nous  fournissent  des  lois  idéales  de  mou- 
vement que  nous  pouvons  étudier  a  priori,  pour  lesquelles  les  erreurs 
expérimentales  ne  sont  pas  à  craindre,  et  auxquelles  nous  pourrons 
ensuite  comparer  les  mouvements  réels. 

^°.  —  Supposons  choisie  une  de  ces  lois.  Tant  que  le  point  B  reste 
distinct  du  point  A,  nous  avons  des  valeurs  correspondantes  parfaite- 
ment déterminées  de  A^  et  de  A^  ;  le  quotient  reste  lui-même  par- 
faitement déterminé. 

Quand  le  point  B  se  confond  avec  le  point  A,  nous  avons  simul- 
tanément A5=:0,  A^  =  0;  le  quotient  As  :  At  prend  la  forme 
0  ;  0  qui  ne  signifie  absolument  rien.  Mais  le  calcul  différentiel 
nous  permet  d'extrapoler  par  continuité  une  valeur  limite. 

En  effet,  admettons  calculée  la  valeur  exacte  du  quotient    As  ;  A^ 
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en  fonction  de  As.  Si  elle  tend  vers  une  valeur  parfaitement  déter- 
minée quand  \s  diminue,  nous  pouvons  admettre  qu'elle  aura  rij^ou- 
reusement  cette  valeur  pour    As  =  0. 

Nous  définirons  ainsi  la  limite  du  quotient  : 

T       As         ils  1  -  •    /     1  L  ^    1 

lim  — —  z=z  — r-=  dérivée  de  s  par  rapp :)rt  a  /. 
It          (If  i  if 

S".  —  Fixons  les  idées  par  un  exemple.  Prenons  commo  loi  du 
mouvement  : 

sr=ut--\-hl-^c;  {[) 

on  a  :  .s--f  As  =:a(/ +  A/)-  +  />(/  + A/)  ^-c, 

ls  =  {2al  +  h)M+aM\  ^  =:2at-{- h +aM.         :1 

Ainsi  le  quotient  As  ;  A/  a  une  valeur  (2)  parfaitement  déter- 
minée, ({uels  que  soient  \t  et  i)ar  suite  As.  Cftte  valeur  s'approche 
indéfiniment  de  2at-\-h,  quand  A/  tend  vers  0.  Nous  poserons 
que  la  valeur  limite  est  exactement  2at-\-Jj,  pour  A/=r=0,  et 
nous  écrirons  : 

(Is  y         As  .)     /     1      / 

-/".  —  D'une  manière  générale,  soit  s=:/'[l)  la  loi  du  mouvement. 
Le  symbole  signifie  que  la  fonction  s  est  reliée  à  la  variable  t  par  un 
procédé  que  je  ne  spécifie  pas  pour  le  moment,  mais  dont  il  me 
suffit  de  savoir  qu'il  permet  de  calculer  la  ou  les  valeurs  de  s  quand 
je  donne  la  valeur  de  /;  par  définition,  s  est  fonction  de  /. 

Si  le  temps  (qui  est  ici  la  variable)  subit  un  accroissement  A/, 
l'espace  (qui  est  ici  la  fonction)  subit  un  accroissement  As.  J'écris  donc  : 

s~{-ls  =  f{t-\-M). 
D-où:     A.  =  /-(H-AO-A^.     4î  =  ii^+^pM. 

Jusqu'ici  rien  de  nouveau.  Supposons  que  A/  tendant  vers  0,  le 
dernier  (juotient  tende  vers  une  valeur  bien  déterminée;  je  poserai 
que  pour  \l^=^0^  cette  valeur  est  ri(/oureusement  exacte:  ce  sera  la 
dérivée  de  s  par  rapport  à  /  : 

^  =  H„,/I^±^1^M,     ,_.     ,,^0.  (3) 

Quant  au  calcul  de  cette  dérivée,  on  ne  peut  évidemment  l'efTec- 
tuer  qu'après  avoir  choisi  la  définition  de  la  fonction  /"  :  l'opéra- 
tion (3)  n\'st  (ju  indiquée. 

Les  quantités  ds  et  dt  s'appellent  des  différentielles. 

Par  définition,  elles  ne  sont  ni  grandes  ni  petites;  ce  sont  des 
quantités  qui  tendent  vers  zéro.   Ceci  posé,  dans  la  pratique  on  les 
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représente  sur  les  ligures  et  on  les  traite  comme  les  différences  fini 


les, 

As,    At,    dont   elles   sont   les  limites.    Gela    n'a    pas    d'inconvénient 
pourvu  qu'on  n'oublie  pas  les  définitions. 

7.  Représentation  de  la  dérivée.  Pente  moyenne,  pente 
vraie. 

/°.  —  Soit  une  fonction  y  ==  f[x),  représentée  par  la  courbe  ABM. 
Menons  la  sécante  AB. 
Quand  on  passe  du  point 
A  au  point  B ,  l'abscisse 
augmente  de  AC  =  Ax, 
l'ordonnée  de  CB  =  Ay . 
La  pente  de  la  sécante 
est  complètement  déiinie 
par  le  rapport  Ay  ;  Ax. 
C'est  la  pente  moyenne 
de  la  fonction  y  =  f{oo), 
entre  les  points  A  et  B. 

A  mesure  que  le  j)oint  B 
se  rapproche  du  point  A , 
la    sécante    tend   vers   la 

tangente;    simultanément    la  pente   moyenne 
qui  est  la  pente  vraie  du  point  A.  La  dérivée 
la  pente  de  la  tangente  au 
point  A. 

Une  fois  la  limite  dy  ;  dx 
calculée  pour  le  point  A, 
pour  déterminer  la  direc- 
tion de  la  tangente,  nous 
prendrons  (fig.  8),  à  partir 
de  A  parallèlement  à  Ox , 
une  longueur  quelconque 
AC,  puis  parallèlement 
à  Oy  une  longueur-  : 


Fig. 


tend    vers   une   limite 
dy  ;  dx     mesure  donc 


CD  =  AC 


dx  ' 


Fig.  8. 

la  droite  AD   est  la   tangente 


nous  déterminons  ainsi  un  point  D 
cherchée. 

Remarque. 

Il  importe  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  prendre  une  lon- 
gueur Ax  parallèlement  à  un  axe.  Cela  veut  dire  prendre  une  lon- 
gueur égale  à  Ax  fois  l'unité  choisie  parallèlement  à  Ox.  Mais  l'unité 
n'a  pas  nécessairement  la  même  valeur  parallèlement  aux  deux  axes  ; 
elle   peut   être   le    centimètre   sur    Ox,    le    millimètre    sur    Oy ,    par 
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exemple.  Dans  ce  cas,  pour  avoir  la  tangente,  il  faut  prendre 
parallèlement  à  Oy  un  nombre  n  de  millimètres,  parallèlement  à  0.r 
un  nombre  N  de  centimètres  tels  qu'on  ait  : 

N         dx  ' 

'2°.  —  Quand  la  fonction  y  z=  fi^x)  nous  est  donnée,  par  le  fait 
nous  est  donnée  sa  dérivée.  Autrement  dit,  soit  construite  la  courbe 
idéale  représentative  de  la  fonction  y  =  f[x)  :  il  est  clair  que  sa 
pente  nous  est  connue;  peu  importe  actuellement  la  difficulté  pos- 
sible du  calcul  dans  cliaque  cas  j^^^rticulier.  Nous  pouvons  donc 
considérer  la  pente  dy  '.  dx  elle-même  comme  une  fonction  de  a:, 
donnée  quand     ;/  =  f[x)     est  donnée  : 


dx 


o[x). 


'■/i 


■y^ 


Inversement,  soit  donnée  la  fonction 
la  courbe  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X.   11  en  résulte  non      /y 
pas  une  courbe,  mais  une  in- 
linité  de  courbes  obtenues  en        1 
transportant  Tune  d'elles  jui-        ! 
rallèlement    à    Taxe    Oy .    Les 
deux  courbes    AE,  A'E',     par 
exemple    (lig.    9),    telles    que 
pour  tous  leurs  points  on  ait  : 

AA'=BB'=:EE'  =  ...,  / 

ont  évidemment  des  tangentes 
parallèles  et  des  pentes  égales  ' 
pour  les  points  placés  sur  l;i 
même  verticale.  Nous  résu- 
mons ce  qui  précède  en  disant 
que  deux  fonctions  qui  ont  la  même  dérivée  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable,  ne  diffèrent  que  par  une  constante. 

Autrement  dit,  toutes  les  fonctions  qui  satisfont  à  la  relation  : 

rentrent  dans  la  forme  générale  :     y 
où  G  est  une  constante  arbitraire. 


Fig.  9. 


M+^ 


8.  Étude  d'une  fonction  au  moyen  de  sa  dérivée.  Maxi- 
mums et  minimums,  tangentes  verticales. 

/ '.  —  Nous  ne  pouvons  calculer  la  dérivée  que  si  la  fonction  est 
connue.  Mais  rien  ne  nous  empêche  de  chercher  à  quoi  peut  servir 
la  dérivée  supposée  connue.  Le  lecteur  se  reportera  au  §  3;  le  calcul 
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différentiel  nous  apprend,  y  disons -nous,  à  étudier  les  propriétés 
des  fonctions  indépendamment  de  leur'  spécification;  la  méthode  étant 
expliquée  in  génère,  nous  l'utiliserons  ensuite  in  specie. 

Supposons  donc  connue  la  dérivée;  que  nous  apprendra-t-elle? 

Si  elle  est  positive  entre  certaines  limites  de  la  variable,  cela  signi- 
fie qu'entre  ces  limites  la  pente  est  positive ,'  x  croissant,  y  croît  éga- 
lement. Il  revient  du  reste  au  même  de  dire  que  x  décroissant, 
y  décroît  également;  ou  enfin  que  x  et  y  varient  dans  le  même  sens. 
Dans  nos  conventions  d'axes,  la  courbe  représentative  parcourue  de 
gauche  à  droite  [x  croissant)  monte  [y  croissant). 

C'est  ce  qui  a  lieu  sur  l'arc  BCD  (fig.  1)  ou  encore  sur  l'arc  GF. 

Si  elle  est  négative ,  cela  signifie  que  la  pente  est  négative  ;  par- 
courue de  gauche  à  droite  [x  croissant),  la  courbe  représentative 
descend  [y  décroissant).  C'est  ce  qui  a  lieu  sur  les  arcs  AB  et  DF. 

Si  elle  est  nulle,  la  pente  est  nulle.  Nous  définissons  ainsi  les 
maximums  (point  D)  et  les  minimums  (point  B). 

D'après  la  manière  même  dont  la  dérivée  est  obtenue,  nous  pou- 
vons considérer  la  quantité  dy  ;  dx  comme  un  véritable  quotient. 
Nous  avons  donc  : 

dx       ,     *  \ dy 

Si  dy  ;  dx  est  très  grand  (point  F),  dx  ',  dy  est  très  petit. 
Donc  les  abscisses  pour  lesquelles  dy  \  dx  croît  au  delà  de  toute 
limite,  sont  celles  pour  lesquelles  la  fonction  inverse  x  =  Q[y), 
présente  un  maximum  ou  un  minimum.  Autrement  dit,  quand  dy  ;  dx 
croît  au  delà  de   toute  limite,  la   tangente  à  la  courbe  est  verticale. 

5°.  —  Les  remarques  précédentes  s'appliquent  à  toutes  les  fonc- 
tions; en  revanche,  elles  ne  nous  apprennent  rien  d'immédiatement 
utilisable  pour  chacune  d'elles.  L'utilisation  est  subordonnée  au 
calcul  préalable  de  la  dérivée. 

On  se  demandera  quel  est  le  profit  d'utiliser  la  dérivée,  puisqu'en 
définitive  elle  ne  nous  apprend  rien  qu'un  calcul  direct  ne  puisse 
donner.  Ayant  soigneusement  construit  la  courbe  représentative 
point  par  point,  comme  conséquence  de  la  définition  de  la  fonction, 
nous  savons  où  la  pente  est  positive,  où  négative,  où  nulle. 

C'est  exact;  mais  on  ne  peut  sans  perte  excessive  de  temps  cal- 
culer un  grand  nombre  de  points;  la  connaissance  de  la  dérivée 
détermine  la  direction  de  la  tangente  et,  par  suite,  laisse  deviner 
l'allure  de  la  courbe  au  voisinage  d'un  point;  enfin  elle  fournit  direc- 
tement certains  résultats  que  le  calcul  d'un  grand  nombre  de  points 
donnerait  moins  exactement. 

Par  exemple ,  soit  :       y  =  Qx^ -\-3x-\-  i, 
l'équation  de  la  courbe.  Le  calcul  du  §  6  nous  apprend  qu'on  a  : 

dy  ;  dx  =  1 2x  -|-  3 . 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  2 
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Nous  voulons  savoir  pour  quelle  valeur  de  Xj  y  prend  sa  valeur 
minima.  Au  lieu  de  construire  la  courbe  point  par  point,  nous  écri- 
vons que  la  dérivée  est  nulle  : 

12a;  +  3rr:r0,  X  =  — 0,2^6. 

3^.  —  Mais  la  dérivée  a  un  autre  avantage  immédiat  :  elle  nous 
permet,  au  voisinage  d'un  point,  de  remplacer  la  courbe  par  sa  tan- 
gente :  l'approximation  dépend  évidemment  de  la  forme  de  la  courbe 
au  voisinage  de  ce  point;  nous  apprendrons  à  l'évaluer  (§  38,  3"). 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  la  formule  (tig.  8)  : 

{dy  ;  dx)^^^  est  la  valeur  de  la  dérivée  quand,  dans  son  expression 
générale,  on  substitue  à  a?  et  à  ?/  les  valeurs  correspondantes  parti- 
culières au  point  A  :       x  =  a^     yz=h. 

Soit  ç,  r,,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  D  de  la  tangente. 

On  a  :  CD=r=Y;  —  b,  AC  =  ;  —  a. 

D'où  l'équation  de  la  tangente  : 

Au  voisinage  du  point  A,  nous  pouvons  généralement  substituer 
l'équation  (i)  à  l'équation  exacte  : 

y=f{x). 

9.  Dérivées  partielles  :  principe  fondamental. 

/o.  —  Nous  supposons,  dans  ce  qui  précède,  (jue  la  l'onction  y  ne 
dépend  que  d'une  variable  x.  Généralement  elle  dépend  de  plusieurs 
variables  x,  z,  /,  ...  qui  peuvent  être  indépendantes  (c'est-à-dire 
qu'on  peut  supposer  varier  les  unes  sans  les  autres),  ou  qui  peuvent 
être  liées  par  une  relation  quelconque,  peu  importe.  On  a  donc  : 

Quand  x,  z,  t^  ...  deviennent  x-j-Aa:,  ::-|-A3,  ^-j-A/,  ..., 
y  subit  un  accroissement  Aï/  qui  dépend  d'une  manière  complexe 
de  A.r,  A3,  A/,  ..  En  particulier,  il  est  généralement  impossible 
d'isoler  la  partie  de  l'accroissement  qui  dépend  de  Ax,  de  celle  qui 
dépend  de  A3,  ...;  Ar  et  A3  entrent  simultanément  dans  certains 
termes. 

Par  exemple,  soit  y=xz. 

Ona:     y  -{-  ^y  =  {-^  -\-  ^«^)  (-  -\-  ^s)  z=xz-{-  xi^z  -\-z\x-\-  AxAz, 

Aï/  =  xàz  -\-  zlx  -}-  Aa:'A3. 

L'accroissement  de  Ay,  quand  x  croît  de  Ax,  ne  peut  être  calculé 
sans  connaître  l'accroissement  simultané  As  de  la  variable  3. 
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Mais  quand  Aa?  et  As  tendent  simultanément  vers  zéro,  le  terme 
Aa?A2  décroît  beaucoup  plus  vite  que  les  deux  autres.  A  la  limite,  il 
devient  négligeable. 

:^°.  —  En  généralisant,  nous  obtenons  ce  principe  dont  nous  nous 
défendons  de  donner  une  démonstration ,  quittes  à  le  vérifier  dans 
tous  les  cas  particuliers  :  On  peut  calculer  la  limite  de  l'accroisse- 
ment de  la  fonction  pour  un  accroissement  infiniment  petit  de  l'une 
des  variables  dont  elle  dépend ^  sans  s'occuper  des  accroissements  infi- 
niment petits  simultanés  des  autres  variables,'  autrement  dit,  on 
calcule  cette  limite  en  supposant  constantes  les  autres  variables. 

Nous  écrivons  :        dy  :^  -T^dx-\--^dz-^-^dt-{-  ... 

-sp-    (qu'on  écrit  encore     'ày  ;  bx  ou  by/àx)     est  la  dérivée  partielle 

de  y  par  rapport  à  x  ;  elle  ne  diffère  en  rien  d'une  dérivée  ordinaire. 
Le  mot  partiel  rappelle  seulement  que  y  dépend  non  seulement 
de  X,  mais  encore  d'une  ou  plusieurs  autres  variables  : 

^  =  /-:=.lin.^(-  +  ^-'-'^'-^-)-^i^A^,      pour      A.  =  0. 

Reprenons  l'exemple  :  y  =  xz. 

Nous  avons:       dy  =  ^dx  +  ^dz;        ||-  =  2,         5^'^^; 

dy  =  zdx  -\-  xdz. 

Remarque. 

Si  on  a  identiquement  yz=if(x^  z,  t,  ...)  =  0,  la  relation 
devant  être  satisfaite  en  particulier  pour  les  valeurs  x,  z,  t^  ...  des 
variables  et  les  valeurs  infiniment  voisines  x-\-dXy  z-\-dZj  ...  ,  on 
a  identiquement  : 

OU,  suivant  la  notation  de  Lagrange  : 

f:^dx+f:dz+f[dt-\-...=Q. 

10.  Infiniment  petits  d'ordres  divers. 

i".  —  Il  n'y  a  pas  de  règles  générales  de  dérivation  ;  c'est  évident, 
puisque  nous  sommes  libres  d'inventer  des  fonctions  en  nombre 
quelconque.  Dans  chaque  cas  particulier,  nous  devons  appliquer  la 
définition  : 

dy       ,.      Aw       ,.      f(x-i-Ax)  —  f(x) 
dx  /\x  ^x 

Ce  qu'on  appelle  parfois   règles  de  dérivation  est  l'ensemble  des 

résultats  pour  les  fonctions  usuelles;  nous  les  établirons  plus  loin. 

Mais  on   peut  faciliter  les  calculs  au  moyen  de  remarques  gêné- 
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raies;  par  exemple,  il  est  commode  de  classer  les  infiniment  petits 
en  difYérents  ordres. 

5".  —  On  prend  un  infiniment  petit  a  comme  principal;  il  sert  de 
terme  de  comparaison,  à' unité  pour  évaluer  au  même  instant  les 
autres  infiniment  petits. 

On  appelle  infiniment  petits  du  preminr  ordre  a! ,  tous  ceux  dont 
les  rapports  avec  a  ont  des  limites  iinies  quand  x  s'annule.  Ils 
rentrent  donc  dans  la  forme  générale  : 

a'=^a(/>4-a"), 

où  p  est  une  quantité  finie  et  a"  un  infiniment  petit.  Quand  y.  s'an- 
nule, le  quotient  a'  ;  a  tend  vers  p. 

On  appelle  infiniment  petits  du  second  ordre  |îi,  tous  ceux  dont  les 
rapports  avec  a  sont  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Ils 
rentrent  donc  dans  la  forme  générale  : 

[i  =  7Ly.'{p-\-0L"). 

On  définit  de  même  de  proche  en  proche  les  infiniment  petits  d'un 
ordre  quelconcfue.  On  verra  aisément  qu'un  infiniment  du  n'^*^  ordre 
rentre  dans  la  forme  générale  : 

a  — a''(/)  +  a'); 

p  est  une  quantité  finie,  a   un  infiniment  petit. 
,'?".  —  Précisons  ces  notions   sur  un  exemple. 
En  vertu  des  propriétés  du  cercle,  on  a  (fig.lO)  : 

BC  .  Hï)  =  HA= ,  AE  .  ËD  =r CE'.  ( I ) 

Prenons    AH    comme  infiniment  petit  principal.  Joignons  le  point 

variahle  B  au  point  fixe  D;  cherchons 
comment  s'annulent  les  lignes  CÂ,  CE, 
CB,  AÊ,     quand  B  tend  vers  A. 

Il  est  d'abord  évident  que  Parc  CA 
et  la  corde  CE  tendent  à  égaler  AB.  Les 
grandeurs  CA  et  CE  sont  donc  du 
premier  ordre,  puisque  leur  rapport  à 
l'infiniment  petit  principal  tend  vers  une 
limite  finie  (qui  est  I  dans  le  cas  parti- 
culier). 

Los  quantités  CB  et  EA  sont  au  con- 
traire du  second  ordre,  ainsi  qu'il  résulte  des  équations  (l).  Quand  B 
arrive  en  A,  BD  et  ED  deviennent  égales  au  double  du  rayon;  BC 
et  AE  tendent  donc  vers  la  même  valeur  : 

lim7vE==limBC  =  lim.BÂ^2R. 

^".  —  L'intérêt  des  considérations  précédentes  réside  dans  la  pro 
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position  que  voici;  nous  nous  contenterons  de  l'énoncer;  elle  sera 
amplement  expliquée  et  vérifiée  par  les  applications. 

Quand  on  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  qui  sont 
la  somme  d'infiniment  petits  de  divers  oidres,  il  suffit  de  conserver 
dans  chacune  les  infiniment  petits  de  l'ordre  le  moins  élevé. 

Cette  proposition  est  au  fond  identique  avec  le  principe  fondamen- 
tal du  §  9. 

11.  Fonctions  composées. 

Le  calcul  des  dérivées  est  singulièrement  facilité  par  l'application 
du  principe  fondamental  (§  9).  Toute  fonction  d'une  variable  u  peut 
être  considérée  d'une  infinité  de  manières  comme  composée ^  c'est- 
à-dire  comme  fonction  de  plusieurs  variables  x,  z^  t^  ...  elles-mêmes 
fonctions  de  la  variable  u. 

Quand  les  variables  a?,  5,  t,  ...  sont  indépendantes,  nous  avons 
vu  que  le  principe  se  traduit  par  la  formule  : 

Dire  que  les  variables  sont  indépendantes,  c'est  dire  que  nous 
pouvons  choisir  à  notre  gré  les  quantités  dx ,  dz,  dt ,  ...;  nous 
pouvons  par  conséquent  les  lier  aux  variations  d'une  autre  quantité  u. 
Nous  avons  alors  : 

dx  =  ~j~du,  dz=i-j~-du,  ... 

du       '  du        ' 

D'où  la  formule  : 

hy   dx    ^      ,    bi/    dz    ,      , 
dy=  ^-j—du4-'^-j-du  +  ... 
^        Ox  du  ^     Oz    du  ^ 

Posons,  par  exemple  :        y=^xz^         x  =  f[u),         5=:(p(u); 

on  a  :  dy  =  z-i — du-\-x—T^  du^ 

ce  qu'on  peut  encore  écrire,  en  employant  la  notation  de  Lagrange 
ou  celle  de  Newton  : 

dy  =  zf'du  -\-  xo'du  =  zfdu  -\-  X(!^du . 

12.  Formule  du  binôme. 

Pour  obtenir   la   différentielle   d'une   puissance ,    commençons   par 
établir  la  formule  du  binôme  dont  l'emploi  est  fréquent. 
i\  —  11  s'agit  de  calculer     (a+i))"'. 
Un  calcul  direct  donne  les  formules  : 

{a  +  hY  =  a+b, 
{a-^hY  =  a^-\-2ab-irb\ 
{a  +  bY  =  a'  +  3a'h-\-3ab'-\-h\ 
(a  4-  by  =  a'  +  fi^a'b  +  Qa^b^  +  ^ab'  +  M. 
et  ainsi  de  suite.   Plusieurs  constatations  sont  immédiates. 
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D'abord  le  développement  de  [a-\-bY'  contient  m-f-l  termes. 
Ensuite  la  somme  des  exposants  de  a  et  de  h  dans  tous  les  termes 
du  développement  est  égale  à  m.  Enfin  les  coefficients  également 
•distants  des  extrêmes  sont  égaux. 

Ces  simples  remarques  évitent  beaucoup  d'erreurs. 

I^s  formules  précédentes  rentrent  dans  la  formule  plus  générale  : 

[aJ^h)-  =  a-'+^a--^b  +  ^^'^'^^^^^^  (1) 

le  développement  doit  être  continué  jusqu'à  ce  que  le  nombre  des 
termes  soit  m-[-i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  jusqu'à  ce  que  le 
coeiïicient  s'annule. 

^.  —  Cette  constatation  n'est  pas  une  preuve;  rien  ne  dit  que  la 
formule  val.ihle  pour  m  =  4,  le  sera  pour  m  =  ").  Prouvons-le 
à  l'aide  du  raisonnement  général  qui  sert  à  établir  la  légitimité  d'une 
formule  quelconque  de  récurrence.  Démontrons  que  si  la  formule 
vaut  pour  la  puissance  m,  elle  vaut  encore  pour  la  puissance    m-|-l. 

3°.  —  Considérons  deux  termes  consécutifs  quelconques  de  la 
formule  donnant     (a  -|-  b)"^  : 

m{m  —  i),..{m  —  n)  ._,,      , 

n  +  lî  ^  ^ 

I    m(m  — l)...(m-/i— 1)  _,,      , 

-r  n  +  2l  ^  ^      • 

On  écrit  pour  abréger  :      1.2.3  ...  (ai  -}-  l  )  =  n  -j-  1  ! , 

et    on    lit    factorielle      n-\-\. 

Par   exemple    :      3!  =1.2.  3  =  6;         3!  4  =  4!. 

Quand  nous  multiplierons  par  a-\-b  le  développement  de 
[a-\-bY  pour  obtenir  [a-\-bY^\  le  terme  en  a»»---  »/;'»+ »  pro- 
viendra de  la  multiplication  par  b  du  premier  terme  écrit  ci-dessus 
et  de  la  multiplication  par  a  du  second.  On  vérifiera  que  seuls  ils 
peuvent  intervenir  dans  la  production  d'un  terme  en     a*""""^  />*  ^ '. 

Le  coefficient  de  ce  terme  est  la  somme  des  coefficients,  soit  : 

m[m  —  1)  ..(m — n)  /   _.     m  —  n  —  I  \ (m-{-i)m{m  —  i)...(m — n) 

n-fil  \    "•        "  +  ^      /  '"n^-2l 

qui  est  précisément  le  coefficient  de      a'"~"~^ />"  '  *     dans  le  déve- 
loppement de     (a  -|-  A)"*  ^  *     au  moyen  de  la  formule  (  i  )  appliquée  à 
l'exposant     ni-\-[.     Ce  qui  légitime  cette  formule. 
4"".  —  Appliquons  à  un  cas  particulier.  Soit  : 

(a  4-  />)^  r=  a*  -f  ïa'b  +  6a'-b-  +  ïab'  +  b'. 

Considérons  les  deux  termes  :      ïa^b  -\-  Qa^b^. 

Quand  nous  multiplions  par     a-j-/),     le  terme  en  a^/>*  du  déve- 
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loppement  de     [a-\-JjY     provient  de  la  multiplication  de  a^h  par  b 
et  de  a^h^  par  a.  Nous  aurons  donc  dans     [a-^bf     le  terme  : 

^/.    I    3\        5.4        .„        m(m  — 1)  .  ^ 

(a  4-  bf  =  a^-\-  ^a'b  +  1  Oa^/)-  +  1  Oa^/)^  +  ^ab'  +  A^ 

13.  Différentielles  des  puissances. 

Soit  :  y  =  ax'^. 

j\  —  Supposons  d'abord  m  entier  et  positif.  On  a  par  définition  : 

dy  .      a{x  -\-  i\xY'  —  ax"" 

dx  Ix 

Développons  par  la  formule  du  binôme  : 

{x+  àx)-  —  x"^  =  ^x"^-'  Ix^  '^^'^^yx-^-^àxY  +  ... 

Quand  Aa?  tend  vers  zéro,  les  termes  du  second  membre,  moins  le 
premier,  deviennent  négligeables  devant  celui-ci; 

d'où  :  dy  =:iamx^~^  dx. 

Le  principe  fondamental  donne  le  même  résultat. 

Soit  /n  =  4 . 

Posons  :  y  =  axztu,  dy  ^^^adx.ztu  -\-  adz.xtu-\-  ... 

Posons  maintenant  :  x  =  z  =  t=u. 

Il  vient  :  dy  =  adx .  x^  -|-  adx  .x'"^  -\-  ...  =  iax^ .  dx  ; 

et  généralement  :  dy  =  amx"'~^  dx. 

5**.  —  Soit  m  fractionnaire  et  égal  k  p  [  q. 
Elevons  les  deux  membres  à  la  puissance  y;  on  a  : 

y'i^za'^xP.  ^  (1) 

Différentions  les  deux  membres  d'après  la  règle  précédente  : 

qy'^  -^dy  =  a'^px^  "  ^  dx,  (2) 

dy  ^a^  "^ —~^yax  =  m —-^—yax=:mx      ydXy 

et  enfin  :  dy  =  mx~^ax"'dx  =  amx"'~^dx\ 

formule  trouvée  précédemment. 

S°.  —  Tout  nombre  pouvant  être  considéré  comme  fractionnaire 
avec  telle  approximation  qu'on  veut ,  la  règle  se  trouve  ainsi  appli- 
cable à  toute  valeur  positive  de  l'exposant  m. 

4".  —  Supposons  m  négatif.  Posons     171  =  —  n. 

y  =  ax"^  =  —zr  . 
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Au  lieu  de  considérer  y  comme  fonction  de  a?"  ,  considérons- le 
comme  fonction  de  la  variable  z  que  nous  poserons  égale  à  x"  : 
z=zx'^ .  Il  va  de  soi  que  rien  n'est  changé. 

Différentions  la  fonction  y  Aq  z  : 

1\         ,.     /       1  1\  ,.  A3  dz 

a  iim  -7-     I     V    \     =  —  a 


dy  =  acl(~)^a\uJ-j^-^-l)^- 


=  +  A.         z/-  (z  +  \z)z 

Remplaçons  z  par  sa  valeur  : 

et  enfin  :  dy  =  niax"'  '  '  dx. 

La  formule  est  donc  absolument  générale. 

14.  DifiFérentielles  d'un  produit,  d'un  quotient. 
/".  —  Nous  avons  déjà  traité  le  cas  de  la   dillerentielle  dun  pro- 
duit comme  conséquence  du  principe  fondamental  (§9). 

d{xzt  ...)  =  zt...dx  +  xt...dz-{-... 

Divisons  les  deux  membres  par  le  produit  : 

d{xzt ...)  dx    .dz  j^dt 

xzf      ~~  "x"  "T"  T"   '    ~/     '    "  • 

Nous  verrons  plus  tard  (§  197)  l'interprétation  de  cette  formule 
importante  dans  la  théorie  des  erreurs  relatives. 

X 

^°.  —  Soit  la  fonction  :     //  =    - . 
Par  définition,  nous  avons  : 

zAx  —  xAz        zdx  —  xdz 


-.      /x-\-Ax        x\       ..      z\x  — 


A3^ 


En  efTet,  quand  A3  tend  vers  0,  3A3  devient  négligeable  devant  3'. 

On  a  coutume  de  retenir  par  cœur  ce  résultat  et  les  résultats  ana- 
logues ;  c'est  déplorable  :  il  y  a  de  meilleures  choses  à  caser  dans 
sa  cervelle.  Dans  la  pratique,  on  doit  toujours  appliquer  le  principe 
fondamental  (i^  9)  et  écrire  : 

j  dx  dz 

Nous  dilFérentions  d'abord  par  rapport  à  x  en  laissant  3  constant, 
puis  par  rapport  à  3  en  laissant  x  constant.  Je  n'ignore  pas  qu'il  y 
aura  généralement  ensuite  à  réduire  au  même  dénominateur  ;  on  per- 
dra donc  8  secondes  22  fois  dans  sa  vie.  C'est  mieux  que  retenir 
une  formule  dont  on  oublie  le  sens. 

3".  —  Fonctions  composées. 

Revenons  sur  les  fonctions  composées. 

Soit  :  y  =  xz,         x  =  au'',         z  =  bu"\ 
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Nous  pouvons  écrire  : 

y  =  abu""  ^  ^  dy  =  [m-\-  n)abu'''  +  "  - ^  g?u. 

Procédons  autrement  : 

dy  =  xdz  -\-  zdx  =  bx .  mu  "'~ ^  du -\- az  .nu^~^  du  ; 
dy  =  abmu  '«  -  «  - 1  du  -f  abnu  "'^""-'duzzzz  ab[m  +  /i)m  "*  +  ""  ^  (/u. 

15.  Fonctions  homogènes. 

y°.  —  Une  fonction  f[x^  ?/,  a,  ...)  est  dite  homogène  de  degré  m 
quand  on  a  identiquement  : 

f{tx,ty,tz,...)  =  t-f{x,xj,z,...).  (1) 

En  multipliant  par  un  nombre  quelconque  t  toutes  les  variables ^ 
on  multiplie  la  fonction  par  la  puissance  m  de  t. 

Ainsi  la  fonction  :  ax^-\-2bxy  -^-cy"^ , 

est  homogène  du   premier   degré  en   a,  b ,  c ;  elle  est  homogène  du 
second  degré  en  x,  y. 

S°.  —  Posons     tx=^i  ;     la  formule  de  définition  (1)  s'écrit  : 

"'■'/■(f,  ^,...)=A-,2/,^,-)- 

La  fonction  homogène  est  donc  égale  à  une  puissance  de  l'une 
quelconque  x  de  ses  variables,  multipliée  par  une  fonction  des  rap- 
ports de  ses  autres  variables  à  x. 

Ainsi  :      ax--  +  2hxy  +  c,f  ^ax^[i +2j^  +  ^^]. 

3".  —  Soit  l'équation  :     f[x,  y,  z,  ...)  =  0^ 
où  f  est  une  fonction  homogène  de  degré  m.  On  a  en  vertu  du  ^^^  : 


X' 


■Kf. -:,-)=o, 


On  peut  donc  remplacer  les  variables  pav  des  valeurs  proportion- 
nelles. 

4°.  —  D'après  la  définition,  on  peut  écrire  : 

f[{i  +  ^>,  (1  +  Oy.  (1  +e>,  •••]  =  (1  +  ^)Y(^,  y,  2)- 

Supposons  £  infiniment  petit  ;  développons  le  second  membre  par  la 
formule  du  binôme  ;  négligeons  les  puissances  de  £  supérieures  à  la 
première  ;  il  vient  : 

f[{x  +  ,x),{y-{-Eij),{z-^zz),...]—f{x,y,z,)  =  mef{x,y,z). 
Mais   le  premier  membre   est  la   différentielle  de      f(x,y,z)      par 
rapport  aux  accroissements     zx,     ey,     ez,      ... 


On  a  donc:     e[.|^ +^^  +  .  |f  +  ...]  =  «eA; 

et  enfin:  .^  +  ,^  +  ,  |f  +  ...  =  ^^; 

relation  caractéristique  des  fonctions  homogènes  de  degré  m. 
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Par  exemple,  soit  la  fonction  :       ax^-\-2bxy -^cy"^. 

^^*  •  |~  =  2aar  +  2%,  ^y=^bx  +  2cy- 

x{2ax  -\-2by)-{-  y(2bx  +  2cy)  =  2{ax'-  +  2bxy  +  et/'). 

16.  Expressions  qui  se  présentent  sous  une  forme 
indéterminée. 

/".  —  Rien  ne  vaut,  pour  bien  comprendre  la  nature  de  la  dérivée, 
l'étude  de  certaines  fonctions  qui  se  présentent  sous  la  forme  0  ;  0 
pour  une  valeur  de  la  variable.  Remarquons  qu'il  en  est  toujours 
ainsi  pour  la  dérivée  :  c'est  un  quotient  dont  les  deux  termes  tendent 
simultanément  vers  0.  Nous  avons  expliqué  que  l'indétermination 
serait  réelle  si  on  se  bornait  à  considérer  la  valeur  limite  des  deux 
termes;  elle  disparaît  si  l'on  considère  des  valeurs  voisines  de  0, 
mais  finies,  de  ces  deux  termes  :  leur  quotient  est  alors  complètement 
déterminé,  et  cette  détermination  persiste  si  petits  qu'ils  soient. 

D'où  par  extrapolation  la  valeur  de  la  limite,  quand  ils  s'an- 
nulent. 

i^**.  —  Soit  la  fonction  :     y 


X  —  .1 


Pour  x:=za^  les  deux  termes  s'annulent  :  il  y  a  indétermination. 
Considérons  donc  des  valeurs  de  x  voisines  de  a  et  cherchons  ce  que 
devient  le  rapport.  Mais  chercher  la  valeur  de  z  =  f(x)  pour  des 
valeurs  de  x  voisines  de  a  [^  8,  ,'?''),  revient  à  calculer  la  différen- 
tielle (h  en  fonction  de  la  dilTérentielle  <lx  et  à  remplacer  x  par  a 
dans  le  résultat  : 


ax  i\x 


[d{x^  —  a^)       pour  x  voisin  de  a]=:[2x\  ^^^dx  =  2a.dxy 

\^d[x  —  a)     pour  x  voisin  de  a]  =  dx. 

Pour  des  valeurs  de  x  voisines  de  a ,  on  a  donc  :  yz=2a.  Nous 
donnerons  à  y  cette  valeur  quand  x  est  rij^oureusement  égal  à  a.  Ce 
résultat  était  du  reste  évident  a  priori,  puisque 

[x-  —  a-)  ;  [x  —  a)=:a?-|-a, 

qui  vaut  2a  pour     x  =  a. 

fix) 
D'une  manière  générale,   soit   :     y=      '  i  ,     avec  les  conditions 

/(a)  =  0,     o(a)  =  0. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  y  pour     x  =  aj     nous  écrirons  : 

fia  +  \x)-f{a)  _  f(a  +  A^)  -/"(a)  .  9(£_+_dx)-9(a) 
^"1"-^^— (p(a-fAa;)  — ç(a)-~  \x  ■  \x 
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et  enfin  quand     ^x     et  par  suite     A?/     tendent  vers  0   : 

Le  symbole  f'[a)  représente  la  valeur  que  prend  la  dérivée  de 
f[x)     par  rapport  à  'x,  quand  x  est  égal  à  a. 

S"".  —  On  ramène  immédiatement  au  cas  précédent  les  expressions 
qui  se  présentent  sous  la  forme  0  X  '^c?  ou  oc  I  oc.  En  effet,  on 
peut  écrire  dans  le  premier  cas  : 

On  est  ramené  à  la  forme     0  ;  0. 
On  a  dans  le  second  cas  : 

y=f(x):-,{x)  =  [\:^[x)\:[\:f[x)]. 

On  est  encore  ramené  à  la  forme  :      0  .*  0. 

Le  principe  est  toujours  le  même.  L' indétermination  tenant  à  cer- 
taines valeurs  de  la  variable,  considérons  les  valeurs  voisines.  L'indé- 
termination cesse  généralement  ;  nous  extrapolons  le  résultat  jusqu'à 
la  valeur  précise  de  la  variable  où  l'indétermination  est  réelle. 

C'est  exactement  ainsi  que  nous  procédons  pour  obtenir  la  dérivée. 

Ces  considérations  deviendront  plus  claires  par  la  suite,  après  que 
nous  aurons  traité  quelques  exemples. 

17.  Dérivées  de  différents  ordres. 

i°.  —  Il  n'y  a  aucune  idée  nouvelle  dans  la  définition  des  dérivées 
d'ordre  supérieur. 

Soit  y  =  f(^x),  une  fonction  de  x.  Dès  qu'elle  est  définie,  quel 
que  soit  du  reste  le  procédé  employé ,  nous  sommes  censés  pouvoir 
ealculer  la  dérivée  p  =  dy  ',  dx.  Autrement  dit,  la  courbe  repré- 
sentative de  yz=zf{x)  étant  tracée,  nous  sommes  censés  pouvoir 
calculer    sa   pente   :    c'est    une    nouvelle    fonction     jD=r(p(x). 

Rien  n'empêche  de  la  traiter  comme  précédemment  la  fonction  f[x). 
En  particulier,  nous  pouvons  calculer  sa  pente  : 

dp  ^    d    /  dy 
dx        dx  \  dx 

d    /dv\        d-y 


m= 


Nous  écrirons  :  i     \    ,     i  — ■    i  « 

dx  \dx  J        dx^ 

par  définition,  c'est  la  dérivée  seconde  de  y  par  rapport  à  x. 

De  même  cette  dérivée  seconde  est  une  certaine  fonction  de  x  dont 
nous  pouvons  calculer  la  dérivée.  Nous  poserons  : 


et  ainsi  de  suite. 


V  d   (dy\\_   d  Vd'-y^ 
\dx  \dxj\~  dx  \_dx^ ] 


-L     ±.1^  \—    ^   [d'-yl^d'y 
dx  \   dx\dx\~dx\  dx^  dx"  ' 
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Dans  le  cas  où  la  variable  x  représente  le  temps,  où  la  fonction  y 
représente  l'espace  parcouru,  dy  ;  dx  est  la  vitesse,  d^y  ;  dx^  est 
raccélération. 

^2".  —  Il  est  essentiel  de  se  rendre  compte  de  la  nature  des  quan- 
tités    d'^y     et     r/./;'". 

Pour  cela  considérons  la  série  des  quantités  : 

y,  Vx,  ?/2,  2/;m   ••• 
Posons:      Ay=:zy,—y,      Ay,=y.,  —  y,,      ly,  =  y^  — y.,,  ... 
Ce  sont  les  différences  premières. 
Les  différences  secondes  sont  par  définition  : 

^7/  =^7/,  — Aï/  =y^  —  2y,+y, 
^h^,  =  ^y,  —  \y,z=y,  —  2y,-\-y,, 
et  ainsi  de  suite. 

Supposons  que  les  quantités  y^  ?/,,  ...  soient  les  valeurs  d'une 
fonction  pour  les  valeurs  .r,  x -\- \x ,  x-\-2\x,  x-\-'^\x^  .,. 
d'une  variable.  Les  rapports  des  différences  premières  aux  accroisse- 
ments sont  : 

\t  '  A.r  '  •" 

Opérant  sur  ces  rapports  comme  précédemment  sur  les  quantités 
y  y  1/,,  ...     nous  obtenons  : 

A.r^  Ax*  '  Ax*  Aj-*  '    ■ 

Il  suffit  que  les  Ar  tendent  vers  0,  pour  retrouver  les  dérivées 
des  différents  ordres. 

Ce  calcul  a  l'avantage  de  montrer  la  nature  des  quantités  qui 
entrent  dans  les  dérivées.  Le  dénominateur  dx'"  est  véritablement 
une  puissance.  Si  nous  voulons  vérifier  l'homogénéité  des  formules 
et  si  dx  représente  une  ligne,  dx'^  représentera  Taire  d'une  sur- 
face, dx^  le  volume  d'un  solide,  ...  Au  contraire,  si  dy  représente  une 
ligne,  (/-//,  ...,  (/'"// représenteront  également  une  ligne.  Par  exemple, 
nous  trouverons  pour  l'expression  du  rayon  de  courbure  (,^  91)  : 


[•+(4)']' 


f=^r-t-Vdx;  I  --^ 


dy  ;  dx  est  un  nombre;  le  numérateur  de  l'expression  est  donc 
homogène  ;  d-y  \  dx-  est  l'inverse  d'une  ligne  ;  son  inverse  est  par 
conséquent  une  ligne.  Ce  qui  justifie  la  formule  du  point  de  vue 
de  l'homogénéité. 

18.  Distinction  entre  les  maximums  et  les  minimums; 
points  d'inflexions. 

Au  §  8,    nous  avons  vu  que  les  maximums  et  les  minimums  cor- 
respondent  aux   valeurs  de   la  variable  qui  annulent  la  dérivée  pre- 
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mière.  Il  s'agit  de  distinguer  les  minimums   des  maximums.  Repor- 
tons-nous à  la  figure  1. 

Sur  l'arc  iVB,  avant  d'arriver  au  minimum  B,  la  pente  de  la  courbe, 
qui  est  négative ,  décroît  en  valeur  absolue;  algébriquement  la  pente 
croîty  puisqu'on  regarde  une  quantité  négative  comme  inférieure  à 
zéro.  Au  delà  du  point  B,  la  pente  qui  est  positive^  croît.  Donc  le 
minimum  est  caractérisé  par  une  pente  nulle  et  croissante  • 

d     dy 
dx   dx 


dy  _ 


dx 


0, 


dx'^  -^^' 


Sur  l'arc  CD,  la  pente  qui  est  positive,  décroît;  au  delà  du  point 
D,  la  pente  qui  est  négative,  croît  en  valeur  absolue;  algébriquement 
elle  décroît.  Donc  le  maximum  est  caractérisé  par  une  pente  nulle 
et  décroissante  : 

d     dy  dhf 


dx  —  ^' 


dx   dx 


dx' 


<0. 


Il  va  de  soi  qu'entre  un  maximum  et  un  minimum,  la  dérivée 
seconde  doit  s'annuler  :  cela  indique  que  la  pente  elle-même  passe 
par  un  maximum  (comme  au  voisinage  du  point  C)  ou  un  minimum. 
Pour  trancher  la  question  autrement  que  par  une  figure ,  il  faudrait 
considérer  la  dérivée  troisième.  Et  ainsi  de  suite  (voir  §  93). 

Quand  la  dérivée  seconde  est  nulle,  c'est-à-dire  la  pente  maxima 
ou  minima,  on  dit  que  le  point  est  d'inflexion. 

19.  Dérivation  graphique  ou  numérique. 

Ce  qui  précède  nous  amène  à  dire  quelques  mots  de  la  dérivation 
graphique  ou  numérique. 

Une  série  d'expériences 
se  traduit  par  une  série  de 
points  ABGDE  ...  dans 
un  plan.  Aux  valeurs 
Xq,  x^,  X2,  ...  de  la  va- 
riable (valeurs  qui  ne  sont 
pas  nécessairement  équi- 
distantes)  correspondent 
les  valeurs  y,,  y,,  y^,  ... 
de  la  fonction,  détermi- 
nées avec  une  erreur  qui 
n'est  jamais  nulle. 

Calculer  les  pentes 
moyennes  : 

Vi  —  .Vo 


Vi  —  Vx 


y^~y^ 


Xa 


est  un  travail  absolument  vain.  Il  suffît  d'un  coup  d'œil  sur  la  figure  11 
pour  juger  de  l'incohérence  des  résultats.  A  fortiori  pour  les  diffé- 
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rences  secondes  (à  supposer  les  quantités  Xq,  a:,,  ...  équidis- 
tantes). 

Ce  n'est  jamais  ainsi  qu'on  procède.  On  trace  une  courbe  continue, 
passant  entre  les  points  expérimentaux,  courbe  dont  on  calcule 
l'équation,'  les  dérivations  de  tous  ordres  se  font  sur  cette  courbe 
qui  est  substituée  aux  expériences. 

Naturellement  il  faut  choisir  la  courbe  continue.  Nous  reviendrons 
plus  loin  sur  les  raisons  pratiques  qu'il  y  a  de  se  déterminer  pour 
une  forme  particulière  d'équation  (§  2G3). 

20.  Changement  de  la  variable  indépendante. 

Soit  y  une  fonction  de  la  variable  x  qui  est  elle-même  une  fonc- 
tion de  la  variable  t.  Je  peux  donc  considérer  arbitrairement  y 
comme  fonction  de  x  ou  comme  fonction  de  /.  Le  problème  est 
d'exprimer  les  dérivées     d^'y  ;  dx^^     en  fonction  des  dérivées 

d^y  :  dr     et     d^'x  [  dt\ 

et  des  dérivés  d'ordre  moindre. 
y**.  —  Nous  avons  d'abord  : 

dy         dy       dx  dy        /  dy 


'•o^-    è  =  (#):(w)-      (I) 


dt   -  dx-    dt  '  "°" 

^".  —  Posons     pz=zdy  \  dx.     C'est  à  volonté  une   fonction  de   x 
ou  de  t. 

...      ÉFL-(dp\JÉ^\  d'y  —  d  (dy\,{dx\ 

^  ''^  •       dx~\dl)'\  dt  7'  dx^  —  dt\dx)'\dt)' 

Remplaçons     dy  ;  dx      par  sa  valeur  (I);    il  vient  en  appliquant  la 

règle  du  ji^  14  : 

d^y  _[dx  d\y        dy   d^x~]  .  /dxY 

dx'  ~\   dt    dt'         dt    dt^'  ]'\dt  )  '  '^^^ 

On  trouverait  de  même  : 

d'x  _ rdy   d^ __  dx^  d^y  1  .  /dyV 

dy^~ldt    dt*        dt    dt^]'\dt)'  ^^^^ 

Comparons  (II)  et  (II');  il  vient  : 


d\i/  __d'x  /  dy  Y 
dx*  ^~~  dy-  [dxj 


(III) 


On   peut   aussi   obtenir   cette   formule   à   partir   de  (II)  en  posant 
identiquement     t=:y^     ou  de  (IF)  en  posant  identiquement     t  =  x. 

Dans  le  premier  cas,  dy  [  dt={,         d^y  \  dt'=^0; 

dans  le  second  cas,  dx  ',  dt=\,         d-x  '.  dt*  =  0. 

^°.  —  Continuons  pour  le  troisième  ordre.  Posons  maintenant  : 

dh/  dHj  dp  dp    dt 

P~~~dj^'  'xd^~'dx'~~dT'dx 


H^)i^- 
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Remplaçons  p  par  son  expression 
indiquées  : 


II)  et  effectuons  les  dérivations 


d'y 


dx  d 


[fdxVd^ 
\dt)   dt'  ^^  dt  dt 


^  X  d^y  dy  /  d-x 


dt' 


dt  \  dt' 


dx  dy  d^x 
Wdt^ 


}&)'■ 


(IV) 


Et  ainsi  de  suite. 

Application. 

Nous  rencontrerons  sous  le  nom  de  rayon  de  courbure  une  quan- 
tité qui  a  pour  expression  (§  17^ 

d^ 
~dx' 


=4*+(*)] 


Supposons  y  et  X  exprimés  au  moyen  d'une  variable  t.  Négligeons 
d'écrire  les  dénominateurs;  p  prend  la  forme  : 


p  =  ±  [dx'  +  dtf]  '  :  [dxdhj  —  dyd'x]. 

21.  Dérivées  de  différents  ordres  pour  une  fonction 
de  plusieurs  variables  indépendantes. 

Soit   la   fonction    :      z  =  f[x,  ?/,   t,    ...),      de   plusieurs   variables. 

Pour  calculer  les  dérivées   de  divers  ordres,   appliquons  le  principe 

fondamental  du  §   9.    Laissant  toutes   les   variables  fixes  sauf  une, 

X  par  exemple,  nous  regarderons  z    comme  fonction  de  la  variable 

unique   x   et   calculerons   ses   dérivées   successives   par  rapport   à  x 

d'après  les  règles  énoncées. 

hz 
Supposons  la  dérivée  première  obtenue  :     -j~.     C'est  encore  une 

fonction  de  x,  ?/,  t^  ...   dont  nous  pouvons  chercher  la  dérivée  par 
rapport  à  une  autre  variable, 
1/,  par  exemple. 

Nous   obtenons    ainsi 
dérivée  partielle  seconde 
()     bz 
by    àx  ' 

que  nous  écrivons 


à^z 


byàx  ' 
Montrons  eue  l'ordre  des 
différentiations   est   indiffé- 
rent, c'est  dire  qu'on  a  : 
bH    _    bH 
byàx         bxùy  ' 
Pour  rendre  manifeste  le 
sens  de  cette  relation,  sup- 
posons z  fonction    de  x    et 


de    y  seulement  :     z  =  f(^x,  y).     Nous 
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pouvons  représenter  z  par  une  surface.  Prenons  (fig*.  12)  trois  axes 
de  coordonnées  trirectangles  Ox,  Oy,  Oz.  En  un  point  a  du  plan  xOy, 
élevons  une  perpendiculaire  de  longueur  z  =  z[x,  y^=zfl^x^  y).  Nous 
tracerons  ainsi  la  surface  point  par  point. 

Considérons  l'élément  de  surface  ABCD  découpé  par  les  verti- 
cales dont  les  pieds  sont  sur  le  rectanj^le  ahcd^  de  cotés  dx  et  dy , 
Soit  x^  ?/,  les  coordonnées  du  point  a. 

Nous  pouvons  assimiler  l'élément  à  un  quadrilatère  plan. 

Evaluons  les  pentes  de  ses  quatre  cotés  : 

pente     AB  =  ^  ;  Â^=[f[x-\-dx,  y)-f[x,y)\  \  dx=^f{y), 
pente     DG  =  MC  ;  DM  r=  [l\x  +  dx,  y  +  dy)~ '[{x,  y  -f  dy)]  ;  dx 

Ce  qui  signilie  (|ue  la  pente  de  AB  est  égale  au  taux  de  variation 
par  raj)port  à  j;  de  la  fonction  z,  dans  laquelle  l'autre  variable  a  la 
valeur  constante  //.  Le  point  du  plan  xOy  se  déplace  suivant  ab. 
La  pente  de  DC  est  égale  au  taux  de  variation  par  rapport  à  x  de 
la  même  fonction  z,  quand  on  donne  à  l'autre  variable  la  valeur 
constante     ij -\- dy . 

l^.valuons  maintenant  la  dilférence  des  pentes  : 

Recommençons  la  même  opération  sur  les  côtés  parallèles  à  yOz. 
Nous  trouverons  : 

pente  AD  ^  ^f[x),         pente  BG  =  ^^  f{x  +  dx)  ; 


^^-'^^'  =  ^{^)'^'y' 


Or  on  a  :      MG  — p=:NG  — cD,  $D+ MG=:^B  +  NC, 


ô   /  àz  \         Ô    /  03  \  ô«3  è«s 

Donc  :  —  ' 


Csy  \  dx  ) 


ùx  \dy  /        <\v  \^^  /^  àxùy         àyàx  ' 

Gomme  on  peut  toujours  considérer  z  comme   fonction  seulement 
des  deux  variables  dont  on  veut  intervertir  les  dérivations,  le  théo- 
rème se  trouve  démontré  dans  le  cas  général. 
Remarque. 
Nous  écrivons  plus  haut  : 

En  elfet,   x  et  ;/  sont  des   variables  indépendantes:    il   en   est   de 
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même  de  dx  et  de  dy.  La  quantité  di/  ne  dépendant  pas  de  c/x,  sa 
dérivée  par  rapport  à  x  est  nulle. 

22.  Fonction  continue  ainsi  qu'un  certain  nombre  de 
ses  dérivées. 

/°.  —  Une  fonction  peut  être  continue  sans  que  sa  dérivée  le  soit; 
c'est  un  phénomène  fréquent,  dont  il  est  essentiel  de  comprendre  le 
caractère  peu  exceptionnel. 

Quelques  exemples  éclairciront  la  question. 

'2".  —  Soit  un  cylindre  constitué  par  Tempilement  de  trois  cylindres 
d'argent,  d'or  et  de    cuivre,    terminés  par   des    sections    droites    de 


y 

F                                  C 

^À^ 

n 

3                            X 

E                 y/ 

^ 

0 

y^^                  !a 

X 

Ag 

Au 

1 

Fig.  43. 

même  aire  s.  Prenons  comme  variable  x  (portée  sur  Oa:)  la  distance 
d'une  section  droite  à  la  section  terminale  passant  par  O.  Traçons 
la  courbe  OABG  qui  représente  le  poids  y  du  cylindre  de  lon- 
gueur X. 

La  courbe  est  évidemment  continue^  mais  possède  deux  points  an- 
guleux  A  et  B  qui  correspondent  aux  sections  pour  lesquelles  le  poids 
spécifique  change  brusquement. 

La  dérivée  est  discontinue. 

Elle  représente  en  effet  le  taux  d'accroissement  du  poids  par  rap- 
port à  la  longueur.  Or  le  poids  d'un  cylindre  de  section  5,  de  poids 
spécifique  c  et  de  longueur  dx^  est    sldx. 

La  pente  de  la  courbe  est  donc  so  :  elle  est  proportionnelle  au 
poids  spécifique.  La  courbe  représentative  de  la  dérivée  est  formée 
des  trois  droites  horizontales  :     DE,  FG,  HJ. 

Si  les  cylindres  d'argent  et  d'or,  au  lieu  d'être  simplement  juxta- 
posés, étaient  soudés^  la  discontinuité  disparaîtrait.  Sur  la  courbe  des 
densités,  on  obtiendrait  un  raccordement  représenté  en  pointillé.  Le 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  3 


34 


COURS  DE  MATIIÈMATIQVES  GÉNÉRALES 


point  anguleux  A  serait  remplacé  par  une  courbure  plus  ou  moins 
prononcée. 

Au  point  A,  la  pente  de  la  courbe  OAB  est  indéterminée.  Aussi 
près  du  point  A  qu'on  veut  et  à  gauche  de  ce  point,  la  pente  est  bien 
déterminée  :  c'est  celle  de  la  droite  OA.  Aussi  près  du  point  A 
qu'on  veut  et  à  droite  de  ce  point,  la  pente  est  bien  déterminée  :  c'est 
celle  de  la  droite  AB.  Mais  au  point  A  lui-même,  elle  a  telle  valeur 
qu'on  veut.  Conventionnellement,  on  peut  dire  qu'elle  a  toutes  les 
valeurs  intermédiaires  entre  aE  et  aF.  Quand  nous  voudrons  repré- 
senter analytiquement  la  courbe  discontinue  DEFG,  nous  serons  con- 
duits (§  270)  à  prendre,  pour  valeur  de  la  pente  correspondante  à 
Tabscisse  Oa,  la  valeur  mojjenne  a[j  ;  mais  il  n'en  reste  pas  moins 
évident  (jue  la  tangente  en  un  point  anguleux  d'une  courbe  est  absolu- 
ment indéterminée. 

3".  — ■  L'exemple  suivant  est  emprunté  à  la  théorie  des  électro- 
mètres. 

Imaginons  deux  plaques  rectangulaires  identiques  AB,  CD. 
L'une  AB  est  fixe;  l'autre  CD  est  mobile  dans  son  propre  plan  XX. 


Fig.  14. 


Lorsque  le  milieu  M  de  CD  est  dans  l'aplomb  du  point  0,  les  deux 
plaques  sont  la  projection  orthogonale  l'une  de  l'autre.  A  partir  de 
cette  position,  les  déplacements  de  CD  ont  lieu  parallèlement  à  l'un 
des  côtés  des  rectangles  (plan  du  tableau). 

Pour  chaque  position  de  CD,  Taire  des  portions  des  plaques  qui 
sont  la  projection  orthogonale  l'une  de  l'autre  (aires  en  regard)  est 
proportionnelle  à  Cc  =  bB.  Considérons-la  comme  fonction  du 
déplacement  QN=[jlM:  nous  obtenons  la  courbe  représentative 
EFGHK. 

Quand  le  milieu  de  CD  est  dans  l'aplomb  de  0 ,  les  portions  er 
regard    sont  proportionnelles    à      CD  =  OG.      Puis  elles  diminuen 


BUT  ET  PROCÉDÉS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


35 


linéairement  pour   s'annuler  quand  le   point  G  vient  dans  l'aplomb 
de  B,  ou  quand  le  point  D  vient  dans  l'aplomb  de  A. 

Ensuite  de  quoi  elles  restent  évidemment  nulles. 

Ainsi,  pour  représenter  un  phénomène  extrêmement  simple,  nous 
devons  avoir  recours  à  une  fonction  continue,  mais  dont  la  courbe 
représentative  a  trois  points  anguleux,  ce  qui  revient  à  dire  que  sa 
dérivée  présente  trois  discontinuités.  A  partir  des  points  F,  G  ou  H ,  les 
rapports  des  accroissements  de  la  variable  et  de  la  fonction  ne  sont 
pas  les  mêmes  quand  on  se  déplace  vers  la  gauche  ou  vers  la  droite. 

On  rencontre  même  ce  résultat  paradoxal  qu'au  point  G  la  fonc- 
tion est  maxima  sans  que  la  dérivée  s'annule.  A  vrai  dire,  elle  s'an- 
nule si  l'on  veut,  puisque  sa  valeur  est  indéterminée  (voir  le  /*•). 

4".  —  La  fonction  peut  être  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  pre- 
mière, tandis  que  la  dérivée  seconde  présente  des  discontinuités. 
Gela  revient  à  dire  (§  91) 
que  la  courbe  représenta- 
tive change  brusquement 
de  courbure.  Par  exemple, 
la  fonction  qui  serait  repré- 
sentée par  l'ensemble  des 
cercles  AB  de  centre  G  et 
BD  de  centre  G  est  con- 
tinue, ainsi  que  sa  dérivée 
première:  la  dérivée  seconde 
est  discontinue  en  B. 

G'est  là  un  phénomène 
très  fréquent  en  Méca- 
nique. Ghaque  fois  qu'un 
corps  en  heurte  un  autre, 
la  vitesse  ne  subit  aucune  variation  discontinue  (§  2)  ;  mais  l'accélé- 
ration (§  17)  est  brusquement  modifiée. 

On  peut  dire  que  les  fonctions  qui  sont  continues,  ainsi  que  toutes 
leurs  dérivées,  sont  très  rares  dans  les  applications.  Gela  ne  nous 
empêchera  pas  d'en  étudier  de  telles,  plus  exactement  de  n'étudier 
guère  que  celles-là.  Nous  en  serons  quittes  pour  représenter  les  fonc- 
tions discontinues  à  l'aide  d'un  certain  nombre  de  fonctions  conti- 
nues se  raccordant  convenablement. 


Fig.  15. 


CHAPITRE    II 
FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  DE  LA  FORME  :  // =- a^"' +  Ax* + 


Fonction  linéaire;  droite. 

23.  Fonction  linéaire. 

/".  —  On  (lit  ([ue  //  est  une  fonction  linéaire  de  .r  (ou  inverse- 
ment) ,  quand  //  et ./-  sont 
liés  par  une  expression 
de  la  forme  : 

ax  -j-  />;/  4-  c  :=  0  :      (  1  ) 

.7,  />,  c,  sont  des  cons- 
tantes. Kn  coordonnées 
cartésiennes  (rectan<^u- 
laires  ou  obliques) ,  la 
courbe  représentative  est 
une  droite  (fig.  IG).  En 
elïet,  les  coordonnées  du 
point  quelconque  D  sont  : 

Les  points  de  rencontre 

us  < 

(2) 


Fig.  If. 


delà  courbe  (H,  (juelle  ([u'elle  soit,  avec  les  axes  sont  obtenus  en 

écrivant:  point  C,         //  =  0,  -^0  =  —  c  \  a\ 

point  B,  .r  =  0,  .Vc  =  —  ^  '•  ^^• 

Ceci  posé,  joignons  B  et  G  et  prolongeons.  Posons  que  le  point  D 
est  sur  ce  prolongement;  les  triangles  semblables  DEC,  BOC, 
donnent  : 

DE  _  BO  II  ju 


CE         GO 


T.. 


Il  faut  mettre  le  signe  —  dans  le  second  membre,  parce  que    OB 
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est  une  quantité  considérée  comme  positive,  tandis  que  y^  est  affectée 
d'un  signe,  négatif  dans  le  cas  de  la  figure  16. 

Substituant  à  x^  et  ?/o  leurs  valeurs  (2),  on  retrouve  l'équation  (1); 
ce  qui  justifie  l'hypothèse. 

La  pente  de  la  courbe  est  invariable;  la  dérivée  a  une  valeur  cons- 
tante :  dy  a 

dx  b  ' 

S\  —  Les  équations  :         ax-\- hy -\-c  =  0, 

max-\- mby -\- 7nc=:0, 

représentent  la  même  droite.  En  effet,  pour  une  valeur  quelconque 
imposée  de  y,  on  tire  de  Tune  et  de  l'autre  équations  la  même  valeur 
de  X.  On  peut  donc  généralement  supposer  égal  k  l'unité  le  coeffi- 
cient de  l'une  ou  de  l'autre  variable. 

S°.  —  Les  droites  parallèles  à  Ox  ont  pour  équation  : 

Jnj  +  c  =  0; 

les  droites  parallèles  à  Oy  ont  pour  équation  : 

ax-\-c=zO. 

Il  est  clair  que  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas,  il  n'est  pas 
indifférent  de  supposer  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  l'une  ou  de 
Vautre  variable. 

4"".  —  Droites  passant  par  un  point  donné. 

Dire  que  la  droite  :         ax -\- by -\-c  =  0,  (1) 

passe  par  le  point  de  coordonnées   ^,  y;,   c'est  dire  que  l'équation  (1) 
est  satisfaite  quand  on  y  remplace  x  par  ;,  y  par  yi  ;   d'où  la  condi- 
tion :  a^-f />'/î  +  cr=0.  (2) 
Retranchant  (2)  de  (1)  membre  à  membre,  il  vient  l'équation  : 
a{x-'i)  +  h(y-r,)  =  (i                                   (3) 
qui  est  linéaire  eu  x  et  y  et  évidemment  satisfaite  pour  : 

24.  Droites  normales  Tune  sur  Tautre. 

1".  —  Je  dis  que  leurs  équations  en  coordonnées  rectangulaires  se 
ramènent  à  la  forme  : 

ax  +  by  +  c  =  ^,  ,  (1) 

bx  —  ay-\-d={S,  (2) 

ou  qu'il  existe  entre  leurs  pentes  la  relation  : 

En   effet,   soit   a?,  ?/,    les  coordonnées  du    point    A   d'intersection 
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des  droites  (1)  et  (2),  AB  et  AD  (fig.  17).  Menons  une  droite  BD 
parallèle  à  Oy.  Soit  E,  r,\  les  coordonnées  du  point  B  intersection 
de  cette  droite  et  de  la   droite  (1);  soit   ;,    r/',   les    coordonnées   du 


Fig.  17. 

point    D    intersection   de  cette   droite   et    de    la   droite  (2). 
En  vertu  du  §  23  et  des  équations  (1)  et  (2)  à  vérifier,  on  a  : 

a(x-::)^-%-r/), 

par  suite  :  [x  —  ;)-  z=  —  (y  —  r,')  {y  —  r/').  (3) 

Or  les  trianp;los     BAC  et  ADG,     srnihlahles  dans  l'hypothèse  que 
l'angle  BAD  est  droit,  donnent  en  vertu  d'un  théorème  connu  : 

AC  =  'nC.CD:  (4) 

ÂC  =  ?  — .r,  BC^r/  — ;/.  CT>  =  î/  — r/'; 

la  relation  (4)  se  ramène  donc  à  la  relation  (3)  :  l'angle  B\D  est  droit. 
^".  —  Corollaire  :  soit  les  équations  de  deux  droites  : 

ax-\-by-{-c^O, 

a'.r-f  y///-p  c'  =  0; 

elles  sont  normales  si  l'on  a  :     aa'  -{-  bb'  =  0. 

Nous  supposons  que  les  échelles  sont  les  mêmes  pour  les  ordon- 
nées et  les  abscisses  (§7,  i^]. 

25.  Intersection  de  deux  droites. 

/".  —  Soient  les  droites  : 

ax  -\-by  -{-€  =0, 
a'x-{-b'y-\-c'  =  i}. 


.1) 
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Déterminer  leur  intersection,  c'est  chercher  un  point  dont  les  coor- 
données satisfassent  simultanément  à  ces  deux  équations  :  c'est  donc 
résoudre  le  système  (1)  de  deux  équations  du  premier  degré. 
On  trouve  immédiatement  : 

hc'  —  ch'  ca'  —  ac' 

^^-ah'  —  ha'  '  ^—  ab'  —  ba'' 

S".  —  Le  point  d'intersection  est  à  une  distance  finie  [x  et  y  finis), 
excepté  lorsque  le  dénominateur  s'annule.  On  a  alors  : 

ab'  =  ha\         a',h  =  a''.L'. 

Les  deux  droites  ont  même  pente  :  elles  sont  parallèles  ^'  on  peut 
dire  qu'elles  se  coupent  à  l'infini. 

,9".  —  Quand  y  se  présente  sous  la  forme     0  ;  0,     on  a  : 

a  h  c 

a         b'        c'  ' 

par  suite,  x  se  présente  aussi  sous  la  forme     0  .'  0. 

L'indétermination  est  réelle  :  les  deux  droites  sont  confondues.  En 
effet,  nous  pouvons  multiplier  les  trois  constantes  a,  b,  c,  par  un 
même  nombre  m  sans  changer  la  droite  représentative  (§23,^o). 
Deux  droites  confondues  ont  en  commun  tous  leurs  points. 

26.  Problèmes  d'arithmétique  se  ramenant  à  des  inter- 
sections de  droites. 

i".  —  Règle  de  trois  simple. 

Elle  se  ramène  au  type  :  Si  25  mètres  d'étoffe  coûtent  30  francs  y 
que  coûtent  45  mètres  ?  Nous 
posons  la  proportionnalité  entre 
le  prix  total  et  le  nombre  de 
mètres  ;  nous  définissons  ainsi 
une  fonction  linéaire^  et  par 
suite  une  droite.  Elle  passe 
par  l'origine  des  coordonnées, 
puisqu'un  nombre  nul  de  mètres 
coûte  un  prix  nul. 

Traçons  deux  axes  de  coor- 
données ,  rectangulaires  pour 
simplifier  et  pour  utiliser  les  pa- 
piers quadrillés  du  commerce. 
Prenons  sur  Ox  une  unité  ar- 
bitraire ;  par  exemple,  con- 
venons qu'un  mètre  d'étoffe  sera  représenté  par  i^^  de  papier. 
Prenons  sur  Oy  une  unité  également  arbitraire.  Convenons  qu'un 
franc  sera  représenté  par  une  certaine  longueur  (fig.  48). 

Les  données  du   problème  fixent  le  point  A     (;r  =  25,     y  =  30); 
la  droite    OAB    est,  par  suite,  déterminée.  Ce  graphique  obtenu,  nous 


y 


Frjx 
E 

C 

A 

1) 

/ 

Me/res 

C     50 


Fig.  18. 
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connaissons,  par  simple  lecture  et  à  une  approximation  d'autant  plus 
grande  que  les  échelles  choisies  sont  plus  grandes ,  le  prix  d'un 
nombre  quelconque  de  mètres  d'étoffe. 

En  effet,  ce  nombre  détermine  le  point  C;  d'où  le  point  D,  en 
menant  CD  parallèle  à  0?/  ;  d'où  enfin  le  point  E,  en  menant  DE 
parallèle  à    Ox. 

La  figure  que  nous  avons  construite ,  constitue  le  plus  simple  de 
tous  les  abaques. 

^'\  —  Règle  de  trois  composée. 

Elle  se  ramène  au  type  :  Si  5  ouvriers  travaillant  10  heures  gagnent 
SI)  francs^  combien  gagneront  7  ouvriers  travaillant  8  heures? 

Nous  pouvons  prendre  pour  variable  x  le  nombre  d'heures  de  tra- 
vail d'un  ouvrier,  pour  fonction  y  le  salaire  qui  lui  revient.  Nous 
aurons  donc  ?/ ===  35,  pour  a:=r  5  X  ^0  = 'iO.  Nous  tracerons  la 
droite  correspondante.  Le  problème  consiste  à  déterminer  y  pour 
x  =  lXS  =  ^6. 

3".  —  Pkoblêmes  des  tkains,  des  robinets,  ... 

Ils  se  ramènent  au  type  suivant  :  ^7*  train  I  part  à  midi  et  fait 
35  kilomètres  à  l'heure  ;  un  train  II  part  à  une  heure  et  fait  60  kilo- 
mètres à  l'heure.  A  quelle  heure  se  rencontrent-ils  ? 

Représentons  la  marche  des  deux  trains  dans  l'hypothèse  implicite 
que  leur  vitesse  est  uniforme ,  ou  que  les  chemins  parcourus  sont 
proportionnels  aux  temps.  Prenons  midi  j)our  origine  :  t  =  o.  Les 
deux  droites  figuratives  des  marches  ont  pour  équations  : 

7/,  =  35/,  y,  =  60{t  —  i).  (1) 

y  est  exprimé  en  kilomètres,  /  en  heures.  Nous  sommes  conduits  à 

résoudre  le  système  (  1  ) , 
ce  qui  revient  à  déter- 
miner graphiquement 
le  point  A  d'intersec- 
tion des  droites. 

Au  reste ,  c'est  à  l'aide 
de  graphiques  que  les 
compagnies  de  che- 
mins de  fer  représen- 
tent la  marche  de  leurs 
trains.  Pour  simplifier 
la  représentation,  on 
suppose  qu'entre  deux 
arrêts  les  trains  ont 
une  vitesse  constante 
égale  à  leur  vitesse  moyenne  entre  ces  arrêts  ;  le  graphique  est  donc 
composé  de  fragments  de  droites  plus  ou  moins  inclinées.  Conformément 
ti  la  figure  19,  les  stations  sont  écrites  dans  une  colonne  verticale, 


100  Kil 


Fig.  19. 
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le  long-  d'un  axe  sur  lequel  sont  portées  les  distances  au  terminus; 
les  heures  sont  notées  sur  un  axe  horizontal:  par  suite,  chaque  temps 
correspond  à  une  droite  verticale.  Les  arrêts  sont  représentés  par  des 
fragments  de  droites  horizontales.  Un  coup  d'œil  jeté  sur  le  gra- 
phique permet  de  savoir  où  se  font  les  croisements  et  si  les  trains 
peuvent  conserver  entre  eux  la  distance  réglementaire. 

-/".  —  Fausse  position. 

On  utilise  souvent  une  méthode  dite  de  fausse  position,  qui  con- 
siste à  tâtonner  systématiquement.  Voici  son  appplication  au  pro- 
blème précédent. 

Calculons  la  distance  MN  des  deux  trains  à  une  heure  de  l'après- 
midi  ;    elle  est  évidemment  35  kilomètres  :       MN=35. 

Calculons  la  distance  PQ  à  deux  heures.  Le  premier  train  a  par- 
couru 35X2  =  70  kilomètres,  le  second  en  a  parcouru  60  ;  la  dis- 
tance est  10  kilomètres  :       PQ  =  10. 

La  similitude  des  triangles  AMN  et  APQ  permet  de  calculer 
immédiatement  le  temps  qui  reste  jusqu'à  la  rencontre. 

5".  —  Partage  proportionnel. 

On  demande  de  partager  une  somme  S  en  n  parties  qui  soient 
entre  elles  comme  les  n  nombres     a,  j6,  c,  J,  ... 


Fig.  20. 


Sur   une   droite  quelconque  portons  bout  à  bout  ces   n  quantités 
(4  dans  le  cas  de  la  figure  20). 

Prenons  un  point  quelconque  0  ;  joignons-le  aux 
où  commencent  et  finissent  les  segments     a,  b,  c,  d, 
Al  tel  que     AA^^S,     menons  une  parallèle  à  AO. 
où    AjOi    coupe    OE,    menons  une  parallèle  à    AE. 
cherchés  sont     a',  b',  c',  d'. 

En  effet,  ils  sont  proportionnels  à  a,  b,  c,  d,  en 
priétés  des  triangles  semblables  ;  par  construction, 
égale  à  S. 


points    ABGDE 

...  Par  le  point 

Par  le  point  E' 

Les  segments 

vertu  des   pro- 
leur somme  est 
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Les  Règles  de  société  sont  des  partages  proportionnels,  parfois 
compliqués  du  fait  que  les  capitaux  engagés  ne  doivent  pas  rapporter 
tous  le  même  intérêt.  On  commence  par  calculer  les  capitaux  fictifs 
a,  j&,  ...  proportionnellement  auxquels  l'actif  doit  être  partagé;  puis 
on  applique  la  règle  précédente. 

6*".  —  Règles  des  mélanges,  alliages  ;  centres  de  gravité. 

Tous  ces  problèmes  se  ramènent  à  chercher  reffet  de  quantités 
A,  B,  C,  ...  agissant  proportionnellement  aux  produits  respectifs*  de 
leurs  valeurs  par  d'autres  quantités     a,  b,  c,  ... 

L'action  de  A  est  Aa  ;  l'action  de  B  est  B/>,  ...  ;  l'action  totale  des 
grandeurs     A,  B,  G,  ...     est  donc  mesurée  par  la  somme  : 

Aa  +  B/>+...  =  >]Aa. 
On  obtient  le  même  elîet  en  prenant  une  quantité  : 

a+h+...-:.>:a, 

afTectée  du  coefficient  x  qui  satisfait  à  l'équation  : 

a.(A  +  B  +  ...)=::Aa-f-B/>...         x  =  ~f^.  (1) 

2-A 

La  formule  (1)  détermine  le  contre  de  gravité  de  masses  A,  B,  ... 
situées  sur  une  droite  aux  distances  a,  A,  ...  d'une  origine.  Elle 
détermine  le  point  d'application  de  la  résultante  de  plusieurs  forces 
parallèles.  On  retrouvera  ces  questions  en  Mécanique. 

Elle  permet  (c'est  alors  qu'elle  devient  la  Règle  des  mélanges)  de 
déterminer  le  titre  x  d'un  mélange  de  quantités  A,  B,  ...  dont  les 
titres  respectifs  sont     a,   />,  ... 

Dans  le  cas  de  deux  corps,  on  a  la  formule  usuelle  : 

_  Aa  -\-  \\b 
^—     A  +  B    • 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  trouver  une  construction  géomé- 
trique donnante  en  fonction  de     A,  B,  a,  />. 

27.  Répartition  proportionnelle. 

A  la  question  dos  règles  do  ])artago  se  rattache  la  répartition  pro- 
portionnelle. 

Quand  il  s'agit  de  diviser  un  héritage,  de  distribuer  un  dividende 


'  Nous  emploierons  très  souvent  les  mois  respectifs,  respectivement;  il  s'agit  d'en 
préciser  le  sens.  Établir  une  relation  respectivement  entre  les  quantités  A,  B,  C,  ... 
et  les  quantités  .i ,  b,  c,  ...,  c'est  établir  cette  relation  entre  A  et  a,  B  et  b, 
C  et  c,...  Los  produits  respectifs  de  A,  B,  G,  ...  par  a,  b,  c...  sont  par  conséquent  Aa, 
Bb,  Ce...  Le  mot  respectivement  signifie  quon  a  égard  aux  correspondances  natu- 
relles. 
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après  faillite,...,  pas  de  difficultés,  parce  que  la  monnaie  est  parfai- 
tement divisible,  sinon  en  théorie,  du  moins  en  pratique  ;  personne  ne 
dispute  une  fraction  de  centime.  Quand  il  s'agit  au  contraire  de  répar- 
tir entre  plusieurs  listes  des  députés  par  nature  insécables,  le  problème 
est  impossible.  On  ne  peut  le  résoudre  que  grâce  à  une  convention 
supplémentaire .  D'où  une  infinité  de  systèmes  dont  la  partie  mathé- 
matique est  hors  de  contestation,  puisqu'elle  exprime  simplement 
une  convention  admise. 

Ces  conventions,  nous  n'avons  pas  à  les  juger  ;  montrons  par  des 
exemples  leur  nature  et  à  quelles  conséquences  elles  aboutissent. 

/°.  —  Système  d'Hondt  ou  système  belge. 

Soit  4  listes  A,  B,  G,  D,  recueillant  3318,  2125,  1549  et  996 
suffrages. 

Si  on  donne  à  la  première  liste  1,  2,  3,...  représentants,  \e  parti 
de  chaque  représentant  (autrement  dit ,  le  nombre  des  électeurs  dont 
il  est  censé  défendre  les  opinions)  est  :  3318,  3318;  2  =  1659, 
3318  :  3  =  1106,... 

Faisons  le  même  calcul  pour  toutes  les  listes  ;  nous  obtenons  le 
tableau  : 


NOMBRE 
DES  DÉPUTÉS 

VALEURS  DE 

LEUR  PARTI 

1 

3318 

2125 

1549 

996 

2 

1659 

1063 

775 

498 

3 

1106 

708 

516 

332 

4 

830 

532 

387 

249 

5 

663 

425 

310 

199 

Posons  maintenant^  comme  convention  supplémentaire,  qu'après  la 
répartition  les  partis  doivent  être  les  plus  forts  possible  ;  autrement 
dit,  que  les  députés  doivent  représenter  le  plus  grand  nombre  possible 
d'électeurs.  Nous  serons  conduits  à  mettre  dans  l'ordre  des  grandeurs 
décroissantes  les   quotients  ci-dessus  trouvés  : 

3318,  2125,  1659,  1549,  1106,  1063;  996,  830,... 

à  nous  arrêter  quand  nous  aurons  atteint  le  nombre  de  députés  à 
partager,  et  à  attribuer  à  chaque  liste  autant  de  représentants  que 
dans  le  classement  nous  trouvons  de  quotients  lui  appartenant.  Par 
exemple,  si  le  nombre  des  députés  à  répartir  est  6,  la  liste  A  en 
aura  trois  (3318,  1659,  1106),  la  liste  B  deux  (2125,  1063),  la  liste  G 
un  (1549),  la  liste  D  zéro. 

En  effet,   si  nous  attribuons  par  exemple  un  député  à  la  liste  D, 
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qui  n'en  a  pas,  son  parti  sera  de  996  électeurs,  inférieur  à  ce  que 
serait  le  parti  de  ce  député  attribué  à  Fune  ou  l'autre  des  trois  pre- 
mières listes. 

S°.  —  Système  des  grands  restes  ou  système  suisse. 

Le  nombre  total  des  votants  est  7988.  he parti  théorique  de  chaque 
député  est    7988  ;  6  =  1332.    Nous  pouvons  donc  faire  une  première 
répartition  donnant  deux  députés  à  la  liste  A,  un  à  la  liste  B,  un  à  la 
liste  G.  Les  électeurs  non  représentés  [restes)  sont  alors  : 
3318  —  (2  X  1332)  ^ 6:ii     pour  la  liste     A, 
212-)  — 1332  =  793  »  B, 

1 3  i9  — 1332  =  217  >.  G, 

!I96  »  D. 

Nous  jjouvons  maintenant  convenir  de  répartir  les  trois  sièf/es  encore 
disponibles  entre  les  jdus  (jrands  restes,  qui  sont  996,  793  et  654. 
Le  partage  délinitif  est  deu.r  sièges  pour  la  liste  A,  deux  pour  la  liste 
B,  un  pour  hi  liste  G,  un  pour  la  liste  D. 

Ge  système  est  susceptible  d'une  foule  de  modifications  ;  par 
exemple,  on  peut  faire  le  calcul  non  sur  les  votants,  mais  sur  les  ins- 
crits, etc.  etc.  Nous  n'insisterons  pas;  nous  avons  voulu  seulement 
montrer  comment  un  problème  (ji^i,  mathémati(juemenl,  n'a  pas  de 
solution,  en  accpiiert  une  grâce  à  une  convention  supplémentaire. 

28.  Équations  linéaires  homogènes. 

Soit  \vs  écjuations  : 

a.r  -\-  hji  -\-  cz  =  0,  a'x  -\-  b'i/  -\-  c'z  -=^  0 . 

Satisfaites    par  un    système    de   valeurs     x,   y,    3,      elles    le    sont 

encore    par   tous   les  systèmes      ux,    ui/,   uz.     oîi    u  est  un    nombre 

quelconcpie.    Nous    pouvons   les  considérer  comme  deux   équations  à 

deux  inconnues  (§  24)  en  prenant  pour  inconnues  : 

X  =.r  ;  3,  Y  =  1/  ;  3. 

On  vérifiera  par  sul)stitution  que  les  solutions  sont  de  la  forme  : 

X -=  u{bc'  —  c7/j,  1/ =  u[ca'  —  ac'),  z=zu(ab'  —  ba). 

Nous  ferons  constamment  usage  de  ces  formules. 

29.  Distance  d'un  point  du  plan  à  une  droite. 

/".  —  Soit   la  droite  1)  :  ax -{- bi/ -}- c  =  i) .  (1) 

Du  point  A  de  coordonnées  3,  r,,  abaissons  sur  D  une  perpendi- 
culaire AB.  Ecrivons  donc  :  d'abord  que  la  droite  AB  passe  par 
le  point  ; ,  y;  ;  ensuite  que  le  produit  de  sa  pente  par  la  pente  de  la 
droite  I)  est  égal  à  — 1  (>:$  24).  On  trouve  immédiatement  l'équation  : 

b(x-^)  =  a{y-r,).  (2) 

i?'.  —  Déterminons  le  point  d'intersection  B  des  droites  (1)  et  (2). 
Il  suffit  de  considérer  leurs  équations  comme  simultanées  en  x  et  y. 
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et   de  résoudre  les  équations  (1)  et  (2)  par  rapport  à  ces  inconnues. 
Nous  écrirons  : 


b(x  —  c)  —  a{y  —  r,)  =  0. 


D'où  : 


y  —  y]  =  —  b 


a;  -\-b'/)-\-c 
"'  a^-\-b^ 

a^ -\-  b-/] -{- c 


a'  +  b'^       ' 

Les  solutions  (3)  ont  une  forme 
qu'il  était  facile  de  prévoir.  Car  le 
point  d'intersection  B  des  deux 
droites  (perpendiculaires  l'une  sur 
l'autre)  coïncide  avec  le  point  A  de 
coordonnées  ^,  v) ,  si  celui-ci  est 
sur  la  droite  D.    Autrement  dit  : 

x  =  ^,  y  =  riy  quand  :  az-{-b'ri-{-c^(}. 

S"".  —  Déterminons  enfin  la  distance     AB.     On  a   : 

.     a?  +  i)-o  +  c 


Fig.  21. 


AB 


^a^  +  h^ 


Choisissons  arbitrairement  l'un  des  signes.  La  droite  D  sépare  le 
plan  en  deux  régions  I  et  II  pour  lesquelles  AB  a  des  signes  con- 
traires ;  AB  change  de  signe  en  s'annulant  lorsque  le  point  A,  pas- 
sant d'une  des  régions  à  l'autre,  traverse  la  ligne  de  séparation.  Au 
surplus,  nous  pouvons  arbitrairement  choisir  un  signe  pour  l'une  des 
régions  ;  car  rien  n'empêche  d'écrire  l'équation  de  la  droite  D  sous  la 
forme  :  — ax  —  by  —  c==0. 

Cette  séparation  du  plan  en  régions  au  moyen  de  courbes  et  cette 
détermination  de  la  région  occupée  par  le  signe  d'une  certaine  fonc- 
tion sont  des  exemples  d'une  méthode  absolument  générale. 

30.  Équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  une 
courbe. 

/".  —  Soit  ;,  Y),  les  coordonnées  du  point  A  par  lequel  on  veut 
mener  la  tangente  ou  la  normale.  L'équation  d'une  droite  quelconque 
passant  par  ce  point  est  (§  23,4°)  : 

a{x-l)+b{y—r,)  =  Q.  (1) 

5°.  —  Exprimons  que  la  droite  est  tangente  à  la  courbe  r^=f{E), 
dont  le  point  A  fait  partie.  Soit  x,  y,  les  coordonnées  d'un  point  B 
quelconque  de  la  tangente. 
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ÂK  _  KB  X  —  ?        y- 


(2) 


AE        EG  '  ^ç  ^n 

En  effet,  quand  le  point  E  se  rapproche  du  point  A,  les  points  G  et 

D  tendent  à  se  con- 
fondre d'après  la  défi- 
nition même  delà  tan- 
gente. Le  rapport 
EG  I  AE  devient  à 
la  limite  égal  au  rap- 
port    cir,  :  (/?. 

On  retrouve  Téqua- 
tion(2)en  écrivant  que 
la  pente  de  la  droite  (  1  ) 
est  égale  à  la  pente 
de  la  courbe  : 

H 

a  dr 

Supposons  la  courbe  donnée  sous  la  forme     /'(;,  r/)  =  0.      On  a  (  §  9)  : 

0 


^di  +  ^dr,=:0.      I\d-  +  r^d-, 


D'où  les  formes  équivalentes  de  l'équation  de  la  tangente  : 


ï(- 


;)  +  -^'(.'/-';)  =  o, 


ùr, 


(2') 

/■é(^-ï)+/;;<.'y--'-,)=o.  (2") 

3''.  —  Exprimons  que  la  droite  (1)  est  normale  à  la  courbe.  Il  suf- 
fit d'écrire  que  les  pentes  p  et  p  de  la  tangente  et  de  la  normale 
satisfont  à  la  relation  (jij  24,  /")  : 

pp'=-i. 

D'où  l'équation  de  la  normale  : 

[x-X)d--  +  (y~r:)Jr,  =  (i.  (3) 

La  pente  de  la  normale  est  :     p'  =  —  dl  [  dr,. 

Supposons  la  courbe  donnée  sous  la  forme  /*(;,  y;)  =  0.  On  a 
pour  la  normale  menée  au  point  de  coordonnées     ;,  y;  : 

|^(—5)=|f  (.'/-.),  (3') 

flM-i)=n{y-r.).-  (3") 

Paraboles  et  hyperboles. 

Gomme  le  lecteur  le  verra,  le  procédé  fondamental  des  Mathéma- 
tiques  consiste   à  étudier   des   cas   simples   et   à   s'en   servir  comme 
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termes  de  comparaison  pour  discuter  les  cas  complexes.  Les  courbes 
usuelles  de  comparaison  sont  précisément  les  paraboles  et  hyperboles 
dont  nous  allons  nous  occuper. 

31.  Fonctions    y  =  x'',     if^^x,  pour  n  positif,  entier 
et  pair  (paraboles). 

Toutes  ces  courbes  passent  par  le  point  x  =  \^     y  =^  ^     (point  P, 

fîg.  23).  Si  une    courbe    du    faisceau  I,  y  =  x^^     est    connue,    la 


Fig.  23. 


courbe  y""  i=r  a?,  correspondante  du  faisceau  II,  l'est  immédiatement, 
puisqu'elle  traite  les  y  et  les  x  comme  la  précédente  traitait  les  x  et 
les  y  :  les  deux  courbes  sont  symétriques  par  rapport  à  la  droite 
OP  d'équation     y=zx. 

Par  hypothèse  n  est  pair;  donc  la  courbe  yz=ix^  a  les  mêmes 
ordonnées  pour  deux  valeurs  de  x  égales  et  de  signes  contraires  : 
elle  est  donc  symétrique  par  rapport  à  0?/.  La  courbe  î/'^^ro?,  a 
les  mêmes  abscisses  pour  deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes 
contraires  :  elle  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Ox. 

On  a  pour  le  premier  faisceau  (§  13)  : 

dx 


nx" 


dx 


0,     pour     x  =  0. 


Donc  toutes  les  courbes  de  ce  faisceau  I  sont  tangentes  à  Ox  au 
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point  0.  D'où  résulte  que  toutes  les  courbes  du  faisceau  II  sont  tan- 
gentes h  0;y  au  même  point. 

Quand  on  élève  à  la  puissance  n  une  quantité  inférieure  à  l'unité, 
elle  est  d'autant  plus  petite  que  n  est  plus  grand.  Quand  on  élève 
à  la  puissance  n  une  quantité  supérieure  à  l'unité,  elle  est  d'autant 
plus  grande  que  n  est  plus  grand.  Donc  la  courbe  aP^O ,  qui  est  au- 
dessous  de   aPcO    pour     .r<^l,     est   au-dessus  pour     x^\. 

Elle  correspond  à  /y=x'%  tandis  que  l'autre  est  une  parabole 
ordinaire  et  correspond  k     i/  =  x-. 

Les  deux  courbes  a'Py'O  et  a'Pc'O  correspondent  à  y^  =^  x 
et  à     y^  =  x. 

A  mesure  que  n  croit,  la  déformation  continue  dans  le  même 
sens.  Pour  n  très  grand,  l'ordonnée  de  la  courbe  y  =  x''  est 
quasi  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  <;  1 ,  est  très  grande  pour 
toutes  les  valeurs  de  x^  i.  La  courbe  se  rapproche  de  la  forme 
TUOVW.  Corrélativement,  la  courbe  y''=rx  se  rapproche  de  la 
forme  T'U'OV'W. 

La  pente  des  courbes  au  point  P  est  donnée  par  la  formule  : 

Elle  croît  avec  /i,  comme  cela  résulte  des  considérations  immédiate- 
ment précédentes. 

Remarque. 

Les  fonctions  y  =  Ar"^  /y"  =  Aj-,  se  déduisent  de  celles  qu'on 
vient  d'étudier,  par  une  dilatation  convenable  des  abscisses  et  des 
ordonnées.  Il  est  évident  qu'on  tire  y=r2.r*,  de  y=x^,  en 
doublant  les  ordonnées  pour  les  mêmes  abscisses. 

Continuité  di:  la  fonction     //^r"     et  de  sa  dérivée. 

On  voit  aisément  que  y  est  une  fonction  continue  de  .r;  c'est  dire 
qu'à  partir  d'une  valeur  To,  on  peut  donner  à  x  un  accroissement  Ix 
assez  petit  pour  que  la  valeur  y  ne  diffère  de  la  valeur  ?/„,  qui  cor- 
respond à  .ro,  que  d'une  quantité  A?/  inférieure  à  toute  quantité  fixée 
à  l'avance,  si  petite  qu'elle  soit.  La  dérivée: 

dx=^'^     ' 

étant  de  la  même  forme  que  //,  est  elle-même  continue.  C'est  dire 
que  la  pente  de  la  courbe  représentative  de  y  ne  varie  brusquement 
en  aucun  de  ses  points. 

32.  Fonctions  ,v=^''S  y^^^-^^  pour  n  positif,  entier 
et  impair.  Généralisation. 

Les  courbes  du  faisceau  I,  y=zx'*,  sont  symétriques  des  courbes 
du  faisceau  II,    î/''  =  .r,    par  rapport  à  la  bissectrice  des  axes    y=Jo. 

Pour  deux  valeurs  de  x  égales  et  de  signes  contraires,  on  obtient 
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des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  y  ;  donc  les  branches 
aPO  et  eQO  d'une  courbe  sont  symétriques  par  rapport  au  point  0. 

Toutes  les  courbes  du  faisceau  I  sont  tangentes  à  Ox  au  point  0, 
sauf  pour  n=\,  qui  donne  la  droite  y=x.  Toutes  les  courbes 
du  faisceau  II  sont  tangentes  à  Oz/  au  point  0. 

Toutes  les  courbes  passent  par  les  deux  points  P  et  Q  de  coordon- 


J^ 

T 

la 

-1                   0 

/^^  u 

T' 

w                              Q 

V     ^^  / 

1 

À 

V 

Ti  impair 

Fig.  24. 


nées  -(-Ij-hl  6t  —  ^^  —  1-  Considérons  deux  courbes  du  même 
faisceau  I,  par  exemple.  Celle  pour  laquelle  n  est  le  plus  grand,  est 
au-dessous  de  l'autre  pour  0  <;  37  <[  1 ,  au-dessus  pour  a?  >>  1 .  Les 
résultats  sont  inverses  pour     0>a:^>  —  i,     et     x <i  —  1. 

Pour  n  très  grand,  les  courbes  du  faisceau  I  tendent  vers  la  forme 
TUOVW;  les  courbes  du  faisceau  II  tendent  vers  la  forme 
T'U'OV'W. 

Généralisation  . 

Nous  étudions  dans  ce  qui  précède  les  fonctions  de  la  forme 
2/  =  a?",  y'^==x,  où  n  (positif)  est  entier  pair  ou  impair.  La  géné- 
ralisation consiste  à  supposer  n  quelconque  :  les  fonctions  peuvent 
très  exactement  se  ramener  à  la  forme  î/p=zx*,  où  p  et  q  sont 
deux  nombres  entiers  suffisamment  grands.  Il  y  a  pour  x<^0,  ou 
2/<C0,  des  difficultés  de  signes  et  même  de  définition  sur  lesquelles 
nous  n'insisterons  pas.  Pour  x  et  y  positifs,  la  généralisation  est  évi- 
dente :  nous  obtenons  des  courbes  qui  s'intercalent  entre  celles  de 
ce  paragraphe  et  celles  du  paragraphe  précédent. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  4 
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On  vérifiera  immédiatement  que  si     (J  '.  p     est  compris  entre  les 
deux    nombres    entiers      /i   et     n-\-\,      la    courbe      y^=:x''^      dont 


-X 


s'intercale  entre  les  deux  courbes  : 

~  1 


Téquation  peut  s'écrire    y 

yz=x^^  y  ^=00 

Comme  nous  le  verrons,  les  logarithmes  permettent   de   calculer 
aisément  les  courbes  point  par  point,  quel  que  soit  le  nombre  n. 

33.   Contacts  de  divers   ordres  d'une  droite  et  d'une 
courbe. 

y**.   —   Reprenons   la    fonction     7/  =  Ax",     où    n  est  entier.  Nous 
savons  que   la  courbe    (faisceau    1    des  paragraphes  précédents)  est 
tangente  à  Ox  pour     x=zO.      Etudions  la  manière  dont  elle  se  com- 
porte par  rapport  à  0.r,  au  voisinage  du  point  0. 
Pour  cela,  remplaçons  la  courbe     î/  =  Ax'',  par  : 

?/  =  A.r(.r  — a)  (.r  — />)...,  (1) 

où  a,  h,  ...  sont  des  quantités  arbitraires  et  très  petites.  Pour  sim- 


y 


npajr 


71 2/77JDâ/r 


Fig.  25. 

plifier,  nous  les  supposerons  toutes  positives  ;  elles  sont  rangées  dans 
l'ordre  des  grandeurs  croissantes. 

Chaque  fois  qu'en  croissant  x  traverse  une  des  valeurs  a,  />,  c,  .. 
le  facteur  correspondant:  x  —  a,  x — /;,  ...  passe  d'une  valeui 
négative  à  une  valeur  positive;  la  fonction  y  change  de  signe. 

Deux  cas  à  considérer  :  /i  pair  et  n  impair.  Les  courbes  correspon 
dantes   sont  représentées  dans  la   figure  25;  elles  supposent     n  =  ' 
(à  gauche),     n  =  3  (à  droite).  Nous  résumons  les  résultats  en  disan  , 
que  la.  droite     y  =  (i     coupe  la  courbe  (1)  en  autant  de  points  qu'il 
y  a.  de  facteurs ^  le  nombre  des  points  d'intersection  est  n. 

^.  —  Faisons  décroître  les  quantités  a,  />,  c,  ...;  les  boucle» 
s'atrophient.  A  la  limite ^  quand  a,  b,  c,  ...  s'annulent,  on  retomb  î 
sur    la    courbe      y^Ax"".      Généralisant    l'énoncé,    on   dit   que    li 
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courbe  y=zAx''  possède  avec  la  droite  2/  =  0  un  contact  d'ordre  n. 
Si  le  contact  est  pair,  la  courbe  reste  du  même  côté  de  Oo?,  de  part 
et  d'autre  du  point  0  (au-dessus  si  A^O,  au-dessous  si  A<<0). 
Si  le  contact  est  impair,  elle  passe  d'un  côté  à  l'autre. 

n  =  1      correspond   à  la  simple  intersection  ;     /i  =  2  ,     à  la   tan- 


//7j7ex/o7? 


gence  ordinaire;     n  m  3 ,     à  l'inflexion.  Ce  sont  les  trois  ordres  de 
contact  qui  interviennent  habituellement  (fîg.  26). 

S°.  —  Cherchons  comment  se  comporte  la  dérivée  dans  les  trois 
cas  : 


?/  =  Arc", 


z  =  -^  =  Anx' 
dx 


Le  contact  de  la  dérivée  avec  la  droite  Oa?  est  d'ordre     n — 1  (§43). 

Pour  n  =  1 ,  la  dérivée  est  constante ,  la  pente  de  y  est  inva- 
riable. 

Pour  n  =  2,  la  dérivée  est  une  droite  qui  passe  par  l'origine. 
Elle  s'annule  alors,  indiquant  un  maximum  ou  un  minimum  de  la 
fonction.  On  constate,  en  effet,  que  la  pente  de  la  courbe  y  varie  tou- 
jours dans  le  même  sens  :  négative  et  très  grande  en  valeur  absolue 
sur  l'arc  AB,  elle  croît,  s'annule  au  point  0,  continue  à  croître  pour 
devenir  positive  et  très  grande  sur  l'arc  CD. 

Pour  /i  =  3 ,  la  dérivée  est  une  parabole  :  elle  présente  un 
maximum  pour  rr=:0.  La  pente  de  la  courbe  î/,  négative  et  très 
grande  en  valeur  absolue  sur  l'arc  EF,  croît  et  s'annule  au  point  0. 
Mais  elle  recommence  alors  à  décroître. 

34.  Généralisation. 

/°.  —  L'allure  des  courbes  au  voisinage  de  l'origine  resterait  la 
même  si ,  au  lieu  de       y=^  Aa?",     on  avait  : 

î/=rAa;"9(a?),      ' 

où     (^[x)     est    une   fonction    continue    quelconque   à   laquelle   nous 
imposons  seulement  de  ne  pas  s'annuler  pour     a?  =  0;     (p(0)  ^  0. 
Assurément  les  ordonnées  de  la  courbe  sont  modifiées  par  l'action 
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du  facteur  rf[x)  ;  mais  la  nature  du  contact  ne  l'est  pas.  C'est 
évident  d'après  la  figure,  puisque  la  nature  du  contact  ne  dépend 
que  du  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  par  la  droite 
y  =  0  ,  points  confondus  au  point  0.  Le  facteur  9(3?),  qui  ne  s'annule 
pas  pour     a7r=rO,     ne  modifie  pas  ce  nombre. 

On  peut  aussi  considérer  que  la  nature  du  contact  dépend  du 
nombre  des  dérivées  d'ordres  croissants  qui  s'annulent  en  même 
temps  que  la  fonction,  nombre  que  ne  modifie  pas  la  présence  de 
(p(ic).  Nous  reviendrons  plus  loin  là-dessus  (§  43). 

5".  —  La  fonction  :         y  =  A{x  —  aY(^(x), 
se  traite  comme  la  précédente. 
Posons  en  effet  :  x  —  a  =  X; 

elle  devient  :  ?/ =  AX'*(p(X-[-a). 

Nous  transportons  ainsi  l'origine  des  coordonnées  du  point  0  au 


B 

y 

y 

A 

a 

c 

0 

0'                           I 

)               ^^ 

Fig. 


point  0  tel  que  00'  =  a.  Le  point  A,  par  exemple,  qui  avait  les 
coordonnées  x  =  BA,  y  =  DA,  conserve  la  même  ordonnée  y, 
mais  prend  la  nouvelle  abscisse  (fig.  27)  : 

X  =  GÂ  =  BA  — BC=:x  — a. 

Nous  raisonnons  sur  X  comme  précédemment  sur  x,  La  fonction 
(p(.r),  qui  ne  s'annulait  pas  pour  x=^a^  ne  s'annule  évidemment 
pas  davantage  pour     X==0. 

35.  Fonctions  )y.r''=:l,  y^x^l,  pour  n  positif  et 
entier    (hyperboles). 

Les  courbes  î/jc"=::1,  xy'*=[,  sont  symétriques  par  rapport 
à  la  droite  y=x;  nous  ne  considérons  que  les  premières  pour 
simplifier  les  figures. 

Si  n  est  pair,  y  ne  change  pas  de  signe  quand,  on  remplace  x 
par     — x\     donc    la   courbe   se   compose   de   deux   branches   symé- 
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triques  par  rapport  à  Oy  (fig.  28).  Si  n  est  impair,  y  change  de 
signe;  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  symétriques  par  rap- 
port au  point  0  (fîg.  29). 

Quand  x  tend  vers  0 ,  y  croît  indéfiniment  :  on  dit  que  les  courbes 


w 

\       '• 

T 

njDair 

Q 

:J 

P 

^^^-^ 

0 

^^^^:^ 

■jn 

\ 

r 

u 

0' 

Fig.  28. 


admettent  Oy  pour  asymptote.   L'asymptote  est  une  droite  dont  on 
s'approche  indéfiniment  sans  Jamais  l'atteindre  y   quand  on  s'éloigne 
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indéfiniment  en  marchant  sur  la  courbe.  On  peut  encore  dire  que 
l'asymptote  est  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  qui  est  infi- 
niment éloigné. 

Quand    x   croît    indéfiniment,   y   tend   vers   0;    donc    les   courbes 
admettent  également  Ox  pour  asymptote. 
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Par  rapport  à  son  asymptote,  la  courbe  peut  se  conduire  de  deux 
manières  différentes  qui  correspondent  aux  contacts  d'ordre  pair  et 
d'ordre  impair  étudiés  au  §  33.  Faisons  décroître  x  d'une  valeur  très 
légèrement  supérieure  à  0  à  une  valeur  très  légèrement  inférieure. 
Si  n  est  pair,  y  passe  par  la  valeur  conventionnelle  infinie  oc  (quantité 
plus  grande  que  toute  quantité  donnée  à  l'avance),  en  restant  positif. 

Si  n  est  impair,  y  passe  par  l'infini  en  changeant  brusquement 
de  signe. 

Il  ne  faut  pas  voir  là  une  discontinuité  réelle;  nous  retrouverons 
souvent  ce  passage  brusque  de  -|-oc  à  — oc,  ou  inversement. 
Par  exemple,  deux  droites  parallèles  sont  censées  se  couper  à  l'infini; 
mais  il  est  impossible  de  dire  de  quel  côté. 

Comparons  deux  courbes  d'un  même  faisceau,  pour  des  valeurs 
différentes  de  /i  :  il  suffit  de  les  étudier  dans  le  quadrant  xOy. 
Elles  passent  toutes  deux  par  les  points  P  et  Q.  La  courbe  de  plus 
grand  n  est  au-dessous  de  l'autre  pour  a:  >- 1  ;  elle  est  au-dessus 
pour  0  <Cx  <^] .  A  la  limite,  pour  n  très  grand,  la  courbe  se 
confond  avec     TUO'0"VW. 

Nous  étudierons  en  détail  (§  117)  la  courbe  xy=z{,  qui  esiV  hy- 
perbole équilatcre  asymptote  aux  axes. 

Généi\alisation. 

Pour  n  quelconque,  la  généralisation  est  immédiate  si  l'on  se  borne 
aux  valeurs  positives  de  x  et  de  y.  On  remplace  le  nombre  n  par  un 
nombre  fractionnaire   voisin     n  =  q',p. 

La  courbe  prend  la   forme       y^x''  =  1 . 

Les  logarithmes  (§  190)  permettent  immédiatement  le  calcul  point 
par  point.  On  démontre  aisément  que  si  le  nombre  n  est  compris 
entre  deux  entiers  consécutifs,  la  courbe  s'intercale  entre  les  courbes 
qui  correspondent  à  ces  entiers.  Plus  généralement,  les  courbes  se 
déforment  d'une  manière  continue  quand  l'exposant  n  varie  lui-même 
d'une  manière  continue. 

On  peut  considérer  les  courbes  étudiées  dans  ce  paragraphe 
comme  faisant  partie  du  faisceau  des  courbes  //zrrrx"  étudiées  plus 
haut  ;  il  suffit  d'admettre  que  n  peut  prendre  des  valeurs  négatives. 

On  ramène  les  courbes  yx"*  =  A  aux  précédentes  par  une  dilata- 
tion convenable  parallèlement  à  Ox  ou  à  Oi/;  autrement  dit,  en  mul- 
tipliant par  un  facteur  convenable  les  ordonnées  pour  les  mêmes 
abscisses,  ou  les  abscisses  pour  les  mêmes  ordonnées. 


Fonction  entière  :    y  =  ax'' -{- baf -f- . . . 

36.  Fonction  entière. 
i".  —  La  fonction  entière  est  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
puissances  entières  et  positives  de  x,  multipliées  par  des  coefficients 
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numériques  (représentés  par  des  lettres  pour  plus  de  commodité). 
Nous  Tordonnons  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  : 

y=zax'^-\-I)x''-\-...  ^      -{-dxP-{-ex''-\-f.  (1) 

La  puissance  la  plus  élevée  est  m,  la  plus  basse  est  y ,  a,  /?,  c,  . . .  e,  /" 
sont  des  constantes.  Pour  chaque  valeur  de  ^,  il  existe  une  et  une 
seule  valeur  de  y.  La  réciproque  n'est  pas  vraie  :  à  chaque  valeur 
de  y  peut  correspondre  un  nombre  de  valeurs  réelles  de  x  qui, 
nous  le  verrons,  est  compris  entre  0  et  m  inclusivement. 

^*'.  —  Courbe  asymptote. 

Pour  de  grandes  valeurs  de  a?,  la  courbe  (1)  se  réduit  à  : 

y  =  ax^\  (2) 

avec  une  approximation  qui  croît  à  mesure  que  x  augmente.  En  effet, 
les  coefficients  a,  h,  ...  sont  finis.  Gomme  nous  sommes  libres  de 
faire  croître  x  au  delà  de  toute  quantité  donnée  à  Favance, 
a?"*  deviendra,  autant  que  nous  le  voudrons,  plus  grand  que  x"*  et, 
a  fortiori,  que  x^,  x'^.  Alors  même  que  nous  supposerions  a  petit 
devant     i>,  ...,  J,  e,     le  terme  ax"^  finira  toujours  par  l'emporter. 

La  courbe  (2)  est  asymptote  de  la  courbe  (1).  En  s'éloignant  sur 
la  courbe  (1),  on  se  rapproche  indéfiniment  de  la  courbe  (2)  sans 
jamais  l'atteindre.   On  peut  dire  que  la  confusion  s'opère  à  l'infini. 

Si  m  est  pair,  la  courbe  asymptote  (2)  est  une  des  courbes  du 
faisceau  I  du  §  31  ;  si  m  est  impair,  c'est  une  des  courbes  du  fais- 
ceau I  du  §  32. 

S""'  —  Pour  les  très  petites  valeurs  de  x^  la  courbe  (1)  se  confond 

avec  :  y  z=z  ex'^  -(-  /*, 

d'autant  plus  exactement  que  x  est  plus  petit,  et  alors  même  que  e 
serait  grand  devant     a,  b^  ...,  d.     C'est  le  même  raisonnement  que 
plus  haut,  mais  en  sens  inverse. 
4"".  —  On  a  généralement  : 

-JI^=.max^-^-[-nbx''-^-{-...-\-qex^-\ 

La  dérivée  est  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x. 
Pour  aucune  valeur  finie  de  la  variable,  la  pente  m  ne  devient 
infinie:  la  tangente  à  la  courbe  n'est  jamais  verticale. 

La  dérivée  m^*  est  une  constante;  la  dérivée  m-\-i^'^  est  nulle. 
La  fonction  entière  a  toutes  ses  dérivées  continues  et  finies  pour 
toutes  les  valeurs  finies  de  la  variable. 

37.  Intersection  de  la  courbe  (1)  par  une  droite  hori- 
zontale. 

/°.  —  Soit  m  pair.  Pour  des  valeurs  suffisantes  de  a?,  nous  savons 
que   la   courbe  se  réduit  à  la  courbe   asymptote     i/^air"*     (dans  la 
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figure  30  ,  nous  supposons  a  >>  0)  ;  elle  est  donc  formée  de  deux 
branches  A' A  ...,  B'B  ...,  d'autant  plus  exactement  symétriques  par 
rapport  à  Ot/  que  la  valeur  absolue  de  x  est  plus  grande.  Pour  les 
autres  valeurs  de  x^  la  courbe  possède  généralement  des  maximums 
et  des  minimums,  tels  que  ceux  représentés  dans  la  figure  30. 

Ceci  posé,   imaginons  une  droite  horizontale,  d'abord  très  élevée 
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Fig.  30. 


et  que  nous  faisons  descendre.  Elle  coupe  d'abord  la  courbe  en  deux 
points  A  et  B  (qui  appartiennent  aussi  bien  à  la  courbe  asymptote, 
si  l'ordonnée  //o  de  la  droite  est  suffisante). 

Dans  la  position  2,  la  droite  est  tangente  à  la  courbe  en  G.  Comme 
elle  peut  être  considérée  comme  une  sécante  limite,  nous  dirons 
qu'elle  coupe  la  courbe  en  quatre  points  :  deux  points  simples  A',  B', 
et   un   point  double  C. 

Dans  la   position  3,   les  quatre   points  sont  distincts. 

Dans  la  position  4,  il  y  a  quatre  points  simples  d'intersection  et 
un  point  double.  Et  ainsi  de  suite. 

Nous  arrivons  ainsi  à  cette  proposition  :  Le  nombre  des  points 
d'intersection  est  toujours  pair,  à  la  condition  de  compter  les  points  de 
tangence  pour  deux;  comme  cas  particulier,  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection peut  être  nul  (position  9  de  la  droite). 

Nous  supposons  dans  ce  qui  précède  qu'il  n'existe  que  des  points 
de  tangence  ordinaire,  c'est-à-dire  des  points  de  contact  simple.  La 
proposition  reste  vraie,  s'il  existe  des  points  de  contact  multiple. 

La  courbe  31  se  rapporte  au  cas  de  a<[0;  pour  x  grand,  positif 
ou  négatif,  y  est  grand  et  négatif. 

En  A  le  contact  est  impair;  cela  résulte  de  ce  que  la  courbe  est 
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tangente  en  A  à  la  droite  2  et  se  trouve  de  part  et  d'autre  de  cette 
droite  avant  et  après  le  point  de  contact.  Gomme  la  courbe  qui  est 
au-dessus  de  Ox  pour  x  nésratif  et  très  srrand,  doit  revenir  au-dessous 


Fig.  31. 


de  Ox  pour  x  positif  et  très  grand,    il  faut  qu'elle  repasse  sur  la 
droite  2  au  moins  une  fois,  et  généralement   3,   5,    ...    fois,   c'est- 


à-dire  un  nombre  impair  de  fois.  Le  nombre  total  des  points  d'inter- 
section est  donc  pair. 

La  conclusion  est  encore  la  même  si  le  point  A  est  de  contact 
multiple  et  pair,  puisque  l'aspect  du  contact  reste  le  même  que  pour 
la  tangente;  seule  est  modifiée  l'intimité  de  ce  contact.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  la  proposition  générale  :  Si  la  puissance  la  plus  élevée 
est  paire^    le  nombre  des  points    d'intersection  par  une  horizontale 
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est  pair  y  à  la  condition  de  compter  les  points  de  contact  comme 
pairs  quand  la  courbe  reste  du  même  côté  de  la  tangente ,  comme 
impairs  quand  elle  passe  d'un  côté  à  l'autre. 

^"'  — •  Supposons  m  impair.  La  courbe  qui  est  au-dessus  (ou  au- 
dessous)  de  Ox  pour  x  négatif  et  grand,  finit  par  être  au-dessous 
(ou  au-dessus)  de  Ox  pour  x  positif  et  grand.  La  figure  32  suppose 
m  impair  et     a  <;  0. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recommencer  les  raisonnements,  on 
peut  conclure  :  Si  la  puissance  la  plus  élevée  est  impaire,  le  nombre 
des  points  d'intersection  par  une  horizontale  est  impair,  à  la  condition 
de  compter  les  points  de  contact  comme  pairs  quand  la  courbe  reste 
du  même  côté  de  la  tangente,  comme  impairs  quand  elle  passe  d'un 
côté  à  l'autre.  Il  résulte  immédiatement  de  là  qu'il  existe  toujours  au 
moins  un  point  d'intersection,  quelle  que  soit  la  position  de  l'horizon- 
tale. 

38.  Détermination  des  points  d'intersection. 

Coupons  la  courbe  tj=:f(^x),  par  une  droite  y=n\  le  pro- 
blème est  de  déterminer  les  valeurs  numériques  des  abscisses  des 
points  d'intersection. 

/ '.  -  Il  s'agit  d'abord  de  connaître  approximativement  leurs  posi- 
tions.  Nous  nous   appuierons  sur  cette   proposition   évidente. 

Dans  le  second  membre  de  l'équation  M),  substituons  à  x  deux 
valeurs  Xq  et  Xj  (fig.  32  et  33). 

Si  les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  Tune  plus  grande,  l'autre 


y->l 


Fig.  33. 


plus  petite  que  y;,  il  existe  nécessairement  entre  x©  et  x,  un  nombre 
impair  de  points  d'intersection. 

Dans  le  cas  de  la  figure  32,  il  en  existe  au  moins  5  d'après  notre 
manière  de  compter  :  un  en  G,  un  autre  en  E  ;  en  D,  il  en  existe  au 
moins  3,  peut-être  5,  7,  ...,  en  tous  cas  un  nombre  impair. 

Notre  premier  soin  sera  donc  de  rapprocher  suffisamment  les  abs- 
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cisses     Xq  et  x^      pour    être    sûr    que    l'intervalle    de     Xq  à  Xi     ne 

renferme  qu'un  point  d'intersection  (intersection  simple  ou  multiple). 

^°.  —  Interpolation  par  parties  proportionnelles   :   emploi  de  la 

SÉCANTE. 

Pour  déterminer  une  position  approchée  du  point  d'intersection, 
nous  pouvons  assimiler  la  courbe  à  une  droite  entre  les  abscisses 
Xq  et  Xi.  Nous  remplaçons  (fîg.  33)  la  courbe  AGB  par  la  droite  AB. 
Nous  déterminons  aisément  l'abscisse  du  point  D. 

En  effet,  soit  tii  la  valeur  de  y=f[x),  pour  x  =  Xi^  -r^o  sa 
valeur  pour     x  =  Xq;     appelons  Xo  l'abscisse  inconnue  du  point  D. 

On  a  immédiatement  dans  les  triangles  semblables    A3D  et  A(3B  : 


Xn 


rn  —  V)o 


(1) 


D'où  07.2.  Il  est  bon  d'observer  que  le  point  D  n'est  pas  nécessaire- 
ment plus  voisin  du  point  G  cherché  que  l'un  et  l'autre  points  a  et  b. 

Mais  la  distance  DG   est  certainement  plus  petite  que  la  plus  grande 
des  distances      âC   et    Cb. 

Pour  continuer  les  tâtonnements ,  on  substituera  dans  y  la  valeur 
Xç,.  On  recommencera  l'interpolation  avec  X2  et  celle  des  quantités  Xq, 
Xiy  qui,  substituée  dans  yz=f{x),  donne  un  résultat  de  signe  con- 
traire à  072-  Autrement  dit,  si  x^  donne  une  valeur  y  <^r\^  on  pren- 
dra x^  qui  donne  une  valeur  plus  grande  (figure  33  à  gauche). 

S".  —  Méthode  de  Newton.  Emploi  de  la  tangente. 

Supposons  le  point  d'intersection  cherché  localisé  entre  les  points 
a   et  i)  d'abscisses    x^  et 
a?, .  Il  s'agit  de  déterminer 
l'abscisse  du  point  G. 

La  méthode  deNew^ton 
consiste  à  trouver  l'in- 
tersection de  la  droite 
y=n,  avec  la  tangente 
menée  à  la  courbe  AGB 
en  l'un  ou  l'autre  des 
points  A,  B.  La  figure  34 
montre  immédiatement 
que  la  méthode  est  mau- 
vaise si  les  points  A  et 
B  ne  sont  pas  très  voisins;  autrement  dit,  si  entre  ces  points  la 
courbe  n'est  pas  approximativement  remplaçable  par  la  tangente 
en  A  ou  en  B. 

Quoi  qu'il  en  soit,  calculons  l'abscisse  x^  du  point  E. 

Nous  savons  que  l'équation  de  la  tangente  en  A  (§  30)  est  : 


0    '^C 


Fig.  34. 


y  —  'no  =  f'{oOo)  [x  — 
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['{xq)  est  la  valeur  de    la    dérivée    de  y=f{x)  par  rapport  à   a?, 
quand  on  pose     x  =  Xq. 

Pour  connaître  iCg?  substituons  à  y  la  valeur  y;.  Il  vient  : 

r,~'no  =  f'{x^)  [x^  —  X,) ,  X.  =  X,  +  {r,  —  yjo)  !  f'{x,)  ;      (2) 

formule  évidente  sur  la  ligure. 

Remarque  I.  —  Si  la  droite  horizontale  coïncide  avec  Ox ,  les  for- 
mules précédentes  se  simplifient.  Il  faut  poser     y;  =  0.     On  trouve  : 

X\  Xq 

X^ J?o  "'io    ..  ^      y  \^  ) 

x._z=x^  —  r,,  :  f'{x^).  (2') 

Remarque  II.   —   Comparons    les    formules  (1)  et  (2).   Elles  sont 
identiques,  s'il  est  pratiquement  permis  de  poser  : 

^ =/■'(-.), 


^1  —  ^. 

c'est-à-dire  si  la  tangente  se  confond  sensiblement  avec  la  sécante. 
Remarque  III.  —  Tout  ce  que  contient  ce  paragraphe  est  applicable 
à  la  détermination  des  points  d'intersection  d'une  horizontale  avec 
une  courbe  quelconque  :  ij=f(^x):  l'hypothèse  qu'il  s'agit  d'un 
polynôme  n'intervient  pas. 


Racines  réelles  des  équations  algél)riques. 

39.  Racines  d'une  équation  algébrique. 

Résoudre  l'équation  ; 

c'est  chercher  les  valeurs  de  x  qui  transforment  (1)  en  une  identité. 
Considérons  la  fonction  : 

î/  =  AoX-+A,a:'"-'  +  ...+A„/,  (2) 

résoudre  l'équation  (1),  c'est  chercher  l'intersection  de  (2)  avec  l'axe 
des  abscisses.   Tout  ce  qui  précède  est  donc  applicable. 

En  particulier,  si  l'équation  est  de  degré  impair,  elle  a  au  moins 
une  racine  réelle. 

Si  elle  est  de  degré  pair,  si  de  plus  \q  et  A„,  sont  de  signes  con- 
traires, elle  a  au  moins  deux  racines  réelles.  En  effet,  ^  a  le  signe  de 
Ao  pour  toutes  les  grandes  valeurs,  positives  ou  négatives,  de  x; 
elle  a  le  signe  de  A^  pour  x  =  0.  Donc  il  existe  une  racine  réelle 
positive  et  une  racine  réelle  négative. 

Le  calcul  numérique  des  racines  se  fait  comme  il  est  indiqué  au 
§38. 
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40.  Décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs. 

Soit    f[x)    un  polynôme  de  degré  m  qui  s'annule  pour     x  =  a. 

Je  dis  qu'on  a  :  f[x)  =  [x  —  a)cp(a;) , 

où    (p(a?)    est  un  polynôme  de  degré     m  —  1 . 

En  effet,  divisons  f{x)  par  x  —  a.  D'après  les  règles  de  la  divi- 
sion algébrique,  nous  sommes  assurés  de  trouver  : 

f[x)  =  {x  —  a)  (p(^)-[-R, 

où  R  est  un  nombre.  Faisons  maintenant     x  =  a;     il  vient  : 

/(a)  =  R. 

Le  reste  R  de  la  division  par  x  —  a  est  donc  ce  qu'on  obtient  en 
substituant  a  à  x  dans  le  polynôme.  Mais  par  hypothèse  /'(a)r=zO, 
puisque  a  est  racine;  donc    R  =  0.     En  définitive,  si  a  est  racine,  on 

a  identiquement  :  f[x)=i(x  —  a)çp(:p). 

Corollaire  I.  —  Soit  a,  b,  c,  d,  ...  les  racines  réelles  qu'admet 
le  polynôme  égalé  à  zéro.  On  peut  le  mettre  sous  la  forme  : 

f(^x)  =  {x  —  a)  {x  —  b)  X  —  c)  ...  y^{x) . 

En  effet,  x  —  a  n'admet  pas  b  comme  racine;  il  faut  donc  que 
(^[x)    l'admette. 

D'où:  (p(ir)=r(ip  —  b)^{x),  f(x)=z(x  —  a)[x  —  by^{x). 

Et  ainsi  de  suite. 

Corollaire  II.  —  Le  nombre  des  racines  réelles  est  égal  ou  infé- 
rieur au  degré  de  l'équation,  car  le  nombre  des  facteurs  ne  peut  sur- 
passer le  nombre  m. 

Corollaire  III.  —  Rien  n'empêche  les  racines  d'être  multiples.  On 

a  alors  :  f(^x)=^(x  —  a)"  (x  —  by  [x  —  c^y^^)- 

La  racine  a  est  multiple  d'ordre  n,  la  racine  b  multiple  d'ordre  p,  ... 
On  doit  avoir  n-\-p-\-q  <im,.  Pour  l'étude  de  la  courbe  au  voisi- 
nage de  ces  points  on,  se  reportera  au  §  33. 

Corollaire  IV.  —  Supposons  trouvées  et  mises  en  évidence  toutes 
les  racines  réelles  ;  le  polynôme  indécomposable  yj^x)  est  de  degré 
pair.  Car  son  degré  est  : 

m  —  [n^p-\-q). 

Or     ^-f-p-f-y     est  de  même  parité  que  m  (§  37). 

41.  Relations  entre  les  coefficients  d'une  équation  et 
ses  racines. 

:/°.  —  Admettons,  ce  que  nous  avons  démontré  possible,  que  toutes 
les  racines  soient  réelles.  Elles  sont  précisément  au  nombre  de  m. 
Nous  avons  identiquement,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  x  : 

^-_[_A,a;— ^+...     +K^=z{x  —  a){x  —  b)...     [x^p). 
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Développons  et  identifions  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de 
„  dans  les  deux  membres  qui  sont  identiques,  c'est-à-dire  qui  doivent 
avoir  les  mêmes  valeurs  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Il  vient  : 

A,  =  -(a  +  A  +  c+...)  =  -i;a, 

A2=:       [ab -\- bc -\- . . .]     =       Liàb, 

A3  =  —  [abc -\- bcd -\- . . .)  =^  —  SaAc,  (1) 


A^=z±{abc  ...p) 
On  prend  le  signe  -[-  si  m  est  pair,  le  signe  —  si  m  est  impair. 
Enonçons  les  résultats  en  langage  vulgaire.  Rétablissons  le  coeffi- 
cient   Ao    :    la  somme    des     racines    est    égale  au   quotient     Aj  \  Aq 
changé  de  signe  ;  la  somme  des  produits  des  racines  prises  deux  à  deux 
est  égale  au  quotient     Aj  ;  Aq',...     et  ainsi  de  suite. 
^°.  —  Appliquons  à  l'équation  du  second  degré  : 

X*  -\-px  -j-  r/  =  0. 
Les  racines    a  et  b    sont  données  par  les  formules  : 

«=-f+\/?^'    '>=-f-vT-7  (2) 

Conformément  au  théorème  général,  on  a  : 
a-\-l)-= — /),  ab=:q. 

42.  Deux  racines  réelles  consécutives  d'un  polynôme 
entier  comprennent  nécessairement  un  nombre  impair  de 
racines  de  la  dérivée. 

Cette  proposition,   connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Bolle ,  est 


Fig.  35. 


évidente.  Car  la  fonction  y=f(x)^  qui  est  continue,  ne  peut  partir 
de  0  pour  revenir  à  0,  sans  passer  par  au  moins  un  maximum  ou  un 
minimum.  Si  le  nombre  des  maximums  ou  des  minimums  est  supé- 
rieur à  un,  il  est  évidemment  impair. 
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Le  théorème  s'applique  à  une  fonction  continue  quelconque  dont 
la  dérivée  est  elle-même  continue  (comparer  au  §  22). 

Inversement  y  entre  deux  racines  consécutives  de  la  dérivée ,  il  ne 
peut  exister  qu'une  racine  de  la  fonction  :  plus  généralement  la  fonc- 
tion ne  passe  qu'une  seule  fois  par  chacune  de  ses  valeurs. 

Corollaire.  —  Si  l'on  connaît  toutes  les  racines  réelles  a',  i>', 
c',  ...  de  la  dérivée,  on  peut  déterminer  le  nombre  exact  des  racines 
réelles  de  la  fonction.  On  substituera  dans  la  fonction  les  nombres  : 

—  oc ,  a  j  D  ^  c,  ***7  — —  '■-^  j 
les  racines  étant  supposées  rangées  par  ordre  de  grandeurs  crois- 
santes. On  déterminera  les  signes  correspondants  de  la  fonction. 
Chacun  des  intervalles  comprend  zéro  ou  une  racine  suivant  que 
les  résultats  de  la  substitution  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires  (§  38). 

43.    Un  facteur  premier  d'ordre  n  d'un  polynôme  est 
facteur    n  —  1     de  sa  dérivée. 

Supposons  le  polynôme  mis  sous  la  forme  : 

y  =  {x  —  aY(^{x), 
(p(ic)    n'est  plus  divisible  par     x  —  a 
n'admet  plus  a  comme  racine.  On  a  : 


ou 

<^{x] 


ce  qui  revient  au  même, 


da^ 
dx 


La  parenthèse  n'est  pas  divisible  par    [x  —  a),    car  pour   x  =  a. 


n-i-Â. 


Fig.  36. 

elle  prend  la  valeur  /i(p(a),  qui  par  hypothèse  n'est  pas  nulle.  Donc 
le  facteur  x  —  a  n'intervient  dans  la  dérivée  qu'à  la  puissance 
n~\. 
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Reportons-nous  au  §  33.  Si  n  est  pair  (fîg-.  36  à  gauche),  nous  savons 
que  la  courbe  y  est  tangente  à  Oj:-  pour  x^za,  et  reste  du  même 
côté  de  sa  tangente  de  part  et  d'autre  du  point  A  d'abscisse  a.  Donc  sa 
dérivée  z,  qui  s'annule  pour  la  même  valeur  de  x,  traverse  Taxe  des 
X  en  ce  point.  Si  n  =  2,  c'est  une  droite.  Si  «  =  4,  6,  ....  c'est 
une  courbe  du  3",  5%  ...  degré  qui  présente  au  point  A  un  contact 
d'ordre  impair  avec  Ox. 

Si  n  est  impair(fig.  36  à  droite),  la  courbe  ?/,  tangente  à  Ox  au  point 
A,  passe  d'un  côté  à  l'autre  de   Or.  La  courbe  z  reste  du  même  côté. 

Exception  doit  être  faite  pour  n^=  i  :  la  courbe  y  est  une  droite 
inclinée  ;  la  courbe  z  est  une  droite  horizontale  qui  ne  passe  pas  par 
le  point  A. 

Le  théorème  qui  vient  d'être  démontré  peut  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  :  une  racine  multiple  d'ordre  n  d'un  polynôme  est 
racine   d'ordre     n  —  1     de   sa  dérivée. 
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44.  Définition  des  fonctions  circulaires. 

/°.  —  Décrivons  un  cercle  (fig-.  37)  dont  nous  prendrons  le  rayon 

GO  pour  unité  de  longueur.  Je  ne  dis  pas  que  le  rayon  a  l'unité  de 
longueur,  ce  qui  lais- 
serait à  supposer  que 
sa  longueur  est  définie 
a  priori.  Sa  longueur 
est  quelconque,  je  la 
prends  pour  unité  :  la 
longueur  de  toute  autre 
ligne  sera  évaluée  par 
rapport   à   CO. 

Par  exemple,  la  lon- 
gueur de  la  circonfé- 
rence sera  2%^  c'est-à- 
dire  6,2832  fois  le  rayon 
quel  qu'il  soit. 

Prenons  pour  variable 
X  la  longueur  de  l'arc  compté  à  partir  du  point  0  dans  le  sens  de 
la   flèche.    A   un   point   A    de    la    circonférence    correspondent    une 
infinité  d'arcs.   Appelons  a   l'arc  OA;   les  arcs  qui  se  terminent  au 
point  A,  ont  pour  expression  générale  : 

X  =z  (X -\- 2kiz  ^ 

où  k  est  un  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

En  effet,  je  peux  aller  de  0  à  A  et  m'arrêter  en  A.  Mais  je  peux 
dépasser  A,  accomplir  à  partir  de  A  dans  le  sens  positif  un  tour 
entier  (/i:=l),  deux  tours  entiers  (A'  =  2),  ...  et  je  me  retrouverai 
en  A.  Je  peux  accomplir  ces  tours  dans  le  sens  négatif  (k  =  — 1, 
k  =  —  2,  ...).  Enfin  je  peux  partir  du  point  0  dans  le  sens  négatif 
et  m'arrêter  en  A  ;  j 'ai  parcouru  l'arc     —  (2^  —  a)  =  a  —  27u  ;     il  cor- 
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Fig.  37. 
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respond  à  A:=  —  1.  On  vérifiera  aisément  que  les  parcours  qui 
m'amènent  de  0  en  A  par  un  déplacement  sur  la  circonférence, 
rentrent  tous  dans  la  formule  : 

X  =  0L-\-2kT.y 

à  la  condition  qu'un  parcours  dans  un  sens  annule  un  parcours  égal 
dans  le  sens  opposé. 

Pour  obtenir  une  fonction  circulaire,  il  faut  relier  conventionnel- 
lement  au  point  A,  par  conséquent  aux  arcs  qui  lui  correspondent, 
une  quantité  définie  sans  ambiguïté.  Nous  n'avons  évidemment  que 
l'embarras  du  choix. 

^°.  —  Par  exemple,  appelons  y  la  distance  AP  du  point  A  à  un 
point  fixe  P  ;  //  est  une  fonction  de  j-  parfaitement  définie  et  calcu- 
lable, à  laquelle  nous  pouvons  donner  un  nom.  Posons  7/  =  <I>(a:). 
Il  est  évident  que  y  est  une  fonction  périodique  de  l'arc;  elle  reprend 
la  même  valeur  quand  on  augmente  l'arc  d'un  multiple  quelconque 
positif  ou  négatif  de  2r,  puisque  cette  opération  ne  modifie  pas  la 
position  du  point  A.  La  distance  y  est  maxima  pour  les  arcs  qui 
se  terminent  en  N  où  la  droite  PC  coupe  la  circonférence,  minima 
pour  les  arcs  qui  se  terminent  en  M. 

Une  simplification  évidente  consiste  à  transporter  l'origine  des  arcs 
en  l'un  ou  l'autre  de  ces  points,  M  par  exemple.  Les  minima  corres- 
l)ondent  aux  arcs  Ar,  où  k  est  pair;  les  maxima  correspondent  aux 
arcs  /iz,  où  A-  est  impair. 

Cette  fonction  y=i<\)[x),  même  rapportée  aux  origines  M  ou  N, 
a  un  défaut.  l']lle  dépend  de  la  distance  GP,  ou  plus  exactement  du 
rapport  CP  ;  CU  que  nous  appellerons  r.  Nous  devons  poser  : 
y=zih(x,  r).  C'est  une  fonction  de  deux  variables,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  d'une  variable  r  et  d'un  jmi\iniètrc  r. 

,^".  —  Nous  pourrions  considérer  comme  fonction  de  x  la  distance  y 
du  point  A  à  une  droite  arbitraire  D.  On  vérifiera,  comme  plus  haut, 
que  cette  fonction  est  périodique ,  admet  2-  pour  période ,  c'est- 
à-dire  reprend  la  même  valeur  quand  on  ajoute  à  la  variable  un  mul- 
tiple quelconque  de  2::.  On  la  simplifie  en  prenant  pour  origine  des 
arcs  l'un  ou  l'autre  des  points  M',  N',  où  la  perpendiculaire  abaissée 
de  C  sur  D  coupe  la  circonférence. 

Mais  cette  nouvelle  fonction  a ,  comme  la  précédente ,  le  défaut  de 
dépendre  du  paramètre     r  =  CS  !  CO  . 

4".  —  Nous  pourrions  considérer  des  fonctions  plus  complexes. 
Menons,  par  exemple,  la  droite  A;  joignons  l'extrémité  de  l'arc  A 
au  point  fixe  P  et  prolongeons.  Nous  définissons  un  point  g.  Nous 
pourrions  étudier  comment  varie  la  distance  1}^  au  point  ^,  du  point 
quelconque  Q  pris  sur  A,  quand  A  se  déplace  sur  la  circonférence. 
Mais  cette  fonction,  même  simplifiée  le  plus  possible,  dépend  de 
plusieurs  paramètres  (trois,  comme  il  est  facile  de  le  montrer  . 
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5°.  —  Parmi  toutes  ces  fonctions,  nous  choisirons  les  plus  simples; 
c'est  dire  que  nous  donnerons  au  point  P  et  aux  droites  D  et  A 
des  positions  particulières.  Nous  définirons  ainsi  des  fonctions  au 
moyen  desquelles  il  nous  sera  facile  de  montrer  que  s'expriment  les 
fonctions  complexes  dont  nous  venons  de  parler.  Ces  fonctions  simples 
seront  périodiques  et  admettront  2-  pour  période.  Elles  ne  sont  du 
reste ,  que  la  généralisation  de  celles  avec  lesquelles  la  Trigonométrie 
élémentaire  a  familiarisé  le  lecteur. 


Sinus,  cosinus. 

45.  Définition  du  sinus;  sinusoïde. 

/^  —  Choisissons  pour  droite  D  la  droite  CO  qui  passe  par  le 
centre  de  la  circonférence  et  par  l'origine  des  arcs.  Nous  appellerons 
sinus  d'un  arc  if  =  OA,  la  distance  ?/=;=AA',  de  Textrémité  A 
de  cet  arc  à  la  droite  D;  nous  poserons  : 

y  =  sin  X. 

Cette    distance    est   évaluée   en    prenant  CO   pour  unité.  Par  con- 


SmusoJde  norma/e 


Fig.  38. 

vention,  elle  est  positive  si   le  point  A  est  au-dessus  de  D,  négative 
s'il  est  au-dessous.  On  a  donc  par  définition  : 

sin  ( —  a?)  ==  —  sin  x. 
Ainsi  le  sinus  de  l'arc    OA    est  positif;  il  a  pour  valeur  le  nombre 

KK!  :  GO. 

Nous  pouvons  établir  une  table  à  simple  entrée;  dans  la  première 
colonne,  nous  écrirons  les  arcs  évalués  avec  le  rayon  pour  unité  de 
longueur,  c'est-à-dire  les  rapports  OA:C0;  dans  la  seconde, 
nous  écrirons  les  rapports  correspondants     AA/  :  CO. 

5°.  —  On  a  l'habitude  de  prendre  pour  variable  auxiliaire  l'angle 
AGO  évalué  en  degrés;  le  quadrant  est  divisé  en  90  ou  en  100  par- 
ties. Nous  conserverons  la  division  en  90  parties  qui  est  encore  la 
plus  usitée  dans  les  laboratoires.  Mais  il  est  bien  entendu  que  V angle 
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n'est  quune  variable  auxiliaire ,  que  la  variable  x  est  le  rapport  de  l'arc 
au   rayon.   Nous   verrons  plus  loin  l'importance  de  cette  remarque. 

S°'  —  Pour  représenter  la  fonction  ?/  =  sinic,  portons  sur  la 
droite  Ox  une  longueur  Oa  =  OA,  puis  élevons  une  perpendicu- 
laire a[ri  =  A'A.  Faisons  de  même  pour  tous  les  points  de  la  cir- 
conférence. Nous  obtenons  une  courbe  indéfinie  qu'on  appelle  sinu- 
soïde. Sa  période  OB  est  égale  à  2z  fois  le  rayon  CO. 

Il  est  évident,  sur  la  figure,  que  la  période  de  la  sinusoïde  se  com- 
pose de  quatre  arcs  identiques  entre  eux  ou  symétriques  par  rapport 
à  une  verticale  :  03,  36,  67,  7B.  Cette  proposition  revient  à  écrire  : 

sin  x  rrr  sin  (z  —  .r),  sin.r  =  —  sin  (:: -j-j?), 

relations  qu'on  vérifiera  sur  la  figure.  Il  résulte  de  là  que  la  courbe 
indéfinie  est  entièrement  connue  si  nous  déterminons  les  sinus  pour 
les  arcs  compris  entre  0  et  x  ;  2,  c'est-à-dire  pour  les  angles  compris 
entre  0  et  90".  Ils  sont  renfermés  dans  la  table  suivante. 


46.  Table  des  sinus. 

Les  arcs  et  les  sinus  sont  multipliés  par  10'. 


Angles 

Arcs 

Sinus 

Angles 

Arcs 

Sinus 

Angles 

Arcs 

Sinus 

1 

017  i:> 

017  1.) 

31 

5  1 1 05 

51:>0l 

61 

106165 

87462 

2 

03i91 

03190 

32 

55850 

52992 

62 

108210 

88295 

3 

00236 

05234 

33 

57596 

5^16] 

63 

109995 

89101 

i 

OfiOSl 

06976 

31 

593  1 1 

55919 

61 

111701 

89879 

,') 

08727 

08716 

35 

61086 

5735S 

65 

113146 

90631 

ri 

10172 

10153 

36 

62831 

58779 

66 

115191 

91.355 

7 

12217 

12187 

37 

61577 

60182 

67 

II 6937 

92050 

8 

13963 

13917 

38 

66322 

6156<) 

68 

118682 

92718 

î) 

15708 

15643 

39 

68067 

62932 

69 

1 20  S27 

93358 

10 

17453 

17365 

40 

69813 

64279 

70 

122173 

93969 

11 

19199 

19081 

il 

71558 

65606 

71 

12.3918 

91552 

12 

209  iJ 

20791 

42 

73303 

66913 

72 

125663 

95106 

13 

22689 

22495 

13 

75049 

68200 

73 

127409 

95630 

1  l 

2  i  i35 

24192 

14 

76791 

69166 

74 

129154 

96126 

1.) 

26180 

25882 

15 

7  S  53!» 

70711 

75 

1 30899 

96593 

Iri 

27925 

27561 

46 

802S5 

71931 

76 

1326  S 5 

97030 

17 

2967 1 

29237 

17 

82030 

73135 

77 

134390 

97437 

18 

31416 

30902 

18 

83775 

7  1314 

78 

136135 

97815 

10 

33161 

32557 

49 

85521 

75  171 

79 

137881 

98163 

•20 

>  3 1907 

31202 

50 

S7266 

T6(H)  l 

80 

139626 

98481 

21 

36652 

35837 

51 

89011 

7771  1 

81 

141371 

98769 

22 

38397 

37  160 

52 

90757 

78801 

82 

143117 

99027 

23 

101  13 

39073 

53 

92502 

79864 

83 

144862 

99255 

21 

11888 

4067  l 

54 

91247 

80902 

84 

146607 

99452 

20 

13633 

42262 

55 

95993 

81915 

85 

148352 

99619 

26 

•  5379 

43837 

56 

97738 

82901 

86 

150098 

99756   1 

27 

17124 

45399 

57 

99483 

83867 

87 

151843 

99863 

28 

48869 

46947 

58 

101229 

84805 

88 

15.3588 

99939 

2*) 

50615 

48181 

59 

102297 

S5717 

89 

155334 

99985 

30 

52360 

50000 

60 

104719 

86603 

90 

157079 

100000 
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47.  Définition  du  cosinus. 

Pour  définir  le  cosinus,  nous  procédons  comme  pour  le  sinus;  la 
droite  D'  est  maintenant  la  verticale.  Par  convention,  le  cosinus  est 
positif  si  le  point  A'  est  à  droite 
de  D',  négatif  s'il  est  à  gauche. 
De  là  résulte  immédiatement 
Féquation  : 

cosa:*:=cos  ( — x).  (1) 

On  vérifiera  les  relations  équi- 
valentes (que  nous  aurions  pu 
prendre  comme  définition  des  co- 
sinus) : 


cos  X 


sin  X 


sm  I  "2 


cos 


X 


(2) 


D' 

A 

B/ 

^ 

/          ^ 

A  ^ 

\ 

\       ^ 

/ 

c 

5^ 

jO        D 

^ 

Fig  39. 


Les  points  correspondants,  A 
et  A,  B  et  B',  . . . ,  tels  que  le  sinus 
et  le  cosinus  des  premiers  soient  respectivement  égaux  au  cosinus  et 
au  sinus  des  seconds,  sont  symétriques  par  rapport  à  la  droite  B, 
bissectrice  dans  le  premier  quadrant  des  droites  D  et  D'  (fig.  39). 

Des  relations  (1)  et  (2)  on  tire  l'équation  : 


sin 


sin 


+-^), 


valable  pour   toutes  les   valeurs   de   x,    et  dans  laquelle  il  suffit  de 
remplacer  x  par     x  ±z  '.  2 ,     pour  retrouver  les  relations  : 


sin  X  =  sm  (t  —  x] 
caractéristiques  du  sinus. 


sm  ( —  X)  =  sm 


Fig.  40. 


En  vertu  de  (2) ,  la  cosinusoïde  est  une  sinusoïde  décalée,  c'est- 
à-dire  transportée  parallèlement  à  elle-même.  La  figure  40 représente 
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les  deux  courbes,  l'échelle  relative  des  ordonnées  et  des  abscisses 
a  été  modifiée;  nous  reviendrons  là -dessus  plus  loin  (§  51,  ^). 
Les  points  A,  A',  ...  y  sont  disposés  comme  dans  la  figure  39.  Le 
tableau  du  §  46  est  donc  suffisant  pour  construire  la  cosinusoïde  qui 
est  évidemment  une  courbe  indéfinie  périodique. 

On  vérifie  aisément  sur  une  fi<2^ure  la  relation  fondamentale  : 

sin-  X  -j-  cos-  .r  =  L  (3) 

48.  Formules  d'addition  et  de  soustraction. 

i°.  —  Nous  ne  nous  attarderons  pas  à  démontrer  les  formules 
fondamentales  : 

sin  (a -|- ^  )  =  sin  a  cos  A -[- cos  a  sin /), 

(l) 
cos  (a  -\-  h)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  h. 

Elles  sont  vraies  quels  que  soient  les  arcs  a  et  b,  positifs  ou  néga- 
tifs, inférieurs  ou  supérieurs  à  une  circonférence.  On  en  tire  immé- 
diatement les  formules  de  soustraction  : 

sin  (a  —  h)  =  sin  a  cos  b  —  cos  a  sin  b, 

cos  (a  —  Z>)  =  cos  a  cos /) -[- sin  a  sin  À, 

en  vertu  des  relations  : 

sin  ( — /*)  =  —  sin /j,  cos  ( — b)  =  cosb. 

Faisant     a  =  b,     il  vient  : 

sin  2a  :^  2  sin  a  cos  a,  cos  2a  =  cos -a  —  sin -a.  (3) 

On  pourrait  de  proche  en  proche  trouver  les  valeurs  de  sin  na  et 

de  cos /la;  mais  nous  étudierons  (§  22.'))  des  méthodes  plus  rapides. 

9^.  —  Des  formules  (i)  et  (.*i),  on  tire  immédiatement  le  système  : 

sin  (a  -)-  b)  -[-  sin  (a  —  b)  =  2  sin  a  cos  b , 
sin  (a  -\-  b)  —  sin  (a  —  b)  =  2  cos  a  sin  b  ; 
cos  (a  —  b)  -[-  cos  {a-\-  b)  =  2  cos  a  cos  A, 
cos  (a  —  b)  —  cos  (a  -|-  /))  =  2  sin  a  sin  h  ; 
qui  peut  s'écrire  : 

a-f?  a  — 3 


sin  a  -|-  sin  ji  =  2  sin  — j^— '    cos  — k" 
sin  a  • —  sm  p  =  2  cos  — \ —  sm  — s"^  •> 
cos  a  -|-  cos  ^  =  "2  cos 


cos  p  —  cos  a  =  J  sm  — ^ —  sin  — j— 
Il  suffît  de  poser  :      a  =  a-f-^<  ^  =  a  —  h. 


(*; 


(S) 
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^°.  —  Faisant  dans  les  formules  (4)  et  (T))     a  =  ~  ;  2,     ou     a  =  0 
on  trouve  : 


l+sinp  =  2sinM-f +  -^   , 


l— sin3r=2cos^(^-|-  +  |-y, 
cos  .3  =  2  cos-  -^ ,      l  —  cos  ^=z2  sin-  ^ . 


(6) 


0) 


/".  ' —  Le  lecteur  doit  se  rendre  compte  du  sens  de  ces  formules 
en  construisant  les  courbes  correspondantes.  La  figure  41  lui  montre 


-~^ 

..iy^^^^ 

- 

\.<< 

\^^ 

^y 

x^ 

X"^' 

Cos'^ 

c^y 

""^■^^c:-^^        \ 

y    p 

■ 

"■■^^^^-^^      \.  ■■■' 

"••..    /    co/-^X^ 

"X^ 

^ 

.J^^^  A' 

JC 

\ 

'/ 

\ 

\.£^^ 

y 

B'ig.  41. 

comment  il  faut  procéder;  elle  se  rapporte  à  la  première  des  for- 
mules (7).  Il  remarquera  que  construire  la  courbe  y  z=zf(^x '.  n) 
revient  k  construire  la  courbe  y  =  f[x) ,  puis  à  prendre  pour  les 
mêmes  ordonnées  des  abscisses  n  fois  plus  grandes;  autrement  dit, 
à  dilater  la  courbe  n  fois  dans  le  sens  des  abscisses. 

5**.  — Voici  des  relations  souvent  appliquées  qu'on  tire  immédia- 
tement des  formules  (3) ,  (7)  et  (6)  :  on  se  reportera  au  §  57  pour 
la  définition  de  la  tangente  et  de  la  cotangente. 


ig-2 


1  —  cos  [3 


sm  (S 


cotg-^ 


1  -[-cos 


sm  (3 


tg^ 


1  4-  sin  3 
1  —  sin^  * 


49.    Construction    des    tables    de    sinus;   valeurs   de 
quelques  sinus. 

i°.  —   On  vérifiera  immédiatement  les  formules  suivantes,  dites 
de  Simpson  [première  équation  (4)  et  première  équation  (5)  |  : 
sin(m-|-  !)/)=:  2  sin  mj6  cos  j& — ^sin{7n  —  !)/>, 
cos(m-j-  i )/)  =:  2  cos  mZ>  cos  Z>  —  cos  (m —  \)b. 
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Ce  sont  des  formules  de  récurrence  [^  12)  permettant  de  calculer  un 
terme  d'une  série  quand  on  connaît  un  certain  nombre  de  termes 
précédents  de  cette  môme  série.  Les  deux  séries  à  calculer  sont  : 

sin/),     sin2j6,     sin3/j,  ...         cos/>,     cos2/),     cosSb,... 

Soient  connus     sin  h  et  cos  h  ;     faisons     m  =  i ,     il  vient  : 

sin  21)  =z  2  sin  h  cos  h ,  cos  2b  =:  2  cos-  h  —  1 , 

formules  qui  donnent  :     sin2/>  et  cos  2h. 
Faisons     m  =  2,     il  vient  : 

sin  3h  =  2  sin  2b  cos  b  —  sin  b,  cos  3b  =  2  cos  2b  cos  b  —  cos  b, 

qui  donnent  :     sin  3by     cos  3b. 
Et  ainsi  de  suite. 
9^*.  —  On  choisit  pour  b  l'arc  de  10". 

L'arc  de  180**  vaut     ::  =  3,1416;     on  a  par  suite  : 

arc  10'  ==  g^|ôô:=  10 -\  4,84814. 

Comme  pour  de  petits  arcs,  on  peut  confondre  1  arc  et  le  sinus 
(voir  table  du  j:^  46),  et  le  cosinus  avec  l'unité,  on  posera  : 

sin  10"=  10  -\  4,84814,         cos  10  =1. 

On  pourra  donc  calculer  de  proche  en  proche  les  sinus  et  cosinus 
de  tous  les  arcs. 

S'\  -  -  On  peut  calculer  directement  une  série  de  lignes  trigono- 
métriques  qui  serviront  de  contrôle.  Dans  une  circonférence  de 
rayon  H,  on  a  pour  le  côté  : 

du  triangle  équilatéral  :  Rv'3  , 

du  carré  inscrit  :  R\  2  , 

de  l'hexagone  régulier  :  R, 

du  décagone  régulier  :  1^(\^  —  Ij  !  2. 

D'où  1  on  tire  : 

sin  45°  =  cos  45°  =  ^2  ;  2 ,        sin  30°  :=  cos  60°  =  1  ;  2 , 
sin60°=:cos30°  =  v^3~:  2,        sin  18°=r=:cos72°=:  (v/S"— 1)  :  4. 

cos  1 8°  =  cos 72°  =  \^iO-{- 2\IW  :  4. 

Utilisant  les  formules  du  paragraphe  précédent,  on  calculera  aisé- 
ment les  lignes  trigonométriques  de  9"  en  9°. 

50.  Formules  de  division. 

/".    AkC    donné    PAU    LE    COSIMS. 

Quand  l'arc  est  donné  par  son  cosinus ,  il  n'est  pas  complètement 
déterminé.  Une  infinité  d'arcs  ont  le  même  cosinus  (fig.  42);  ils  cor- 
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respondent  aux  points  d'intersection  A,  B,  G,  D,  ...  de  la  cosinu- 
soïde  avec  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  abscisses.  Si  nous  divisons 
ces  arcs  par  2,  3,    ...  ,  n,    nous   obtenons   une  nouvelle   série  d'arcs 


y 

iAa      \|3     !        b/î 

Xc     \              d/ 

^ 

0 

/;   \     K  i     / 

/  \      v^       / 

/            \                  V                  / 

jr 

^H|t| 

\c-i                        / 
-  -                  \'=^                    / 

Jrc  donne  jD3r 7e  Co^sinu^ 
Fig.  42. 

dont   les    sinus    (ou   les    cosinus)    ne    sont   pas    nécessairement   les 
mêmes. 

Il  est  d'abord  évident  que  pour  étudier  la  division  par  n ,  il  suffit 
de  considérer  les  arcs  compris  dans  n  périodes  de  la  cosinusoïde. 
Soit  en  effet  e   un   de   ces  arcs  ;    tous   les   autres   seront  de   la  forme 

£  -(-  Ir.nk  ;     leur  quotient  par  n  sera      —  -j-  1z.k^     dont  les  fonctions 

c 

circulaires  sont  les  mêmes  que  celles  de  l'arc      -^. 

Etudions  en  particulier  la  division  par  2.  La  figure  42  montre  immé- 
diatement que  les  sinus  de  tous  les  arcs  moitiés  des  arcs  qui  ont  même 
cosinus,  sont  égaux,  ou  égaux  et  de  signes  contraires  (points  a,  (i, 
y,  o)  ;  les  cosinus  de  tous  les  arcs  moitiés  des  arcs  qui  ont  même  cosi- 
nus, sont  aussi  égaux,  ou  égaux  et  de  signes  contraires  (points  ex.',  P  , 

y',  S'). 

Ce  résultat  satisfait  aux  formules  (7)  du  §  48  : 


sin 


i-W^ 


COS  £ 


cos 


:tv/ï 


-}-COS  £ 


2~— V  2  '         — 2— — V  2 

Pour  la  moitié  des  arcs  dont  le  cosinus  a  la  valeur  donnée  (valeur 
que  nous  appelons  cos  £) ,  il  faut  prendre  le  signe  -}-  ;  pour  l'autre 
moitié,  il  faut  prendre  le  signe  — .  Il  n'existe,  du  reste,  aucune  ambi- 
guïté pratique.  En  effet,  le  point  d'intersection  B,  par  exemple,  étant 
choisi,  l'arc  moitié  est  complètement  déterminé  (il  est  limité  par  la 
verticale  (^g'),  et  ses  fonctions  circulaires  sont  connues. 

^°.  —  Arc  donné  par  le  sinus. 

Les     considérations    par    lesquelles    débute     le    /",    sont    encore 
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valables.  Pour  étAidier  la  division  par  2,  il  suffit  donc  de  considérer 
deux  périodes  de  la  sinusoïde.  11  est  facile  de  voir  que  les  sinus  de 
tous  les  arcs  moitiés  des  arcs  qui  ont  même  sinus,  ont  quatre  valeurs 
distinctes,  deux  k  deux  égales  et  de  signes  contraires.  Les  cosinus 
de  tous  les  arcs  moitiés  des  arcs  qui  ont  même  sinus,  ont  quatre 
valeurs  distinctes,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  et  qui 


^rc  donnè/>ûr/e  Swu^ 
Fig.  43. 

sont  respectivement  égales  aux  valeurs  des  sinus.  C'est  ce  que  prouve 
immédiatement  la  ligure  4.'{. 

Voici  la  démonstration  algébrique.  On  a  : 


sin-  ^  -f~  ^^^'  "T  ^^  ^  • 


2  sin^cos^  =  sm  £, 

D'où,  en  posant     a  =  itl»     î'  =  it* 

sin  -^-  4"  CCS  ^  =  s\  î  -|-  sin  £  , 


sm  c\  — cos-^  =  ^yl 

£  1     ,       ,-^ 


sm  z 


(*) 


sm 


2  —  2"  (aV  *  +  s^"^  ^  +  ^V *  —  sin  z  ] , 

g         I         

ces  "9"  =  "ô"  [^^  -\-  sin  £  —  a'y/i  —  sin  s  ). 

Nous  trouvons  bien  quatre  valeurs,  puisque  nous  pouvons  rempla- 
cer l'un  ou  l'autre  des  symboles  j,  j,  par  le  signe  -j-  ou  le  signe  — . 
Les  quatre  valeurs  du  sinus  sont  bien  les  mêmes  que  les  quatre 
valeurs  du  cosinus. 

Répétons  que  l'indétermination  ne  provient  que  de  l'indétermi- 
nation   initiale  ;   si    on  précise  la  valeur  de  l'arc  qu'on   divise ,    les 
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fonctions   circulaires     du     quotient     sont     déterminées     sans   ambi- 
guïté. 

51.  Différentielles  du  sinus  et  du  cosinus. 

i°.  —  Soit  dx  un  arc  sur  lequel  nous  ne  ferons  d'abord  aucune 
hypothèse.  On  a  [  §  48,  formules  (1)  J  : 

sin  (.T  -f-  d.r)  —  sin  x  =  sin  x  (cos  dx  —  1  )  -f-  cos  x  sin  dx , 
cos  (x  -f-  dx)  —  cos  X  =  cos  x  (cos  dx  —  1  )  —  sin  x  sin  dx. 

Supposons  maintenant  que  dx  soit  une  quantité  plus  petite  que 
toute  quantité  donnée  ;  autrement  dit,  dx  est  la  différentielle  de  x. 
Nous  admettrons  comme  évidentes  les  relations  : 

cos(/x  =  l,  sin  dx  =  dx. 

D'où  :  d  sinx=:cosx  dx^  dcosx  =  —  smxdx. 

Montrons  la  concordance  de  ces  formules  et  des  figures.  Considé- 
rons, par  exemple,  la  sinusoïde  (fig.  40)  : 

y  r=isina?. 

Le  quotient  dy  '.  dx=:cosx,  mesure  la  pente  de  la  courbe.  En  0 
elle  est  maxima  ;  de  0  en  A,  elle  est  approximativement  constante, 
puisqu'elle  est  proche  d'un  maximum.  Elle  diminue  et  s'annule  pour 
x  =  T  :  2,     qui  annule  le  cosinus.  Puis  elle  devient  négative. 

Et  ainsi  de  suite. 

^°.  —  Pente  a  l'origine. 

Dans  la  sinusoïde  normale  (fig.  38),  pour  laquelle  les  échelles  des 
abscisses  et  des  ordonnées  sont  les  mêmes,  la  pente  à  l'origine  est  : 

cos  0  =  1. 

La  tangente  à  l'origine  est  bissectrice  des  axes  de  coordonnées. 
Mais  généralement  les  échelles  des  ordonnées  et  des  abscisses  ne 
sont  pas  les  mêmes.  Soit  à  étudier  les  courbes  : 

X  X 

y  r=  A  sin  2::  —  ,  ;3  =:  A  COS  2::  Y"  • 

A  représente  l'ordonnée  maxima  :  on  la  désigne  sous  le  nom 
d'amplitude  ;  a  est  la  longueur  d'abscisse  qui  correspond  à  la  période. 
Un  calcul  identique  au  précédent  donne  : 

dy         ,   2tz  ^     x  dz  .    ^t:    .^^^ 

dx  A  K  '  dx  A  A 

En  particulier,  la  pente  à  l'origine  est  pour  la  sinusoïde  : 

dx 
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La  tangente  à  Torigine  a  donc  pour  équation  : 

y  2'::x 

En  particulier,  elle  coupe  l'ordonnée  d'abscisse  x  =  \',  i^  à  une 
hauteur  y  donnée  par  la  formule  : 

y=zT.A:  2  =  1,57.  A. 

Ce  résultat  est  intéressant  quand  on  veut  construire  une  sinusoïde, 
ce  qui  arrive  à  tout  instant  en  Physique.  Pour  la  sinusoïde  normale, 
on  a   :     a  =  2'::A,     quelle  que  soit  l'unité  de  longueur  choisie. 

Corrélativement  la  tangente  à  l'origine  a  pour  équation  :     y=ix. 

S"".  —  Prendre  des  échelles  différentes  sur  les  axes  de  coordonnées 
pour  construire  les  courbes  : 

y  =  sin  X,         z=i  cos  x, 

revient  à  prendre  la  même  échelle  et  à  construire  les  courbes  : 

V  =  A  sin  2t:  —  ,  :;  =  A  cos  2-  ^-  . 

''  A  A 

52.   Amplitude,   phase  ou  décalage.   Somme  de  plu- 
sieurs sinusoïdes. 

/".  —  Soit  la  sinusoïde  : 

y-=i  A  sin  ((ox  —  x) . 

A  représente  Wunplifudc  :  c'est  l'ordonnée  maxima.  Nous  posons  : 
(ù  =  2z  '.  A.  La  longueur  dont  il  faut  se  déplacer  sur  l'axe  des  abs- 
cisses pour  obtenir  des  ordonnées  identiques  avec  des  pentes  iden- 
tiques, est  un  multiple  quelconque  de  "a.  Enfin  a  mesure  le  décalage 
ou  la  phase  ;  a  iixe  les  points  où  les  ordonnées  s'annulent,  les  zéros 
de  la  sinusoïde.  Pour  ces  points  on  a  : 

iùX  —  x  =  tir.,  x=  -ô;j  -\-  H  „2  • 

î?".  —  Supposons  tracées  plusieurs  sinusoïdes  de  même  période  : 

y^^A  sin  (co.r  —  a),  7/2  =  H  sin  ((oar  —  p),  ... 

Additionnons  les  ordonnées.  Nous  obtenons  une  nouvelle  courbe 
qui  est  une  sinusoïde  et  dont  il  s'agit  de  calculer  les  éléments. 

Soit:  Y  =  Rsin((ù.r  —  p), 

la  courbe  cherchée.  Identifions  : 

A  sin  [lùX  —  a)  -j-  B  sin  {iùx  —  fj)-j-  •••  =Rsin  (wx  —  p). 

Développons  les  sinus  ;  il  vient  : 

(A  cos  a  -f-  B  cos  fi  -(-...  )  sin  tùx  —  { A  sin  a  -]-  B  sin  |3  -f-  . . .  )  cos  (j)X 

=  R  cos  p  sin  lùx —  R  sin  2  cos  lùx. 
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Celte  condition  doit  être  satisfaite  identiquement,  c'est-à-dire  quel 
que  soit  x.  Il  suffît  de  poser  les  relations  : 

A  cos  a  4"  B  cos  p  -|-  •  •  •  =  R  cos  p  , 
A  sin  a  +  B  sin  (S  -^  . . .  =  R  sin  p  , 
qui  définissent  complètement  R  et  p. 

Montrons-le  comme  résultat  de  la  règle  de  Fresnel. 

53.  Règle  de  Fresnel. 

Raisonnons  sur  deux  sinusoïdes.  Prenons  des  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  OX,  OY.  Traçons  une  droite  OA  ayant  la  longueur 
A  et  faisant  avec  OX  l'angle  a  mesuré  par  l'arc  x  qui  entre  dans  î/^. 
Traçons  une  seconde  droite  OB  ayant  la  longueur  B  et  faisant  avec 
OX  l'angle  g  mesuré  par  l'arc  ^  qui  entre  dans  y^. 

Construisons  la  diagonale  du  parallélogramme.  Je  dis  que  sa  lon- 
gueur est  R  et  qu'elle  fait  avec  OX  un  angle  p  qui  correspond  à  l'arc  p 
que  nous  cherchons.  En  effet,  pro- 
jetons sur  OX  et  sur  OY;  on  a  : 

A  cos  a  -j-  B  cos  g  =  R  cos  p , 

A  sin  a  -[-  B  sin  g  =  R  sin  p. 

La  règle  se  généralise  immé- 
diatement pour  un  nombre  quel- 
conque de  sinusoïdes. 

Nous  supposons  que  les  angles 
a,  (3,  ...  sont  positifs.  S'ils  sont 
négatifs,  on  les  portera  en  sens 
inverse  de  la  flèche  f. 

Nous  supposons  A,  B,  ...  posi- 
tifs. S'ils  sont  négatifs,  après  avoir  déterminé  leurs  directions  au  moyen 
des  angles  a,  3?  on  les  portera  à  partir  du  point  0  sur  cette  direc- 
tion, mais  en  sens  inverse  y'  c'est  la  conséquence  de  la  relation  : 

A  sin  [(ùx  —  y-)  =  —  A  sin  [iùx  —  a-4-  tt). 

Enfin  nous  supposons  que  dans  la  somme  à  effectuer  il  n'entre  que 
des  sinusoïdes.  Si  l'une  des  courbes  se  présente  sous  la  forme  : 
Acos(w^  —  a),     on  utilisera  la  relation  : 

cos  ((.)/  —  a)  =  sin    -^  —  [lût  —  a)  \  =  sin  (  c 
On  opérera  comme  pour  un  sinus ,  mais  on  diminuera  l'angle  a  de 


Fig.  44. 


54.  Addition   de  deux   sinusoïdes  dont  les   périodes 
sont  peu  différentes.  Battements. 

Soit  à  additionner  deux  sinusoïdes  dont  les  périodes  sont  peu  diffé- 
rentes : 
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Four  simplifier,  nous  leur  donnerons  même  amplitude  : 

î/i  =  A  sin  wic,  î/2  =  A  sin  [(oj-j-w')-^  —  ^c],  (1) 

Y=-2/i  +  2/2  =  2A  cos(^-^  — |-jsin     («  +  -|-)^  — -|    •     (2) 

La  quantité  J  étant  très  petite ,  la  courbe  Y  possède  une  période 
très  voisine  des  périodes  des  courbes  composantes  (1);  mais  son  ampli- 
tude est  lentement  variable. 

Pour  énoncer  plus  commodément  le  résultat,  nous  introduirons  la 
fréquence.  C'est  le  nombre  de  périodes  dans  l'unité  de  longueur. 

TVT  /•    '  1  (0 

JNous  poserons  :         /requ€nce  =  y  =  -z-  =  -^^. 

Les  fréquences  des  courbes  composantes  sont  donc  o)  ;  2^  et 
(o)  +  o3')  :27:. 

La  fréquence  de  l'amplitude  est  (.>'  ;  i-  ;  elle  est  moitié  de  la 
différence  des  fré(juences  des  courbes  composantes.  C'est  à  ces  varia- 
tions d'amplitudes  qu'on  donne  le  nom  de  battements.  Si  le  phéno- 
mène mesurable  dépend  seulement  de  la  valeur  absolue  de  Tanipli- 
tude  et  non  de  son  signe,  il  aura  deux  maximums  par  période.  D'où 
la  conclusion  :  le  nombre  des  battements  dans  l'unité  de  longueur  est 
é(jal  à  la  différence  des  fréquences  des  courbes  composantes. 

Dans  la  })ratique,  il  s'agit  de  mouvements  ;  les  abscisses  x  repré- 
sentent des  temps.  La  règle  devient  :  le  nombre  des  battements  dans 
l'unité  de  temps  est  égal  à  la  différence  des  fréquences  des  mouve- 
ments composants. 

55.  Courbes  de  Lissajous. 
/".  —  On  appelle  courbes  de  Lissajous  les  courbes  qui  résultent 
de  la  composition   de   deux  mouvements  rectangulaires  exprimés  en 
fonction  du  temps  (variable  auxiliaire)  par  les  relations  : 

0?  =  Asin  ((0,/  —  a),  y  =  B  sin  (i^ij  —  g). 

Les  périodes  sont  : 

Tj  =  2-  ;  (,), ,         Tj  =  2::  ;  <i>,. 

Pour  que  la  courbe  décrite  soit  fermée,  on  doit  avoir  : 

mo)^=.  niô2,  «Ti  =  mTi  =  6, 

où  m  et  n  sont  des  entiers  que  nous  supposerons  premiers  entre 
eux.  Après  m  périodes  T^  de  l'un  des  mouvements,  par  conséquent 
après  71  périodes  T^  de  l'autre,  tout  revient  dans  l'état  initiaL 

i^".  —  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Les  courbes  sont  fermées  et 
inscrites  dans  des  rectangles  de  côtés  2A  et  2B.  Cherchons  comment 
elles  dépendent  des  paramètres  a  et  g. 
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Quand  nous  changeons  l'origine  des  temps,  nous  ne  modifions  pas 
la  forme  des  courbes.  Gela  revient  cependant  à  remplacer  : 

lù^t     par     6)i/-|-63iG,  0)2^     par     cù4-\-o^^. 

La  forme  des  courbes  dépend  donc  de  la  différence  : 

_2 L.  ■ 

Cùj  (1)2 

En  effet,  une  fois  le  changement  de  l'origine  des  temps  effectué, 
les  mouvements  deviennent  : 

a?  =  A  sin  (wj^  -|-  ^1^  —  ^)'  y  =  ^  sin  {to^^t  -j-  oisO  —  p). 

Le  temps  6  est  arbitraire  :  posons     g)i6  =  a  ;     il  reste  : 


=:AsinG)i^,  ?/ =  B  sin 


^+-(i-i)]^ 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

^°.  —  Prenons  le  mouvement  sous  la  forme  : 

.     .     2tm  .     2T.m  .  .  ... 

iP  =  Asm— -T— ^  ?/  =  bsm— TV— (^  —  t).  (1) 

Pour  obtenir  toutes  les  trajectoires  possibles,  il  suffit  que  la  cons- 
tante T  varie  de  0  à  : 

e   _  T,  _  T, 
mn         m  /i   ' 

autrement  dit,  le  mouvement  redevient  identique  à  lui-même  quand 
on  remplace  t  par  t-|-0  .*  nin.  En  effet,  changeons  l'origine  des 
temps,  ce  qui  ne  change  pas  la  forme  de  la  trajectoire  :  remplaçons 
t  par  t-\-^.  Ajoutons  6  !  mn  à  t;  le  nouveau  mouvement  a 
pour  équation  : 

..  =  Asm^(<  +  e),  2/  =  Bsin^(/  +  6-x-^).     (2) 

Ecrivons  que  les  mouvements  (1)  et  (2)  sont  identiques.  Les 
quantités  jj.  et  v  étant  des  nombres  entiers ,  il  suffit  de  poser  : 

n  '  mn        ^'  m  ^ 

d'où  :  mv  —  n\).=:z{,  (3) 

Cette  équation  peut  toujours  être  satisfaite  par  des  valeurs  entières 
de  !j.  et  de  V. 

Donc  la  période  pour  t  est  bien     G  ;  mn. 

4"  —  Le  calcul  des  courbes  se  fait  très  simplement,  grâce  à  la 
table  du  §  46.  La  figure  45  représente  le  cas  de  l'octave  : 

x  =  sin{2ix)t-[-o),  y  =  sincùt.  (4) 
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Le  changement  de  sens  de  circulation  du  mobile  se  produit  sur 
une  courbe  parcourue  successivement  dans  les  deux  sens  ;  par  suite, 
le  sens  de  circulation  y  est  indéterminé.  C'est  ici  un  arc  de 
parabole  : 


0  =  TU  ;  2  ;  .r  =  cos  2(ùt  =  cos^  oit  —  sin^  (,)t 


y  =  sin  lût 


La    figure  io  représente  la  moitié  du  phénomène  total.   Quand  5 


^ 

-^ 

JC 

^ 

$ 

X 

j^y 

i-o 

S-f 

5=f- 

i=« 

S-jx 

Fig.  '*5. 

varie  de  tt  à  2::,  on  obtient  des  courbes  symétriques  par  rapport  à 
une  verticale. 

La  variation  de  c  est  conforme  à  la  proposition  ,'^".  On  a  ici 
m  =  i,  /ir=2,  mn  =  2.  La  variation  c  doit  correspondre  à  la  moitié 
d'une  période  0  du  phénomène,  c'est-à-dire  à  une  période  du  phéno- 
mène périodique  le  plus  rapide  dont  l'élongation  est  x. 

t^".  —  Si  la  condition  :        //ifo,  =:  nwo, 

où  m  et  n  sont  des  entiers,  n'est  satisfaite  qu'approximativement,  la 
courbe  n'est  pas  fermée.  Soit  : 

une  valeur  voisine  de  (o,,  dont  le  rapport  avec  m,  est  rationnel.  Les 
équations  du  mouvement  peuvent  s'écrire  sous  la  forme  (4)  généra- 
lisée, à  la  condition  de  remplacer  to,  par  w',,  et  simultanément  de 
prendre  pour  o  une  fonction  linéaire  du  temps  facile  à  déterminer. 

Tout  se  passe  comme  dans  le  premier  cas ,  mais  avec  un  z  lente- 
ment variable.  On  observe  donc  successivement  toutes  les  courbes 
pour  lesquelles  les  fréquences  sont  dans  le  rapport  rationnel  et  qui 
correspondent  à  diverses  valeurs  de  o.  Par  exemple,  si  le  rapport 
est  voisin  de  2,  on  verra  successivement  les  courbes  de  la  figure  45 
et  les  courbes  symétriques  par  rapport  à  une  verticale. 

C'est  en  cela  que  consistent  les  battements  pour  deux  mouvements 
sinusoïdaux  à  angle  droit. 

56.  Fonctions  inverses  ;  arc  sinus,  arc  cosinus. 

/'\  —  Nous  avons  considéré  y  comme  fonction  de  x^  le  sinus  ou  le 
cosinus  comme  fonctions  de  l'arc.  En  considérant  (§  i)  l'arc  comme 
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fonction   du    sinus    ou    du    cosinus,    nous   définissons   les   fonctions 
inverses  : 

ip=r  arc  sin  ?/,  x  =  a.vccosy; 

X  est  l'arc  dont  le  sinus  est  2/,  ou  l'arc  dont  le  cosinus  est  y.  Tandis 
que  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  donné  sont  connus  sans  ambiguïté 
un  sinus  ou  un  cosinus  conviennent  à  une  infinité  d'arcs.  Donc  y  est 
une  fonction  uniforme  de  x,  tandis  que  x  est  une  fonction  multiforme 
de  y. 

Pour  s'habituer  au  maniement  des   fonctions  circulaires  inverses 
le  lecteur  construira  la  courbe  : 

2arcsin?/ — ^arcsina?  =  o. 

Plus    généralement,    il    reprendra    le    paragraphe    précédent,    en 
éliminant  la  variable  auxiliaire  t  des  équations  du  mouvement. 
^°.  —  Cherchons  les  dérivées  de  ces  fonctions.  Nous  avons  : 


y  =  sin  X,  dy  =  cos  x  dx  =  a\/1  —  y"-  dx  ; 

dy 


c/.r  =  r/(arc  sin  ?/' 

,  dy  =  —  sin 

dx  z=  d  [Sivc  cos  y)  = 


COS  .T,  dy  =  —  sin  x  dx  =  —  jy  1  —  2/"  dx  ; 

dy 


VI -2/^ 
a  représente  le  signe  +. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  pour  choisir  les  signes  en  se  reportant 
aux  figures  40,  42  et  43. 

Il  est  d'abord  évident  que  si  je  me  donne  un  arc,  son  cosinus  et 
son  sinus  étant  parfaitement  déterminés,  le  signe  à  donner  au  radi- 
cal l'est  aussi,  puisque  a\/\ — 2/"^  ^^^^  remplacer  l'une  des  lignes 
trigonométriques . 

Mais  si  je  me  donne  sinj?.  Tare  nest  pas  complètement  déterminé; 
les  arcs  qui  correspondent  au  même  sinus  se  groupent  en  deux  séries 
qui  admettent  des  dérivées  égales  et  de  signes  contraires.  L'indéter- 
mination est  donc  réelle,  et  le  symbole  c;  doit  subsister. 

On  trouve  les  mêmes  valeurs  absolues  pour  dx,  que  y  soit  un 
cosinus  ou  un  sinus,  parce  que  c'est  la  même  courbe  décalée  qui 
représente  les  deux  fonctions  :  les  variations  de  la  fonction  x  à  partir 
d'un  point  donné  ne  dépendent  point  de  ce  décalage. 


Tangente,  cotangente. 

57.  Définition  de  la  tangente  et  de  la  cotangente. 

/".  —  Soit  A  l'extrémité   de  Tare  dont  l'origine  est  le  point  0; 
prolongeons  le  rayon  AG  jusqu'à   sa  rencontre   avec  les   droites  A 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Bouasse.  D 
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et  A'  tangentes  au  cercle  aux  points  0  et  0'.  Nous  appellerons  tan- 
gente de  Tare  OA  la  longueur  Ot,  cotangente  du  même  arc  la  lon- 
gueur Oy. 

La  tangente  est  positive  par  convention  quand  le  point  t  est  au- 
dessus  de  la  droite  D,  négative  quand  il  est  au-dessous.  La  cotan- 
gente est  positive  quand  le  point  y  est  à  droite  de  D',  négative  quand 
il  est  à  gauche. 

Les  triangles  semblables  donnent  : 


i^X 


cotg  j:  = 


sm  X 


cosa?  ' 

cosj:r  _ 
sina? 


(i 


(2) 


On  vérifiera  que  les  relations  (i)  et  (2),  qui  définissent  la  tangente 


Fig.  46. 

et  la  cotangente  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus,  sont  exactes 
en  grandeur  et  en  signe,  quelle  que  soit  la  position  du  point  A  sur 
la  circonférence. 

Les  arcs  terminés  en  A  ou  au  point  diamétralement  opposé  A 
ont  même  tangente  et  même  cotangente;  d'où  la  relation  : 

tgJ^  =  tg(T:-|-x),  cotgj:'=:cotg(r+ar). 

La  période  de  ces  fonctions  est  donc  z. 

^.  —  Le  fonction  î/==tgir  est  nulle  pour  j^-^^^O.  Au  voisi- 
nage de  j?=::0,  la  courbe  se  confond  avec  la  bissectrice  des  axes. 
En  elTet,  sinic  se  confond  avec  x,  et  cos  x  est  quasiment  invariable 
et  égal  à  l'unité. 

La  tangente  de  Tare  x  devient  égale  à  l'unité  pour  x^=t.'.  i. 
Elle  croît  indéfiniment  quand  on  s'approche  de  r,  [  2.  Les  deux 
droites   D'   et  A   étant  parallèles,   la  tangente  est   plus   grande   que 


FONCTIONS  CIRCULAIUES  83 

toute  valeur  fixée  à  l'avance  pour  x  =  'î:  ',  2;  on  dit  qu'elle  est 
infinie;  on  pose     ig^r.  '.2)  =  oc 

Deux  droites  parallèles  peuvent  être  considérées  comme  se  coupant 
à  l'infini  à  l'un  ou  l'autre  de  leurs  bouts.  On  peut  donc  écrire  aussi 
bien  tg  (::  ;  2)  =  —  oc.  Ce  ne  sont  là  que  des  façons  de  parler 
commodes  pour  généraliser  les  énoncés. 

Dès  que  l'arc  est  supérieur  à  t:  ;  2 ,  la  tangente  reprend  une 
valeur  bien  déterminée,  très  grande  et  négative;  puis  sa  valeur 
absolue  diminue  pour  redevenir  nulle  quand  l'arc  atteint  la  valeur  t:. 
La  tangente  à  la  courbe  représentative  est  la  bissectrice  des  axes. 
Gomme  nous  savons  que  la  période  de  la  fonction  igx  est  x,  nous 
obtiendrons  la  suite  de  la  courbe  indéfinie  en  déplaçant  le  morceau 
que  nous  venons  de  construire,  de  kiz  parallèlement  à  l'axe  des 
abscisses. 

,^°.  —  On  vérifiera  de  même  que  cotgo?  est  positive  et  très  grande 
pour  toute  valeur  de  x  positive  et  voisine  de  0  ;  elle  diminue  quand  x 
croît.  Elle  coupe  tga?  sur  la  droite  A'  d'ordonnée  1  pour  x=^7:  '.  4. 
Elle  s'annule  pour  a?  =  7:  !  2;  la  tangente  à  la  courbe  représenta- 
tive est  alors  bissectrice  des  axes. 

Pour  a?  >-  t:  ;  2 ,  cotg  x  devient  négative  ;  sa  valeur  absolue  croît 
indéfiniment  quand  x  s'approche  de  ::.  Pour  x  =  '7:,  la  cotangente 
n'est  plus  définie;  pour  généraliser  les  énoncés,  on  pose  : 

cotg  7:  =  -l-  oc. 

.p,  —  Les  courbes  qui  représentent  igx  et  cotg  a?  sont  symé- 
triques par  rapport  aux  verticales  d'abscisses  : 

^  "2"  ^^'^  T  ' 
comme  il  résulte  de  la  relation  : 

cotg(|-a.)  =  cos(^-.T):sin(|-.^)-^';^^^^ 

50  _  En  définitive,  la  fonction  tg.T  est  complètement  définie  par 
la  fonction  sinrr,  puisque  cosa;  n'est  qu'un  sinus  décalé.  La  fonction 
cotgic  est  l'inverse  de  igx.  Pourtant  on  ne  se  contente  pas  de  la 
fonction  sini^;  qui,  à  la  rigueur,  suffit  à  tout,  parce  que,  dans  les 
applications,  la  combinaison  sina?:cosii?  et  son  inverse  se  pré- 
sentent fréquemment.  Il  est  bon  d'en  connaître  à  l'avance  les  pro- 
priétés et  d'en  avoir  dressé  des  tables  numériques. 

00  __  Un  arc  donné  par  sa  tangente  n'est  défini  qu'à  un  mul- 
tiple de  -::  près;  ses  sinus  et  cosinus  ne  sont  donc  donnés  qu'au 
signe  près  (fîg.  46).  On  a  : 

tg^-  ,   ___J 

—  V^i  -}-  tg^  iC  V  A  H-  ig  ^ 


8i  COURS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

58.  Table  des  tangentes  et  cotangentes. 


Angles 

Tangentes 

CoUngentes 

Angles 

Tangentes 

Cotangentes 

Angles 

Tangentes 

Cotangentes 

1 

0,0175 

57,2900 

31 

0,600'.» 

1,66  l.î 

61 

I.SOIO 

0,5543 

2 

03  i  9 

28,6363 

32 

6249 

1,6003 

62 

1,8807 

5317 

3 

0521 

19,0811 

33 

()494 

1,5.399 

63 

1,9626 

5095 

4 

0699 

11,3007 

34 

6715 

1,4826 

64 

2,0504 

4877 

5 

087;-) 

ll.i301 

35 

7002 

I.42H1 

65 

2,1445 

4663 

6 

1051 

9,5114 

36 

7265 

1,3764 

66 

2,2460 

4452 

7 

122K 

8,1413 

37 

7536 

1 ,3270 

67 

2,3559 

4245 

8 

no:) 

7,1154 

38 

7813 

1,2799 

68 

2,4751 

4040 

9 

1 58  1 

6,3138 

39 

809H 

1.2349 

69 

2,6051 

3839 

10 

176;? 

5.6713 

40 

8391 

1,1918 

70 

2,7475 

3640 

11 

19  i  1 

5.1 ii6 

41 

8693 

1,1504 

71 

2,9042 

3443 

12 

2126 

4,7046 

42 

9004 

1,1106 

72 

3,0777 

3249 

13 

2309 

4,3315 

43 

9325 

l,072i 

73 

3,2709 

3057 

li 

2i93 

4.0108 

44 

9657 

1,0355 

74 

3.4874 

2867 

]f) 

2679 

3.7321 

45 

1 ,0000 

1,0000 

75 

3,7321 

2679 

1«) 

2«67 

3,1871 

46 

1 ,0355 

0,19657 

76 

4,0108 

2493 

17 

'MY.r, 

3,27(19 

47 

1,0724 

9325 

77 

4,3315 

2309 

18 

32  19 

3.0777 

48 

1,1106 

9004 

78 

4,7046 

2126 

lf> 

3  1  i3 

2,9042 

49 

1,1504 

8693 

79 

5,1416 

19i4 

20 

36  10 

2,7175 

50 

1,1918 

8391 

80 

5,6713 

1763 

21 

3839 

2.6951 

51 

1,2319 

8098 

81 

6,3138 

1584 

22 

10  10 

2.J751 

52 

1,2799 

7813 

82 

7,1154 

1405 

23 

'•2  15 

2,3559 

53 

1,3270 

7536 

83 

8,1443 

1228 

2  1 

1  152 

2.2460 

54 

1,3761 

7265 

84 

9,5144 

1051 

2r> 

166;i 

2.1  115 

55 

1,4281 

7002 

85 

11,4301 

0875 

26 

1877 

2.05(14 

5() 

1,4826 

t)7  45 

86 

14,3007 

0699 

27 

5095 

1 .9ti26 

57 

1,5399 

6191 

87 

19,0811 

0524 

28 

5317 

1.8807 

5S 

1 ,6003 

6249 

S8 

28,6363 

0349 

29 

55l;i 

1.8040 

59 

1,6643 

6009 

89 

57,2900 

0175 

■HO 

577  1 

1.7321 

60 

1,7321 

5774 

90 

yz 

0 

f 


59.  Différentielles  de  la  tangente  et  de  la  cotangente. 
—  Partons  de  la  relation  : 


y  =  ^^^ 


sin  j:* 


COSiF  ' 

et  traitons  tg  x  comme  une  fonction  composée  (§  9)  : 

dx 
sin-  X  dx  dx 


d  sinx 

dy  =  (l  i^  x=z     _■_ -f-  sin  x  d 


COS  J" 

di/  =  dx  -\- 


\  COS  X  / 


Sin  X     , 

— 2  ^  d  COS  Xj 


COS'X 


COS*  a: 


COS*  X 


La  pente  di/  '.  dx  est  toujours  positive,  ce  qui  est  évident  d'après 
la  figure  46.  Pour  que  la  fonction  puisse  croître  toujours,  il  faut  que 
périodiquement  il  existe  une  discontinuité  qui  diminue  brusquement 
sa  valeur.  C'est  ce  qui  arrive  pour  toutes  les  valeurs  de  l'arc  qui 
annulent  les  cosinus. 
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2".  —  Partons  de  la  relation  : 

cosa? 
y  =z  coter  X  = , 

et  traitons  cotg:^?  comme  une  fonction  composée  : 

,          ,      ^             dcosx    .               ,1                  ,          cosa:    ,    . 
dtj  =  a  cote:  x  =  — -. +  cos  x  cl    .     ~  =  —  dx r-^r—  d  sm  x, 

,  ,  cos^a?    ,  dx 

dy  =  —  dx  —  — r-^ —  dx 


sm^  X  sm^  X 

La  pente  dy  \  dx  est  toujours  négative.  Mêmes  remarques  que 
plus  haut. 

60.  Fonctions  inverses  :  arctangente,  arccotangente. 

/^.  —  Considérons  les  fonctions  inverses  : 

X  r=:  arctg  y,         a?  ==  arccotg  y  ; 

X  est  l'arc  dont  y  est  la  tangente  ou  la  cotangente;  x  est  évidem- 
ment une  fonction  multiforme  de  ?/.  On  a  : 

dx           ^\ii- X -\- cos^  X  /   .    I    IN  7 

y  =  i^x,         dy  =  ^^^  = -^ .dx^iy^^qdx, 

dr—  "^y 

X  j  dx  sin^a:?  +  cos-a:^    ,  /i    i      =,\j 

Pas  d'ambiguïté  sur  les  signes,  car  nous  savons  que  la  tangente 
et  Tare  varient  toujours  dans  le  même  sens,  que  la  cotangente  et 
l'arc  varient  toujours  en  sens  contraires. 

^''.  —  Voici  une  formule  intéressante  : 

Soit  :  2/==%^.         2/'  =  %'^'- 

A  ,    i      \      '\        sin(a?4-a:^0  _   tg.T  +  tga?^   —.^..+11. 

On  a  :  %  (^  +  ^  )  =  ^^^^T^')  - T^Tt^^^Z "  1 -- ^2/' * 

y  -\-y' 
a:^  -f-  a?'  =  arctg  y  -f  arctg  y'  =  arctg  J^ZT^  • 

On  établira  aisément  des  formules  analogues  pour  l'arccotan- 
gente. 
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Sécante,  cosécante. 


61.  Définition  de  la  sécante  et  de  la  cosécante. 

Reprenons  la  figure  46.  Soit  A  rextrémité  de  Tarca:.  Nous  poserons  : 

sécx  =  GT,         coséca7  =  Cv. 

Ces  nouvelles  fonctions  sont  conventionnellement  positives  quand 
la    droite    qui   les   définit    passe   par  l'extrémité    de   l'arc.    Ainsi  la 


Fig.  M. 


sécante  comme   le  cosinus  est   positive   dans  les  quadrants  1    et  â/^ 
négative  dans  les  quadrants  ^  et  A.  On  a  :  / 

&  _  eu  1 

GÂ~ 


CA 


CM 
CÔ' 


sécx^ 


cdsa?  • 


coséc  X 


sina: 


Comme  le  cosinus  n'est  qu'un  sinus  décalé  de  t.  '.  2  parallèle- 
ment aux  abscisses,  la  sécante  n'est  qu'une  cosécante  décalée  de 
7:  ;  2.    Elles  seront  donc  représentées  par  les  mêmes  courbes. 

On  voit  dans  la  figure  47  une  sinusoïde  et  la  cosécantoïde  corres- 
pondante. Les  deux  courbes  sont  tangentes  pour  les  arcs  nmltiples 
impairs  de  t.  [2;  pour  les  multiples  pairs,  le  sinus  s'annule,  la 
cosécante  croît  indéfiniment.  Comme  le  sinus  change  alors  de  signe, 
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la  cosécante  passe  brusquement  de  -j-oc  à  — oc,  ou  de  — oc 
à  -|~^^-  La  courbe  est  asymptote  aux  verticales  qui  correspondent 
à  ces  abscisses. 

Nous  signalons  seulement  ces  fonctions  circulaires;  on  ne  s'en  sert 
jamais^  du  moins  en  France.  Aussi  nous  n'en  donnons  pas  de  tables. 
Au  besoin  on  les  calculera,  à  partir  de  la  table  des  sinus,  à  l'aide 
d'une  table  des  inverses. 


Fonctions  usuelles  construites  avec  les  fonctions 
circulaires  fondamentales. 


62.  Étude  de  la  fonction    sina?  ;  x. 
j'\  —  Nous   connaissons   les   valeurs  de  s  in  a?  en  fonction  de  a?; 
nous  pouvons  donc  calculer  les  quotients     sin  x  \  x    et  construire  la 


Fig.  48. 

courbe  représentative  point  par  point.  La  figure  48  représente  le 
résultat  du  calcul. 

Il  est  d'abord  évident  que  les  courbes  sin  x  et  siux  \  x  ont 
leurs  zéros  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  la  valeur     a?  =  0     exceptée. 

Pour  a;  =  0,  le  quotient  sin  x  \  x  se  présente  sous  la  forme 
0  :  0  ;  évidemment  cela  ne  signifie  quelque  chose  que  convention- 
nellement.  Mais  nous  savons  que  pour  de  petites  valeurs  de  x, 
sin  a?  est  très  sensiblement  égal  à  a?,  et  d  autant  plus  voisin  de  x 
que  X  est  plus  petit. 

Nous  admettrons  donc  comme  évident  que  la  limite  du  quotient 
sin  X  ',  X     est  Vunité,  quand  x  s'annule. 
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Sécante,  cosécaiite. 


61.  Définition  de  la  sécante  et  de  la  cosécante. 

Reprenons  la  figure  46.  Soit  A  rextrémité  de  Tarca:.  Nous  poserons  : 

séc:r=r:CT,  coséca7  =  Cy. 

Ces  nouvelles  fonctions  sont  conventionnellement  positives  quand 
la    droite    qui   les   définit    passe   par   Fextrémité    de   l'arc.    Ainsi  la 


\-          !            / 

\0î                                                           / 

\o'                [                    / 
V"               1                  / 

0 

yri\ 

î                             ZK 

/  ^ 

/ 

f. 

1 

1    -^ 
1    \    V 

Fig.  '.7. 


sécante   comme   le   cosinus   est   positive   dans  les  quadrants  1    et   WJ^ 
négative  dans  les  quadrants  ^  et  A.  On  a  :  / 


Ct   _  CO 
CA        CM  ' 

^^^^^co-sx 

Gy         CO' 

C0SéCd7  =  — ^ 

CA 


CN 


sma: 


Gomme  le  cosinus  n'est  qu'un  sinus  décalé  de  z  '.  2  parallèle- 
ment aux  abscisses,  la  sécante  n'est  qu'une  cosécante  décalée  de 
t:  ;  2.     Elles  seront  donc  représentées  par  les  mêmes  courbes. 

On  voit  dans  la  figure  47  une  sinusoïde  et  la  cosécantoide  corres- 
pondante. Les  deux  courbes  sont  tangentes  pour  les  arcs  multiples 
impairs  de  t:  :  2;  pour  les  multiples  pairs,  le  sinus  s'annule,  la 
cosécante  croît  indéfiniment.  Comme  le  sinus  change  alors  de  signe. 


FONCTIONS  CIRCULAIRES 


87 


la  cosécante  passe  brusquement  de  -|-oc  à  — oc,  ou  de  — oc 
à  -[~^^-  La  courbe  est  asymptote  aux  verticales  qui  correspondent 
à  ces  abscisses. 

Nous  signalons  seulement  ces  fonctions  circulaires;  on  ne  s'en  sert 
jamais  y  du  moins  en  France.  Aussi  nous  n'en  donnons  pas  de  tables. 
Au  besoin  on  les  calculera,  à  partir  de  la  table  des  sinus,  à  l'aide 
d'une  table  des  inverses. 


Fonctions  usuelles  construites  avec  les  fonctions 
circulaires  fondamentales. 

62.  Étude  de  la  fonction     sina?  :  x. 
/°.  —  Nous   connaissons   les  valeurs  de  s  in  a?  en  fonction  de  xy 
nous  pouvons  donc  calculer  les  quotients     sin  x  '.  x    et  construire  la 


Fig.  48. 


courbe  représentative  point  par  point.  La  figure  48  représente  le 
résultat  du  calcul. 

Il  est  d'abord  évident  que  les  courbes  sin  x  et  sin  x  ;  x  ont 
leurs  zéros  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  la  valeur     x  =  0     exceptée. 

Pour  x==0 ,  le  quotient  sin  x  [  x  se  présente  sous  la  forme 
0  ;  0;  évidemment  cela  ne  signifie  quelque  chose  que  convention- 
nellement.  Mais  nous  savons  que  pour  de  petites  valeurs  de  x, 
sin  a?  est  très  sensiblement  égal  à  a;,  et  d'autant  plus  voisin  de  x 
que  X  est  plus  petit. 

Nous  admettrons  donc  comme  évident  que  la  limite  du  quotient 
sin  a?  ;  X     est  l'unité^  quand  x  s'annule. 
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Nous    pouvons    dire   la    même    chose    en    d'autres   termes. 
D'une  manière  générale  nous  avons  : 

d  sin  X  =  cos  x  dx. 

Au  voisinage  de     j"  =  0,     on  a  sensiblement  : 

dx=^x,         (/ sin  .r  =  sin  j:  —  sinO=:rsinic. 

D'où  enfin  sensiblement  :     sin  a?  ;  x  =  cosic. 

Cette  relation  ne  s'applique  qu'au  voisinage  immédiat  de  x  =  0. 
Nous  démontrerons  (§  257)  les  relations  plus  approchées  : 

sin  x  =  X  —  -TT-  ,      cos  x=\  —  -^ ; 

j,   ,  sin  a?        .        x^  .    x^ 

a  ou  :  =1 ^-  =  cos  x  -\-  -ô-  . 

X  6  '3 

La  courbe  que  nous  construisons  reste  au-dessus  de  la  cosinusoïde 
pour  de  petits  arcs  (fig.   i8). 

S^.  —  Comme  il  faut  diviser  les  ordonnées  sin  x  par  une  grandeur 
qui  croît  avec  x  (ici  elle  est  égale  à  x^  mais  notre  remarque  est  plus 
générale),  les  maximums  et  minimums  de  sin  x  ;  x  ont  évidemment 
lieu  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites  que  les  maximums  et  mini- 
mums de  sin  x. 

Pour  préciser,  calculons  la  dérivée  de     y=zsin  x  ',  x. 

,          ,  sin  .r        cos  X    ,          sino?    ,          1   /                 sina^X, 
(iij  =  a r=z dx  —       ^     ax=      I  cos  x —  mx. 

^  X  X  x^  X  \  X      } 

Les  maximums  et  minimums  sont  fournis  par  la  condition  : 
dy  _ 


dx 


0,         tgj-^j-. 


Nous  étudierons  plus  loin  cette  équation  transcendante  (§^66). 
Nous  montrerons  que  les  valeurs  de  x  qui  y  satisfont,  sont  : 

0,  -^  .  0,96,  ''^  .  0,98,  '^-  .  0,99,         -^,    - 

La  diiîérence  des  abscisses  des  maximums  et  minimums  des  deux 
courbes  est  d'abord  considérable  (z  !  2);  elle  tend  rapidement 
vers  0. 

63.  Table  des  fonctions     i/  =  s\n  x  ;  x    et    y-  =  {sinx  ;  x)*. 

Voici  les  tables  des  fonctions  sin  a;  ;  x  et  (sinx  ;  xY  qui  inter- 
viennent souvent  en  Optique.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
construire  la  courbe  représentative  de  la  seconde. 

Les  valeurs  de  x  choisies  correspondent  à  des  multiples  de  15". 
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X 

x^2t. 

X  +  i-K 

X 

y 

y' 

y 

y' 

y 

y' 

Oo 

0 

10000 

10000 

0 

0 

0 

0 

15û 

0,262 

9889 

9774 

396 

16 

202 

4 

30o 

0,524 

9546 

9119 

735 

54 

382 

15 

450 

0,785 

9003 

8105 

1001 

100 

528 

28 

6O0 

1,047 

8270 

6839 

1183 

140 

637 

41 

750 

1,309 

7379 

5445 

1 274 

162 

695 

47 

90o 

1,571 

6366 

4053 

1274 

162 

709 

50 

1050 

1,832 

5271 

2778 

1191 

142 

671 

45 

I2O0 

2,094 

4135 

1710 

1035 

107 

589 

35 

1350 

2,356 

3001 

901 

819 

67 

474 

22 

150o 

2,618 

1910 

365 

507 

26 

329 

11 

1650 

2,880 

899 

81 

282 

8 

167 

3 

I8O0 

3,142 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1950 

3,403 

—  760 

58 

—267 

7 

—  162 

3 

2IO0 

3,665 

1364 

186 

503 

25 

309 

10 

2250 

3,937 

1801 

324 

692 

48 

i29 

18 

240o 

4,189 

2067 

427 

828 

69 

516 

27 

2550 

4,451 

2170 

471 

900 

81 

567 

32 

27O0 

4,712 

2122 

450 

909 

83 

578 

33 

2850 

4,974 

1942 

377 

858 

74 

552 

30 

300O 

5,236 

1 654 

274 

752 

57 

486 

24 

3150 

5,498 

1286 

165 

600 

36 

391 

15 

330o 

5,760 

868 

75 

416 

17 

273 

7 

3450 

6,021 

430 

18 

210 

i 

139 

2 

64.  Résolution  de  l'équation  sin  x  =  ax. 
/".  — ■  Les  équations  de  cette  nature  portent  le  nom  de  transcen- 
dantes, par  opposition  avec  les  équations  algébriques  dont  il  est 
parlé  au  Chapitre  IL  Résoudre  les  équations  transcendantes,  c'est, 
comme  précédemment,  chercher  une  valeur  de  la  variable  qui,  subs- 
tituée dans  l'équation,  la  transforme  en  une  identité.  //  n'y  a  d'autre 
méthode  générale  que  de  tâtonner;  mais  il  faut  apprendre  à  diriger 
les  tâtonnements. 
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Considérons  les  deux  courbes  (lig.  49   : 

y==:sinx,  z  =  ax. 

Nous  savons  les  construire  l'une  et  l'autre  ;  les  racines  de  l'équation 
à  résoudre  sont  données  par  leurs  points  d'intersection.  En  effet,  ils 
sont  définis  par  la  condition  que,  pour  la  même  abscisse  x,  les 
ordonnées  soient  les  mêmes  : 

yz=z,  sin:r  =  aj". 

Menons   donc    (fig.    49)    des   droites    de    plus    en    plus    inclinées 


^^ 


\       ^^ 

6 

\>n            Arc 

\           ^ 

Fig.  49. 

1,    2,    3,    ...;    étudions    comment   elles   coupent   la   sinusoïde. 

Mais  une  remarque  essentielle  est  nécessaire.  Dans  la  sinusoïde 
normale  ,  c'est-à-dire  pour  laquelle  les  échelles  des  abscisses  et  des 
ordonnées  sont  les  mômes,  la  période  en  abscisses  )v  (§51)  doit  être 
2;:  fois  l'ordonnée  maxinia.  Il  n'en  est  pas  ainsi  sur  notre  figure;  la 
période  X  est  à  l'ordonnée  maxima  dans  le  rapport  12;  5  =  2,4. 
C'est  dire  que  toutes  les  ordonnées  ont  été  multipliées  par  : 

2z:  2,4  =  2,61. 

On  ne  l'oubliera  pas  dans  la  construction  des  droites.  Ainsi  la  droite 
y=zx^  qui  doit  être  tangente  à  la  sinusoïde  à  l'origine,  a  effective- 
ment pour  équation  :     î/r=2,61j-. 

Raisonnons  comme  si  la  ligure  49  était  normale. 

t^".  —  Ceci  posé,  pour  toutes  les  droites  dont  le  paramètre  a  est 
plus  grand  que  1,     seule  la  valeur     j^  =  0     satisfait  à  l'équation. 

Il  n'y  a  qu'une  racine. 

11  semble  d'abord  qu'il  en  soit  de  même  pour  la  droite  y=:^x. 
Mais  si  la  racine  .r  =  0  existe  encore  seule,  elle  jouit  de  propriétés 
particulières.  Non  seulement  la  droite  y  =  x  est  tangente  à  la 
sinusoïde,  mais  encore  c'est  une  tangente  d'inflexion;  nous  disons 
(8  33)  qu'il  y  a  trois  racines  égales. 

Inclinons  la  droite  davantage  (droite  3)  :  il  n'y  a  plus  que  deux 
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racines  simples:  x  =  0  et  une  autre  comprise  entre  0  et  x.  Jus- 
qu'au moment  où  la  droite  4  devient  tangente  à  la  seconde  boucle 
de  la  sinusoïde;  il  y  a  alors  deux  racines  simples  (a?o  =  0,  iCi-<7u) 
et  une  racine  double.  Pour  la  droite  5,  nous  avons  quatre  racines 
simples.  Pour  la  droite  6,  quatre  racines  simples  et  une  racine 
double.  Et  ainsi  de  suite.  Nous  nous  bornons  aux  racines  positives. 
J°.  —  On  peut  faire  la  même  discussion  au  moyen  de  la  figure  48. 
Nous  devons  satisfaire  à  l'équation  : 

sina? 

X       ' 

cela  revient  à  trouver  les  intersections  de  la  courbe     y=sinx  ;  Xy 
et  de  la  droite  horizontale     z=^a. 

Plaçons  cette  droite  suffisamment  haut  et  faisons-la  descendre. 

Elle  ne  commence  à  rencontrer  la  courbe  y  =  sinic  ;  x,  que  pour 
a  =  l.  Elle  lui  est  alors  tangente.  Abaissons-la  davantage,  elle 
coupe  la  courbe  une  fois.  Puis  elle  devient  tangente  à  une  boucle 
non  tracée,  qui  se  trouve  comprise  entre  les  abscisses  2t.  et  Sx. 
Puis  elle  coupe  cette  boucle  en  deux  points.  Et  ainsi  de  suite  :  nous 
retrouvons  les  résultats  précédents. 

^".  —  Il  y  a  cependant  un  désaccord  dont  la  raison  est  très  inté- 
ressante. 

La  première. méthode  nous  donne  toujours  une  racine  pour  icr=iO, 
quel  que  soit  a.  Manifestement  la  seconde  méthode  n'en  donne  pas. 
Gela  tient  à  ce  que  le  rapport  sinic  ;  x  n'a  réellement  pas  une 
valeur  déterminée  pour  it;  =  0  ;  il  n'a  la  valeur  1  que  convention- 
nellement,  comme  limite.  Étant  quelconque,  il  peut  être  représenté 
par  l'axe  Oy  tout  entier  :  il  est  donc  coupé  par  une  horizontale, 
quelle  que  soit  sa  hauteur. 

5°.  —  Déterminer  dans  la  première  méthode  les  valeurs  de  a  pour 
lesquelles  les  droites  sont  tangentes  aux  boucles  successives  de  la 
sinusoïde,  revient  à  déterminer  dans  la  seconde  méthode  les  ordon- 
nées maxima  de  la  courbe  sina;  ;  r.  Les  abscisses  de  tangence 
sont  (§  62)  fournies  par  la  condition  : 

i^x^=:x, 

65.  Étude  de  la  fonction    i^x\x. 

Pour  ic^O,  i^x'.x  se  présente  sous  la  forme  0  ;  0;  la 
fonction  n'existe  que  par  convention.  Nous  lui  donnons  la  valeur  limite 
que  prend  le  quotient     i^x  ',x     quand  x,  d'abord  très  petit ,  s'annule. 

Nous  devons  répéter  ce  que  nous  avons  dit  à  propos  du  sinus. 
Nous  avons  : 

V    X    y^^o  V     X       cosa?/^^o  \    f     / 

puisque     cos  a?  =  1  ,     pour     a?  ^=  0. 
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Autrement  dit,    on   a   sensiblement  pour   de   petits   arcs  (§   62)   : 


D'où  : 


tgx 


i+-r. 


lim 


igx 


=  i. 


Les    deux    courbes     y  =  igx,      Y^tgj^ia;,      se   coupent    pour 
xz=i;     cet  arc  correspond  à  un  angle  de  57°  17'  45"  {radian). 
Quand   X  s'approche    de     r.  .  2 ,     la   tangente   et,    par   suite,    son 
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/ 
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/ 
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2 

Fig.  :/). 

quotient  par  r  augmentent  indéfiniment.  Ceci  est  vrai  pour  tous 
les  multiples  impairs  de  r,  '.2\  la  courbe  tgr  ;  x  a  les  mêmes 
asymptotes  que  la  courbe  i^x. 

Tandis  que  la  courbe  tg  x  est  symétrique  par  rapport  aux  points 
d'ordonnées  nulles  et  d'abscisses  tc,  2::,  ...,  il  n'en  est  plus  de 
même  de  tgo?  ;  r.  Après  ces  points  elle  se  rapproche  de  l'axe  des 
abscisses  plus  qu'avant. 

Pour  X  très  grand,  la  courbe  i^  x  \  x  tend  vers  la  forme  ABGD; 
l'ordonnée  est  partout  quasiment  nulle,  sauf  tout  près  des  asymp- 
totes où  elle  croît  très  rapidement.  Pour  ces  asymptotes  mêmes,  sa 
valeur  dépasse  toute  valeur  fixée  à  l'avance. 

66,  Résolution  de  Téquation    tg  x  =  ax. 

Pour  résoudre  cette  équation ,  nous  emploierons  le  procédé  du 
§  64. 

Posons  ^rrzrtgx,  3  =  ax  ;  déterminons  les  points  d'intersection 
de  ces  deux  courbes. 
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Il  est  évident  (fîg.  51)  qu'ils  sont  toujours  en  nombre  infini.  Outre 
la  racine  x=:0,  il  existe  des  racines  qui  se  rapprochent  des 
valeurs  x=z(^2k-\-\)'K  '.  2,  d'autant  plus  que  a  est  plus  grand 
(droite  plus  rapprochée  de  la  verticale)  et  que  le  numéro  d'ordre  k 
de  la  racine  considérée  est  lui-même  plus  grand. 

On    utilise   fréquemment    en   Physique   les    racines    de    l'équation 


Fig.  51. 


igx=:x.  Elles  résultent  de  l'intersection  de  la  courbe  y  =  igx, 
par  la  bissectrice  des  axes,  ou  plus  généralement  (si  les  échelles 
ne  sont  pas  les  mômes  pour  les  abscisses  et  les  ordonnées)  par  la 
tangente  à  l'origine  de  cette  courbe.  Les  voici  : 


0, 


37U 


.  0,96, 


St: 


^"0,99,         ^,. 


2    •  "'*''''  2    *  ^'^^'  2 

Elles  sont  très   voisines   des  valeurs  approchées,  comme  il  est  du 
reste  évident  d'après  la  figure  51. 


CHAPITRE  IV 


APPLICATIONS  DES  LIGNES  TRIGONOMÉTRIQUES 


Le  cadre  de  cet  ouvrage  et  son  esprit  nous  interdisent  tout  déve- 
loppement sur  la  résolution  des  triangles  plans  ou  sphériques.  Les 
personnes  (géodésiens,  officiers  de  marine,  ...)  qui  se  livrent  habi- 
tuellement à  cet  exercice,  ont  des  traités  spéciaux;  pour  les  autres, 
l'intérêt  est  rigoureusement  nul.  Nous  rappellerons  simplement  les 
propositions  générales  et  d'usage  courant. 


Trigonométrie  plane. 


67.  Propriétés  des  angles  d'un  triangle. 

'jo.   —   Soit  AlU^    un    triangle    (|uelc()n(pie,    dont    les    côtés    sont 

a^  b,  c ,    et  les  hauteurs  corres- 
pondantes    3t,  [i,  Y  (fîg.  o2). 
i\  —  On  a  : 

a  =  b  sin  C  =  c  sin  B  ; 

d'où  : 

sin  C        sin  B         sin  A      ,,. 
c      =-A-  =  -"a-'    ^^) 

'C    par  analogie. 

Les  côtés  sont  proportionnels 
aux    sinus    des    angles   opposés. 

^\  —  On  a  :  a^AcosG-j-ccosB, 

j6  =  ccos  A-|-acosG,  (II) 

c  =  a  cos  B  -J-  />  cos  A. 

Ces  relations  expriment  que,  par  exemple,  le  côté  a  est  égal  à  la 
somme  des  projections  des  côtés  A  et  c  sur  le  côté  a. 


Fig.  52. 
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S"".  —  Dans  [la  première  relation,  remplaçons   cosG   et   cos  B  par 
leurs  valeurs  tirées  des  deux  autres.  Il  vient  : 

b  —  ccosA    ,       c  —  bcosA 

a2=.^2_j_c2_2/,ccosA, 
et  par  analogie  :  /)2  __  ^s  _j_  ^^2  —  2ca  cos  B,  (Hn 

c'^  =  a'^^h'~  — 2ab  cos  C, 
4\  —  Posons  :  2p  =  a-\-b~{-c. 

On  tire  de  la  première  équation  (III)  : 

^  —  cos  A  ^  [a-{-b  —  c){a~b  +  c)  ^  {p  —  b){p  —  c)_ 
2  ~  ^bc  jjc  ' 

1  4-cosA  ^  {b^c-\-a){b-\-c~a)  __p[p  —  a) 
2  "  kbc  ~  bc 

D'où  (§  48,  S^)  : 

et  quatre  autres  formules  par  analogie. 

68.  Aire  du  triangle  et  du  parallélogramme. 

y^  —  On  a  : 

2S  =  aa  =  a/>  sin  G  =  7;c  sin  A, 

2S  =  bc  sin  A  ==  ca  sin  B  =  ab  sin  G ,  (V) 

On  obtient  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  côtés  du 
triangle,  en  doublant  les  résultats  précédents. 

^^  —Delà  formule  (§48,  /°)  :         sin  A  =  2  sin  A  eos  A^ 
jointe  aux  relations  (IV),  on  tire  : 


^  =  ^P[p-^){P~b){p-c)  (VI). 

3°.   —  S  peut  s'exprimer  en  fonction  d'un  côté  et  des  angles  adja- 
cents : 

.^c       z-      •     A         o  sin  A  sin  B         ,  sin  A  sin  B  ,_.,_, 

2S  =  bc  sm  A  =  c- -—^r, =  c^    .    ..    ,   pr  .         VII 

smG  sm(A-f-B)  ^       ^ 


Trigoiîoiiiétrie  spliérique. 

69.  Triangles  sphériques  ;  triangles  supplémentaires. 

/°.  —  On  appelle  triangle  sphérique  une  portion  ABG  de  sphère 
limitée  par  des  arcs  de  grands  cercles  a,  j6,  c.  G'est  la  figure  tracée 
sur  la  sphère  par  trois  plans  a,  i),  c,  qui  passent  par  le  centre.  Les 
arcs    a,  i?,  c,     s'appellent  les  côtés  du  triangle  ;  nous  les  supposerons 


COURS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


Fig.  5:v 


toujours   moindres   qu'un   demi    grand    cercle.    Les   angles   dièdres, 

A,  B,  G,    sont  les  angles  du  triangle. 

Nous  pouvons   toujours  prendre   pour  unité  le  rayon  de  la  sphère 

sur   laquelle  se  trouve  le  triangle  sphérique  ;   les  longueurs  des  arcs 

a,  h,  c,  sont  alors  mesurées  par  des 
nombres  qui  sont  les  arcs  au  sens  trigo- 
nométrique  du  mot. 

^°.  —  Par  le  centre  de  la  sphère,  menons 
trois  droites  perpendiculaires  aux  plans 
/< ,  />,  c.  Elles  coupent  la  sphère  en  six 
points,  deux  à  deux  placés  aux  extrémités 
d'un  diamètre.  En  choisissant  convenable- 
ment les  extrémités  A',  B',  G',  nous 
pouvons  former  un  nouveau  triangle  dont 
les  côtés  sont  encore  inférieurs  à  un  demi 
grand  cercle  et  qu'on  appelle  triangle  po- 
laire    du    premier  ;    réciproquement ,     le 

premier  est  polaire  du  second.  On  vérifiera  immédiatement  que  les 

côtés    de   l'un    des    triangles   sont    supplémentaires    des   angles    de 

l'autre:  ,'t'-|- A  =:ci-|- A'  =  7:, 

/^'-t-B  =  />-fB'  =  r, 
c'-|-G=:c-fG'  =  r. 

Donc  toute  relation  démontrée  entre  les  angles  et  les  côtés  d'un 
triangle  sphéri(jue  quelconque,  devant  s'appliquer  également  bien  à 
l'un  et  l'autre  triangles  polaires,  subsiste  quand  on  y  remplace  les 
angles  par  les  suppléments  des  côtés,  et  les  côtés  par  les  suppléments 
des  angles. 

70.  Relations  fondamentales. 

Soit  ABG  un  triangle  sphérique  (lig.  .'iij.  Menons  un  plan  par  le 
sommet  A  perpendiculairement  à  l'arête  OA.  Les  droites  AB'  et 
AG'  sont  tangentes  en  A  aux  arcs  de  grands  cercles  c  et  b.  On 
a  donc  par  définition  (voir  la  petite  ligure  en  haut  et  à  droite)  : 


AB^  =  tgc, 


1 


cosc, 
cos  h. 


OB'=rsécc 
ÂC  =  tgZ>,         OC  =  séc/>=rl: 
Dans  les  triangles    ABC'  et  OB'G'    on  a  : 
FC^ÂB^+ÂC'  — 2AB^.  ÂG'  .  cos  A 
^(JB^=-'_|_(JC'='  — 2  0B'  .  OC  .  cosa. 
Dans  les  triangles  rectangles     AG'O,  AB'O, 

A0=4;  ÔC^^^ÂCT^  +  l,  Ôir'  =  AF^-fl. 

Substituant  dans  (1),  changeant  les  signes,  il  vient  : 
2  -|-  2  tg  c  tg  j&  cos  A  =  2  cos  a  ;  (cos  b  .  cos  c) . 


:*) 


on  a 
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D'où  enfin  : 

cos  a  =  cos  b  cos  c  -[-  sin  j6  sin  c  cos  A, 

et  par  analogie  :  cos  b  =  cos  c  cos  a  -]-  sin  c  sin  c-z  cos  B, 

cos  c  =  cos  a  cos  b  -[-  sin  a  sin  b  cos  C. 
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(II) 


Fig.  54. 

Appliquons  ces  relations  au  triangle  polaire  (§  69    : 
cos  A  ==  —  cos  B  cos  C  -|-  sin  B  sin  G  cos  a, 
cos  B  =■  —  cos  C  cos  A  -|-  sin  G  sin  A  cos  b, 
cos  G  =  —  cos  A  cos  B  -|-  sin  A  sin  B  cos  c. 

Remarque  I. 

Supposons  les  arcs  a,  b,  c,  infiniment  petits;  le  triangle  sphérique 
devient  plan.  Admettons  (§  62)  qu'on  puisse  poser  (aux  infiniment 
petits  du  second  ordre  près,  s:;  10)  : 


cos  a 


1  — 


2 


sin  a 


a. 


La  première  des  formules  (I)  s'écrit  : 


i-^=(i 


c-  \ 
1  —  -^  I  -|-  j6  c  cos  A  ; 


d'où,  en  ne  conservant  que  les  infiniment  petits  du  second  ordre  : 

a^  =zr  j6-2  _|_  c-  —  2  /)  c  cos  A. 

Gette  formule,  applicable  à  un  triangle  plan  infiniment  petit, 
l'est  à  tout  triangle  plan  semblable.  Nous  retrouvons  donc  la  pre- 
mière formule  (III)  du  §  67. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Bouasse.  7 
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Cherchons    ce  que  deviennent  les  formules  II  quand  a,  b,  c,  sont 
inhninient  petits.  Il  faut  poser  cosa=:  I  : 

cos  A  =  —  cos  B  CCS  C  -f-  sin  H  sin  C  =  —  cos  (B  -|-  C)  ; 

A+B  +  C^::. 

Elles  signifient  donc  que   la  somme  des  angles  d'un  triangle  plan 
vaut  deux  droits. 

71.  Propriété  des  sinus. 

Résolvons  la  première  équation  i  Ij  par  rapport  à  sin  A  : 

.    ,  .         ,  ,  .         ,         (cos  a  —  cos  b cos  cV 

sm-  A  =  I  —  cos-  A  =  1  — .    _  ,  -^—^ —  ; 

sin^/>sin-c  ' 

sin-  A ^  1  —  fcos-  a  -j-  cos*  b  -\-  cos-  c)-\-'2  cos  a  cos  b  cos  c 

sin-  a  sin-  a  sin*  b  sin-  c 

Le  second  membre  est  symétrique  en    //,  b,  c;    d'où  la  relation  : 

sin^A  sin- B  sin-C 

sin*  a  sin*/;         sin'c 

Comme  il  s'agit  d'angles  inférieurs  à  t:  dont  les  sinus  sont  positifs, 

sin  A         sin  B         sin  C  ,,„ 

on  a  :  —■ =  —- — r=~-- •  (III) 

sui  a  sin  b         sin  c  ^      ' 

Les  sinus  (les  a/i;/lcs  sont  proportionnels  aux  sinus  des  cotés  opposés. 
Remakoik. 

Si  les  arcs  a,  b\  c,  sont  infiniment  petits,  le  triangle  devient  plan. 
On  j)eut  confondre  ces  arcs  et  leurs  sinus;  d'où: 

sin  A         sin  B  sin  C 

a  b  c     ' 

Cette  forinule,  applicable  à  un  triangle  plan  infiniment  petite  Lest  à 
tout  triangle  plan  sem])lal)le.    Nous  retrouvons  la  formule  I  du  §  67. 

72.  Autres  relations. 

Partons  des  relations  (Ij  : 

cos  a  =1  cos  b  cos  c  -|-  sin  b  sin  c  cos  A, 
cos  c  =z  cos  a  cos  b  -\-  sin  a  sin  b  cos  C. 
D'où  :     cos  a  =  cos/>  (cosa  cos />-|-sinflsin/>cosC)-)-sin/>sinccos  A, 
cos  a  sin*  b  ■=  sin  a  cos  b  sin  h  cos  C  -|-  sin  b  sin  c  cos  A . 
Divisons  par    sin  a  sin  b  : 

cotg  a  sin  b  =  cos  b  cos  G  -f-  sin  c  cos  A  ;  sin  a. 
Utilisons  les  formules  (111),  il  vient  enlin  : 

cotg  a  sin  A  ^=::  cos />  cos  G-|-  sin  C  cotg  A, 


,1 PPLIGA  nom  Dl^-S^  LIGNES  TmaONOMÉ  TRiQ  UES 

ei  par  analogie  :  cotg-  asinc=^  gos  c  gos  B  -[-  sin  B  cotg  A  ; 
G0%  j6  sin  c  =  GOS  c  GOS  A  -[-  sin  A  Gotg  B, 
cotg  h  sin  a  r=  GOS.  a  gos  C  -|-  sin  C  Gotg  B  ; 
cotg  c  sjn  a.r^  cos  a  cos  B  -|-  sin  B  cotg  G, 
cotg  c  sin  h  =  qos  b  co;S: A -[-  '^in  A  cotg  G. 
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73.  Triangles  rectangles. 

Nous    poserons     A  =  ':t  ;  2     dans    les    relations    précédentes. 
On  trouve  les  dix  formules  : 


cos  a  =:=  GOS  h  cos  c, 

sin  h  =  sin  a  sin  B, 

ig  Jj=zig  a  cos  G, 

tgy>=:  sin  c  tg  B, 

GOS  B  =  sin  G  cos  b. 


cos  a  =^-  cotg  B  cotg  G  ; 
sin  c  =  sin  a  sin  G  ; 

tg  c  =  tg  a  cos  B  ; 

tg  c  =  sin  b  tg  G  ; 
cos  G  =  sin  B  cos  c. 


Le  lecteur  cherchera  ce  que  deviennent  ces  formules  quand  Tes 
arcs  a,  L,  c,  sont  infiniment  petits,  c'est-à-dire  quand  le  triangle 
rectangle  devient  plan. 

74.  Angles  solides  ;  surface  des  polygones  sphériques. 

i°.  —  Soit  une  courbe  fermée  quelconque  G.  Une  droite  passe  par 
le  point  0  et  s'appuie  constamment  sur  la  courbe  :  elle  détermine  un 
cône.  Avec  le  point  0  comme  centre  ,  traçons 
une  sphère  dont  nous  prendrons  le  rayon 
pour  unité;  par  suite,  l'unité  d'aire  sera 
l'aire  du  carré  ayant  ce  rayon  pour  coté. 

On  appelle  angle  solide  du  cône.  Taire 
de  la  portion  de  sphère  déterminée  par  le 
cône. 

Représentons-nous  un  parapluie  fermé  : 
l'angle  solide  déterminé  par  l'étod'e  est  nul. 
Ouvrons- le  de  manière  que  l'étoffe  sup- 
posée élastique  s'applique  sur  le  plan  nor- 
mal au  manche  ;  l'angle  solide  est  moitié 
de  la  sphère,  soit  St:.  Enfin  rabattons  l'étoffe 
contre  le  prolongement  idéal  du  manche, 
comme  il  advient  dans  la  pratique  par  un 
grand  vent  :  l'angle  solide  vaut  l'aire  de  la  sphère,  soit  4tc. 

La  considération  des  angles  solides  est  fondamentale  en  Physique  ; 
îeur  mesure  se  ramène  à  la  mesui^  des  aires  des  portions  de  sphère 
limitées  par  des  courbes  données.  Voici  quelques  exemples. 

5°.    AlUE    DU    FUSEAU  *,    ANGLE    SOLIDE    d'uN    ANGLE    DUÎDRE. 

On  appelle  fuseau  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère  limitée  par 
deux  grands  cercles    AB"A',    AG'A',    passant  par  les;  extrénaités  d  un 


Fig.  55. 
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diamètre  commun    AA'.     Le  cône  correspondant  est   formé  par  les 
deux  plans  passant  par  ce  diamètre  :  son  sommet  est  en  0. 

L'aire  S  du  fuseau  est  évidemment  proportionnelle  à  l'angle  plan 
^  du  dièdre    C"()B' .     Cet  angle   est  égal    à 

l'angle  que  font  entre  elles  les  tangentes 
menées   en  A  aux  deux  grands  cercles. 

Aussi  dirons -nous  que  l'aire  du  fuseau 
est  proportionnelle   à    l'angle   A. 
On  a   :     S=rAA. 

Pour      A  =  2::,       Taire    du    fuseau    est 
égale  à  celle  de  la  sphère,  soit  4?:. 

Le  coefficient  de   proportionnalité   /.-  se 
trouve  ainsi  déterminé  : 


1              ** 

^-^^/ 

^-4 

r^^ 

\^ 

i 

B" 


A' 


h  =  'l. 


Srrr2A 


Ainsi  l'aire  du  fuseau  est  égale  à  deux 
fois  son  angle  plan.  Gela  veut  dire  que,  pour  avoir  cette  aire,  il  faut 
multiplier  par  2A  l'aire  du  carré  qui  a  pour  côté  le  rayon  de  la 
sphère. 

//  va  de  soi  que  A  nest  pas  évalué  en  derjrés^  mais  en  radians. 

L'unité  d'angle  (radian)  évaluée  en  degrés  est  57"  17   45"  ():{  65). 

,S'\     AiRK     DU     TRIANGLE    SPHKRIQUE  ;     ANfiLE     SOLIDE    LIMITÉ   PAU    UNE 

PYRAMIDi;    IRI ANGULAIRE. 

Considérons  les  trois  fuseaux  déterminés  par  les  angles  A,  B,  C, 
du  triangle  sphérique  ABC.  Admettons  comme  évident  que  le  fuseau 
C  peut  être  constitué  par  les  triangles    GAB  et  GA  B'.     On  a  : 

fus  A  +  fus  B  +  fus  C  =  1/2  sphère  -f  2  aire  ABC  . 

D'où  :  aire  ABC  =  (A  +  B  +  C)  —  -. 

La  surface  d'un  triangle  sphérique  a  pour  mesure  Ve.rcès  de  l» 
somme  de  ses  trois  angles  sur  deux  angles  droits  {excès  sphérique). 

Ainsi  la  surface  de  la  sphère  étant  ir,  la  surface  du  triangle  tri- 
rectangle  (tel  que  serait  AB"(]"  si  l'angle  A  était  droit)  est  z  !  2. 
D'autre  part,  ses  trois  angles  sont  droits:  l'excès  sphérique 
est     3z  !  2  —  7:  =  z  ','2.     Le  théorème  est  vérifié. 

Il  résulte  de  là  (jue  la  somme  des  angles  d'un  triangle  sphériqut 
est  toujours  supérieure  à  x.  Pour  que  l'excès  sphérique  soit  nul,  i 
faut  que  l'aire  soit  elle-même  nulle  :  le  triangle  est  infiniment  peti 
et  assimilable  à  un  triangle  plan  (|^  70,   Remarque  II). 

4"".  —  Aire  d'un  polygone  spiiérioue  de  n  côtés. 

Il  suffit  de  le  décomposer  en  triangles  sphériques  pour  voir  qu 
son  aire  S  est  égale  à  la  somme  I  de  ses  angles  intérieurs  diminué 
de    (/i  — 2)r. 

D'où  résulte  que  la  somme  des  angles  intérieurs  dun  polygon 
sphérique  est  toujours  supérieure  à  celle  d'un  polygone  plan  du  mém  • 
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nombre  de  côtés.  Elle  ne  lui  devient  égale  que  lorsque  Taire  du 
polygone  sphérique  s'annule  ;  il  est  alors  assimilable  à  un  polygone 
plan,  tracé  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère. 

Evaluons  la  somme  E  des  angles  extérieurs  du  polygone. 

On  a  :     S  =  1  —  (/i  — 2)77,       E  +  l^n-;     d'où:     E=r27:  — S. 

La  somme  des  angles  extérieurs  d'un  polygone  sphérique  est  égale 
à  Vexcès  de  2t.  sur  l'aire  de  ce  polygone.  Elle  ne  devient  égale  à  2x 
que  si  Taire  s'annule  :  le  polygone  est  assimilable  à  un  polygone 
plan  tracé  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère. 

Elle  est  nulle  pour     S  =  27:;     le  polygone  est  un  grand  cercle. 

Remarque.  Si  les  polygones  sont  tracés  sur  une  sphère  de*  rayon  R, 
on  obtient  leurs  aires  en  multipliant  par  R^  les  expressions  précédentes. 


75.  Aire  des  zones;  angle  solide  d'un  cône  circulaire. 

On    appelle    zone    une    portion    de    sphère    comprise    entre    deux 
plans  parallèles  qui  en  sont 
les   hases.   La    distance    des 
bases  est    la    hauteur  h   de 
la  zone. 

i".  —  L'aire  d'une  zone 
prise  dans  une  sphère  de 
rayon  R,  est  2'âR/i.  En 
effet,  considérons  la  zone 
de  très  petite  hauteur  li- 
mitée par  les  plans  AA,  BB 
(fîg.  57).  Nous  pouvons  l'as- 
similer à  un  cône  tronqué. 
Coupons  ce   cône  suivant   une   génératrice   et   développons-le. 

Nous  obtenons  un  fraj^rment  de  couronne  circulaire  dont  Taire  est  : 


0 


AB 


S  = 
OD 


.a  +  B,8 
1 


r  :      -=- 


ABr=27:DG  .  AB. 
Sr=:2::0D  .^^  =  2znh. 


(1) 


yjp  DC  cos  0 

Soit  maintenant  une  zone  de  hauteur  finie.  Par  des  plans  paral- 
lèles aux  bases,  décomposons-la  en  zones  de  hauteurs  h^,  hc,,  ... 
L'aire  totale  est  la  somme  des  aires  de  ces  zones  élémentaires. 

D'où  :  S  =  2T.R{h,-{-h,+  ...)  =  2T.Y{h ; 

h  est  la  hauteur  totale. 

S\  —  On  appelle  calotte  une  zone  dont  Tune  des  bases  est  un 
plan  tangent. 

L'aire  de  la  calotte     EHF     est  : 

S  =  2tA\  .  HG  =  2rR  f OH  —  OG)  =  2t:R^(  1  —  cos  0 j.       (2) 


ÏUU 
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Par  suitOy^on  a  paur  Vnnffle  solide  il' un  cône  circulaire  dont  le  dcmi- 
an(/le  nu  sammet.êsst  i)  : 

L>^2~(1— cos'O),  (2^) 

formule  fondamentale  en  Ëlectricité  et  en  Magnétisme. 

S".  —    Cette   formule  est   un    cas   particulier   d'une    formule    plus 
générale.  L'aire  d'une  zone  quelconque  peut  s'écrire  : 

S-±i=  2::R-(cos  Oo  —  cos  0,;,  ;  {[') 

Oo  et  ()^  sont  les  côlalitudes  des  cercles  de  base,  le  diamètre  normal 
aux  bases  jouant  le  rôle  de  lif/ ne  des  p(U(*s.  Quand  on  pose  Oo='^^ 
on  retrouve  la  calotte  ;  la  formule  (1)  redonne  (2'). 


Angle  (l'une  courbje  avec  h'S  axes  on  avec  d'auli*es 

c<>iirl;es. 


Dans  les  paragraphes  suivants,  nous  employons  la  même  échelle 
pour  les  abscisses  et  les  ordonnées.  Toute  modification  d'échelle  pour 
Tune  des  coordonnées   modifie,    en  effet,    les   angles   des  figures. 

Les  <2xns  sitnt  reclanr/ulaircs. 

76.  Pente  d'une  courbe.  Angle  d'une  droite  avec  les 


axes. 


/".     -  Nous  avons  défini   la  ponte  de  la  courbe  ADM  au'point  \ 
par  le  ({uolient     dif  \  J.r,     (|ui  est  la  limite  du  rapport      DK  ;  Al^î^ 


y 

\ 

/ 

c/ 

/ 

C      cfa- 

G/ 

/ 

\ 

-4 

Fig.  .8. 


quan'd  I)  se  rapproche  indéfiniment  de  A;   simultanéiHent  les  points 
C  et  D  tendent  à  se  confondre. 


On  a  donc  : 


dy        A  H 
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La i/)e/i/e  mesure- donc  la  tangente  de  Ta ngle  a  que  fait  la  tangente 
à  la  courbe  avec  Taxe  des  x  (a  n'est  déterminé  qu'à  ^  près).  On  voit 
la  nécessité  de  supposer  la  même  échelle  pour  les  deux  coordonnées  : 
l'équation  (1)  n'est  exacte  que  dans  cette  hypothèse. 

â"".  —  Mesurons  les  arcs  sur  la  courbe  à  partir  d'une  origine  quel- 
conque Q;  posons  L}\=s.  ,  Puisque  les  points  B  et  G  finissent 
par  se  confondre,  le  triangle  curviligne  ADE  tend  vers  un  triangle 
rectiligne  rectangle;  on  a  donc  : 

limAD2r=limAC*  =  (/.9^        ds'^  =  dx'^  + dy\  (2) 

Est-il  besoin  de  dire  que  cette  équation  n'est  exacte  qu'à  la  limite? 
Si  l'on  considère  les  quantités  ds,  dx,  dy ,  non  plus  comme  des 
infiniment  petits  (c'est-à-dire  des  quantités  qui  tendent  vers  0),'mais 
comme  des  quantités  petites,  même  très  petites,  la  relation  (2)  n'est 
qu'approchée.  Elle  l'est  d'autant  plus  que  les  quantités  sont  plus 
petites. 

A  la  limite ,  on  a  exactement  (pour  un  choix  convenable  de  l'angle  :>-)  : 

dx  .  dii  . 

jEnjprenant  le  quotient  et  en  additionnant  les  carrés,  on  retro^uve 
bien  les  relations  (1)  et  (2). 
S'\  —  Droite. 
Tout  ceci  est  applicable  à  la  droite  : 

ax-\-by-\-c=z{).  (4) 

On  a:  -^  =  -^=tga. 

L'équation  (4)  peut  donc  prendre  la  forme  : 

a^sina  —  ycosy.=:d.  (3) 

Identifions  (4)  et  (o);  il  vient  : 

.     •  ^  .  ~^ 

-Ksm  a  =     ,  ,  -1-  cos  a 


V/a^-f-i^-   '  ~  \la^  +  t' 

Considérons   la   droite  NA  normale  à  GA.    Elle  fait  avec  Ox  un 
angle  j3  tel  qu'on  ait  : 


3  =  a  +  ^,  sin.pr^.cosx,  cosfi  =  — sma. 


L'équation  de  NA  a  donc  la  forme  : 
X  sin  [ù  —  y  cos  g  =  e,         ou  encore  :  a;  cos  x  -[-  ?/  sin  a  — •«. 

Nous  avons  maintenant  une  interprétation  du  §  24.  Dire  que  pour 
deux  droites  normales,  les  pentes/)  et /)'  sont  liées  par  la  relation 
pp' =  — 1,     revient  à  dire  qu'on  a  : 

tgxtg.S=--1,  si  ^,;5=r=a  +  -f. 


Iftl  COUns  DE  MA  THÉ  M  A  TIQ  ['ES  GÉNÉRALES 

77.  Angle  de  deux  droites;  angle  de   deux  courbes. 

j".  —  Soit  les  droites  : 

a.r  -|-  Z>î/  -j-  c  =  0  , 
a'x-\-Jj'ij-{-c'  =  0. 
Elles  font  avec  Taxe  des  j?  les  angles  a  et  3  • 


sin  a  =  —-—zr-TT-—  ,  cos  ol  =  — 


sin  3  =  — -.       ,  — — ,         cos  ,i 


_,   ,  ..  hh'-\-aa' 

D  ou    :  cos  Y  =  cos     W  y.)  — S-i— T rr^' 

Pour  (jue  les  droites  soient  normales,  on  doit  avoir  : 

cosY  =  0,  />/>'-}- aa' =  0 , 

relation  déjà  établie  par  une  autre  voie  (§  24,  •^**). 

:^".  —  Soit  à  calculer  l'anp^lo  y  que  font  les  tangentes  à  deux 
courbes  :  y=/',(.r),  y'  =  fjx') ,  par  exemple  en  un  point  d'inter- 
section. On  trouve  immédiatement,  d'après  le  paragraphe  précédent  : 

d.cdx'  -\-  di/dy' 
En  particulier,  si  les  courbes  sont  normales,  on  a  : 

Supposons  les  courbes  données  sous  la  forme  : 
/-.(.r,  ,v)  =  0.  Ak,  !/)  =  0. 

Différentions  ces  équations  (^  9)  : 

La  condition  de  normalité  (par  exemple,  au  point  d'intersection  de 
coordonnées  .r,  y)  est  : 

78.  Changement  d'axes  de  coordonnées. 

Rapportons  \e  point  V  d'abord  au  système  d'axes  rectangulaires 
O.T,  Oy.  ensuite  au  système  d'axes  rectangulaires  0.r',  Ot/',  qui 
a  même  origine  et  fait  Tangle  0  avec  le  premier. 

Projetons  le  parcours  OAP  sur  O.r',  puis  sur  Oy' ;  il  vient  : 

OG  =  ÔE -]- EC ,  .r'  =  .rcos6  +  î/sin9, 

ÔD  =  ÔF+FÎ5,         y  =  — xsine-fycose.  ^   ^ 
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Inversement  projetons   le  parcours  OCP   sur  Ox ,  puis  sur  Oy  il 
vient':         OA  =  OG -f- (jA  ,  ii:*  =  ic' cos  6  —  î/'sine, 

OB  =  OH  +  HB,         î/=:.r'sin0-f  î/'cose.  ^^^ 

Il  est  clair  que  les  formules  (1)   et    (2)  se  déduisent  les   unes  des 


A        G 


Fig.  59. 


autres  en   remplaçant  .r,  y,  par  x',  y\  et  inversement,  et  en  rem- 
plaçant e  par  — 0. 

On  n'oubliera  pas  que      0F  =  —  FO,      GA  =  —  AG. 


79.  Retour  sur  le  choix  des  fonctions  circulaires. 

Nous  pouvons  maintenant  revenir  sur  ce  que  nous  disons  au  §  44. 
Chaque  fois  qu'il  s'agira  d'exprimer  l'angle  de  deux  droites,  les  dis- 
tances d'un  point  à  une  droite  ,  généralement  les  propriétés  métriques 
des  figures  composées  de  points,  de  droites  et  de  cercles,  nous  aurons 
à  considérer  des  fonctions  circulaires  qui  se  ramènent  aux  sinus, 
cosinus,  tangente  et  cotangente,  c'est-à-dire  en  définitive  au  sinus. 
Il  n'existe  en  réalité  qu'une  fonction  circulaire  à  laquelle  toutes  les 
autres  se  réduisent. 

Nous  insistons  sur  cette  conclusion ,  parce  que  la  méthode  est 
générale.  Nous  la  retrouverions  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques (§  185),  si  le  cadre  de  cet  ouvrage  nous  permettait  d'insister. 
Etant  données  des  fonctions  devant  jouer  un  certain  rôle  et  définies 
en  conséquence,  il  s'agit  toujours  de  déterminer  combien  il  en 
existe  d'essentiellement  différentes,  puis  comment  on  peut  ramener 
les  autres  à  celles-là,  qu'on  prend  naturellement  le  plus  simples  pos- 
sible. 
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Coordonnées  polaires. 


80.  Formules  fondamentales. 

I".  —  Nous  repérons   chaque   point   A  du  plan   :    1°  par  l'angle  ô 
que   fait  avec   une    droite  Ox   de  référence  le  vecteur  OA  qui  joint 

l'origine  0  au  point  A  ; 
2"  par  la  distance  OA 
de  l'origine  au  point  A. 
Le  point  B  de  la 
courbe  voisin  de  A  est 
repéré  par  un  angle 
6-j-^70,  et  par  une  dis- 
tance : 

Les  formules  usuelles 
proviennent  immédiate- 
ment de  ce  qu'à  la  limite 
le  triangle  curviligne 
ADB  (formé  de  l'arc 
de  cercle  AD,  de  la 
droite  1)B  et  de  l'arc 
de  1  a  courbe  A  B  =  (Is) , 
triangle  ([ui  est  toujours  rectangle  en  D,  devient  rectiligne.  La  droite 
AG,  tangeiltc  en  A,  linit  i>ar  se  coiffondre  avec  l'arc  AB  de  courbe. 

Posons  :  Al)==/v/0,  110=:  Jr,  \n  =  (Js. 

■â"". —  Soit  a  L'angle  que  fait  la  tangente  AC  en  A  avec  le  rayon 
vecteur  QA,  angle  compte  positivem^?nt  jdans  le  même  sens  que. ^,. 
î'i  partir  du  rayon  vecteur  vers  la  tangente.  Qn  a  .immédiat^nxent  : 


y 

N 

N 

\ 

\ 

B, 

l 

^ 

X^ 

)^ 

^d{)^ 

^-^ /j 

\ 

V 

/  ! 

'> 

JC 

(h^  =  ilr'-^r^d(j', 


dr 
cos  %  =    .- 
(Is 


>r(I() 


^^^^  =  -.7r 


sm  a=: 


nlf) 


,Kcrire  que  le  rayon  vecteur  r  est  maximum  ou  minimum,  revient 
;\  .écrire  que  l'angle  :x  est  droit  : 

S*".  —Soit  r  =  /'(fj),  l'équation  de  la  courbe.  Posons  que  r  s'an- 
nule pour  0  =  Oq.  Cherchons  quelle  est  alors  la  direction  de  la 
tangente  à  la  courbe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  valeur  de 
l'angle  a. 
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Un  changement  xle  la  droite  de  référence  (§  34-,  3o  :  changement  de 

variable  .:    -6=0 Oo)    permet  de  poser  que  r  s'annule  pour    ©^=0. 

Nous  apprendrons  plus  tard  à  développer  /"(B-J-Oq)  en  série  .-suivant 
les  ^puissances  croissantes  de  La  variable  0.  Au  voisinage  de  0=irO, 
ne  conservons  que  la  puissance  inférieure  du  développement  dont  .la 
valeur  l'emporte  infiniment  sur  celles  des  autres  termes  (^  36,  3^'), 
Posons  donc,  con  for  même  itt  à  ?iotre  hypothèse  ; 

Donc  a,  est  nul  pour  0  =  0.  Lorsque  le  rayon  vecteur  s'annule 
pour  une  valeur  6o  de  ^^  la  tangente  à  la  courbe  se  confond  avec  la 
direction     G  =  6o     de  ce  rayon  vecteur. 

-^^  —  La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur 
la  tangente  est  : 

p 


OP 


r  sni  7.  = 


ds 


81.  Spirale  d' Archimède  ;  sous -normale. 

/".  —  La  spirale  d'x\rchimède  a  pour  équation  :      r=:aO. 

On  tire  de  là  :  tg  a  ^  r  ;  a  =  ô. 

La  tangente  de  Tangle  a,  nulle  à  l'origine,  croît  indéfiniment. 
Donc  laltangente  à  la  spirale  est  confondue  avec  le  rayon  vrecteur  Oir 
à  l'origine  (j^  80,  3^)\  à 
mesure  que  6* croît,  l'angle  a 
augmente  et  tend  vers '::  ;  2. 

La  spirale  est  naturel- 
lement indéfinie  dans  les 
deux  sens,  car  rien  n'em- 
pêche de  faire  varier  0  de  0 
à  — QC.  On  obtient  une 
courbe  symétrique  de  la 
précédente  par  Tappoi^t  à 
la  verticale  passant  au 
point  0. 

^\  —  Soit  OA  le  rayon  Fig.  6i. 

vecteur  du  point  A. 

Menons  la  droite  ON  perpendiculaire  sur  OA,  ;puis  la  ^  normale /AN 
à  la  courbe  en  A.   Le  segment  ON  déterminé  par  ces  deux  droites 
s'appelle  50U5-/?or/?7a/('.  On  a  généralement  : 
ON  =  r  cotg  a  =  dr  '.  d(i. 

Pour   la  spirale   d'Archimède,    la    sous- normale    est   constante    et 
égale  à  a. 

Jo    __  Rapprochons  ce  résultat  du  précédent;  nous  concluons  qu'à 
mesure   que   6   croît,    un   arc   de   si  irale  voisin  de  A  se  confond  de 
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plus  en  plus  exactement  avec  un  arc  de  cercle  de  même  rayon 
moyen  NA  et  dont  le  centre  est  en  un  point  N  déterminé  comme 
nous  l'avons  dit. 

On  utilise  la  spirale  d'Archimède  pour  construire  des  excentriques 
[courbe  en  cœur^  voir  Mécanique,  jj  123). 

82.  Spirale  hyperbolique;  sous- tangente. 
/''.  —  La  spirale  hyperbolique  a  pour  équation  :      rÔ  =  a. 
Soit  A  un  point  de   la  courbe.   A  mesure  que  ô  diminue,  r  aug- 


Fig.  62. 

mente.  Montrons  que  la  courbe   admet  une  asymptote  parallèle  à  la 
droite  de  référence  Ox. 

Pour  cela,  calculons  la  distance  do  Tori^j^ine  à  la  tangente  à  la 
courbe.  On  a  (.^  80,    /••    : 

^  ~"       ^/^^    s'n^  ~~  \'i  4  0»  ■ 

OP   tond  vers  a,  quand  0  tend  vers  0. 

î^".  —  Soit  OA  le  rayon  vecteur  du  point  A.  Menons  la  droite  OT 
perpendiculaire  sur  O  A ,  puis  la  tangente  AT  à  la  courbe  en  A.  Le 
segment  OT  ainsi  déterminé  s'appelle  sous-tangente.  On  a  générale- 
ment : 

rhlO 
(Ir    ■ 

D'après  un  théorème  connu,  le  produit  de  la  sous-normale  par  la 
sous-tangente  est  égal  au  carré  du  rayon  vecteur  : 

01.  ONr=:r^; 

ce  qu'on  vérifiera  sur  les  formules  trouvées. 

Pour  la  spirale  hyperbolique,  la  sous-tanqente  est  constante  et  égale 
à  a. 


OT 


r  ti:  a  = 


CHAPITRE  V 

CERCLE.    DÉVELOPPÉE    ET    DÉVELOPPANTES. 
CYCLOÏDES  ET  ÉPICYCLOÏDES 


Cercle  ^ 

83.  Équation  du  cercle. 

Soit  a  et  h  les  coordonnées  du  centre  G;  écrivons  que  la  distance 
AC  d'un  point  quelconque  A  de  la  courbe  au  centre  G  est  cons- 
tante et  égale  à  r.  Le  tri- 
angle rectangle  ABG  donne  '^ 
(%.  63)  :    _^       ^ 

AB-+KG^'=AG\ 
ix—aY+(y  —  bY  =  r\   (1) 

Inversement,  pour  qu'une 
équation  quadratique  : 

m.r^  -\-  ny^  -f-  '2pxy  -\-  2qx 
+  2s2/  +  /  =  0,        (2) 

représente    un    cercle,    on 
doit  avoir  : 

m  =  n,         p=zO. 

On  peut  alors  identifier 
la  forme  (2)  à  la  forme  (i),  déterminer  les  coordonnées  du  centre  et 
le  rayon,   qui  sont  les  paramètres   caractéristiques  du  cercle. 

Développons  (1)  : 

x^'-]-y^  —  2ax  —  2by  +  a'  +  b'—r^^  =  0.  (!') 


Fig.  63. 


1  II  serait  plus  correct  de  dire  circonférence  de  cercle.  Pour  faire  court,  nous  em- 
ploierons le  mot  cercle  pour  désigner  à  la  fois  la  figure  en  général  et  la  courbe  qui  la 
limite. 
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Identifions  avec  (2)  : 
a  =  — -^  ,  b  = ^^   ,  7'2  =  a^-4-^^ 


m 


mt 


m- 


Pour  que  le  rayon  soit  réel,  il  faut  que  la  condition  : 
fJ'-\-S'  —  m/>0,      soit  satisfaite. 

84.  Équation  de  la  tangente. 

Soit  ç,  •/;,  les  coordonnées  du  point  de  la  circonférence  par 
lequel  nous  voulons  mener  la  tangente.  L'équation  générale  de 
celle-ci  est  (§  30)  : 

dz,      ~~     ch     '  ^^ 

Différentions  l'équtitioiv  : 

(;-a)^  +  (^-/.)^==r-  (2) 

il  vient  :  dz{l  —  a)  -f  dr,  (r,  —  />)=:  0. 

D'où  Téquation  de  la  tangente  : 

^.r  -  ;)  (-:  -  a)  +  (y  -  -r.)  {r-l„  =  ^.  (3) 

Elle  est  identique  à  : 

(x _  a)  (;- a) +(.,/- A)  (r, -/-)-/•',  (4,) 

comme  on  le  vérilie  imiuéilialement  l'^n  retranchaïUit  membre  à 
membre  (*i  i  de  (4).  Il  reste  précisément  l'écjuation  '2)  qui  est 
satisfaite   par  bypotbèse. 

Si  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées,  <7=r:/j=irO,  l'équa- 
tion de  la  tangente  se  réduit  à  : 


yr,  =  r- 


Vl 


B 

'FôJe(j:.i/J 


85.  Tangente  menée  d'un  point  extérieur;  polaire. 
Soit  X,   r/,  les  coordonnées  du  point  \\  par  lequel  nou&  Hieoûfis  les 

tangentes.  Les  coordon- 
nées des  points  de  con- 
tact A  et  A'  satisfont  à 
la  condition  (4)  du  para- 
graplie  précédent  : 
(x-a){::-a)+(y-A) 
{r-b)^r\  (1) 
où  x  et  î/,  coordownées 
de  H,  sont  invariables. 
L'équation  (i)  en  \  et  r^ 
est  celle  d'une  droite 
\_  passant  par  les  points 
de  tangence;  c'est  donc 
l'équation  de  la  corde  AA' 
que  nous  appellerons  polaire  du  point  B.  Pour  déterminer  A  et  A', 


Fig.  G4. 


cercle:  dé  veloppée  et  dé  veloppan tes  m 

il  fsfut  chercher  les  coordonnées  des-  points-  d'intersection  de*  la 
droite  (1)  avec  le  cercle;  autrement  dit,  il  faut  résoudre  le  svstème 
d;' équations   simultanées   en    ;  et  r,  : 

{;  —  a){x  —  a)-{-  (r,  —  h)  {y  ~h)  =  r\ 

86.  Division  harmonique;  propriété  de  la  polaire. 

1\  —  On  dit  que  quatre  points  B,  P,  B',  Q,  forment  une  divi- 
sion harmonique  quand  le  rapport  des  distances  de  B  aux  points  P 
et  Q  est  égal  au  rapport  des  distances  de  B'  aux  mêmes  points. 
Tenant  compte  des  signes,  on  a  : 

BP  _       FF 

Si  Ton  projette  la  droite  sur  une  droite  quelconque,  par  exemple 
sur  Tun  des  axes  de  coordonnées,  cette  relation  subsiste  entre  les 
projections  des  points     B,  P,  B',  Q. 

i^".  —  Soit  a?,  ?/,  les  coordonnées  de  B;  ;,  r^,  les  coordonnées 
de  B'.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  droite  BB' 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme  : 

a  est  un  nombre  quelconque    variable  de      — c/r     à     -j-oc. 

Pour  7.T=iO,  on  trouve  le  point  B;  pour  a^O,  on  trouve  un 
point  P  compris  entre  B  et  B';  enfin,  pour  a.  positif  et  très  grand, 
on  trouve  le  point  B'.  xVux  valeurs  de  y.  comprises  entre  0  et  —  1  , 
correspondent  les  points  situés  à  droite  du  point  B;  pour  a  =  — 1, 
on  passe  de  Tôc  à  droite  de  B ,  à  Tinfini  à  gauche  de  B'  ;  quand  a 
décroît  de     —  1      à     — oc,     on  revient  au  point  B'. 

3'\  —  Quatre  points  B,  B',  P,  Q,  forment  une  division  harmo- 
nique, si  leurs  coordonnées  sont  : 

X  -\-  (xz  y  -\^  ar^  x  —  a;  y  —  a-^ 

^'  ^'        ^'  ''^''         l4-a"'  'l+a    '  1— a   '  1— a    * 

En  elîet,  la  relation  (1),  appliquée  aux  projections  des  points  sur 
l'axe  Oj?,  s'écrit  : 

(l_a)x  — (;r  — a;)^"^  (1  —  a)?  — (ic  —  a?)  "''' 

qui  est  une  identité.  On  obtient  aussi  une  identité  en- considérant  les 
projections  sur  Oy . 

Quand  nous  donnons  à  a  une  série  de  valeurs,  nous  obtenons 
àatawt  d^ë  couples  de  points'  P,  Q;  formant  sur  la  droite  deujx  divi- 
sions dont  nous  étudierons  plus  tard  les  propriétés  (§  354,  4'').  En 
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particulier,  pour     a=l  ,     nous  obtenons  le  point  P  milieu  de  BB' et 
le  point  (}  à  l'infini. 

^°.  —  Ceci  posé,  écrivons  que  les  points  P  et  Q  sont  sur  un  cercle 
de  rayon  r,  dont,  pour  simplifier,  nous  prendrons  le  centre  comme 
origine  des  coordonnées.  Nous  avons  les  conditions  : 

(x  +  a;)S- .i/ +  av) )*  =  (!+ a) V% 

(x  — a;)- +  (?/■— ar,)2z=(l  -^  :,frK 

Retranchons  membre  à  membre,  divisons  par  4a;  il  reste  : 

A  +  yri  =  r\ 

Cette  relation  doit  exister  entre  les  coordonnées  j",  //,  du  point  B 
et  les  coordonnées  ;,  r,,  du  point  B'  (§  85).  Donc  une  sécante  qui 
passe  par  le  point  invariable  B  est  divisée  harmonique  ment  par  le 
point  B,  les  intersections  avec  le  cercle  et  l* intersection  avec  la  polaire 
du  point  \^. 

87.  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle. 

On  appellf  j)uissaiu'e  d  un  point  B  par  rapport  à  un  cercle,  le 
produit  (lig.  O'i    : 

ir  =  BÂ=^^-=BP  .  BQ. 

Mais  on  a  :  BÂ'  =  BC^'— r^ 

\V-^{x--af--^[y  —  by  —  r\ 

Pour  trouver  la   puissance ,   on  substitue  donc  les   coordonnées  du 

point  B  dans  l'équation  du  cercle  mise  sous  la  forme     8^=0,      et  où 

les  coellicients   (toujours  éji^aux  )  de  x^-  et  //-  sont  supposés  égaux  à 

l'unité. 

88.  Axe  radical  de  deux  circonférences;  corde  d'inter- 
section. 

/*'.  —  Cherchons  le  lieu  des  points  P  dont  la  puissance  est  la 
môme  par  rapport  aux  deux  circonférences  : 

S»  ==  j:^-- +  î/'- —  2a,x  —  2/),y  +  c.  ===  0 , 

Sj  z=x-  -\-  y-  —  2a^  —  2h^  -[-  Ca  =  0. 
D'après  le  paragraphe  précédent,  il  faut  écrire  : 

S,  =  Sa,  2x(<r,  —  a,)  -f  2y[b.,  —  /),)  —  ^c,  —  c,)  ^  0  ; 

X  ci  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  cherché. 

Ce  lieu  est  donc  une  droite  qu'on  appelle  axe  radical. 

Il  est  évident  que  l'axe  radical  est  normal  à  la  ligne  des  centres. 
La  pente  de  cette  dernière  ligne  est  p=zz[b^-~  bi)  [  [a^  —  aj) , 
tandis  que,  d'après  l'équation  précédente,  la  pente  de  Taxe  radical 
est  p' =  —  (a.2  —  â,    :  iJk — ■/),*,      on  a  bien     pp' ^=  —  ^  (§  24^1. 
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:^^  —  Quand  les  cercles  se  coupent  (fig.  65,  à  droite),  l'axe 
radical  coïncide  évidemment  avec  la  corde   d'intersection. 

Prenons  la  question  d'une  manière  plus  générale.  Les  points  d'inter- 
section des  deux  courbes  quelconques     Si  =  0 ,      Sa  =  0       satisfont 


Fig.  65. 

simultanément  à  ces  équations.  Ils  satisfont  donc  à  l'équation 
Si  —  Ss^O.  Autrement  dit,  les  trois  courbes  Si=:0,  Sg^O, 
Si — -S2  =  0,      ont  les  mêmes  points  d'intersection. 

Dans  le  cas  particulier  des  cercles ,  la  courbe  S^  —  Sg  =  0 ,  est 
une  droite  :  donc  c'est  la  corde  d'intersection. 

Le  même  raisonnement  étant  valable  dans  tous  les  cas,  on  est 
conduit  à  dire  que  l'axe  radical  est  toujours  la  corde  d'intersection; 
mais  les  points  d'intersection  peuvent  être  réels  ou  imaginaires 
(fig.  65,  à  gauche). 

89.    Faisceaux    de    cercles    admettant   le   même    axe 
radical. 

/".  —  Soit  D  =  0,  l'équation  de  la  droite  qu'on  impose  comme 
axe  radical;  soit  S  =  0,  l'équation  d'un  des  cercles.  Tous  les 
autres  ont  une  équation  de  la  forme  : 

S+aD  =  0, 

où  X  est  un  paramètre  arbitraire.  En  effet,  prenons  deux  d'entre  eux  : 

S  +  XiD:=0,         S  +  A2D=:0. 

Leur  axe  radical  a  pour  équation  : 

(S  +  XiD)-(S  +  X,D).=  (Xi-A2)D-:0, 
qui  représente  la  droite  donnée     0  =  0,     puisque  Xi  diffère  de  Xa. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  H.  Douasse.  ° 
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:^°.        Prenons  Taxe  radical  pour  axe  Oy      [x  =  i)),      et  (§  88,  /' 
la  ligne  des  centres  pour  axe  des  x;  l'équation  des  cercles  du  fais- 
ceau peut  d'abord  être  de  la  forme  (fig.  60  à  gauche ,  cercles  en  poin- 
tillé de  la  figure  66)  : 

Nous  pouvons  écrire  cette  équation  : 

ix+\Y-\-y^  —  r-+s^-=:0. 

11  existe  deux  cercles  qui  se  réduisent  à  des  points  (cercles  éva- 
nouissants, points  limites  A  et  B  de  la  ligure  66);  ils  sont  donnés 
par  les  conditions  : 

'>^  =  ±s,       ^  =  —  \  =  ^s,       y  =  0. 

Pour  que  les  cercles  soient  réels,  la  valeur  absolue  de  a  doit  être 
supérieure  k  s.  Pour     X^^hoc,     on  obtient  l'axe  radical  lui-même. 

Les  deux  points  d'intersection  des  cercles  entre  eux  et  avec  leur 
axe  radical  sont  imaginaires  ;  ils  ont  pour  coordonnées  : 

x  =  {),  y=z±2\/  —  S-. 

S".  —  Si  nous  prenons  l'équation  des  cercles  du  faisceau  sous  la 
forme  (iig.  65  à  droite)  : 

x'-  +  //  '  +  2Xx  —  52  —  0 , 

les  points  limites  sont  imaginaires,  mais  les  deux  points  d'intersec- 
tion des  cercles  entre  eux  et  avec  leur  axe  radical  sont  réels;  ils  ont 
pour  coordonnées  : 

x  =  0,  y  =z-hs. 

90.  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points 
fixes  sont  dans  un  rapport  donné 

i".  Soient  (k'ux  pt)inls  A  et  H,  pris  sur  l'axe  Ox  et  dont  les  abs- 
cisses sont  ih*-  Cherchons  le  lieu  des  points  de  coordonnées  x,  y. 
tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  ces  points  fixes  soit  constant  : 

,^  y[+\^  +  'll  z=Gonstante.  (1) 

r  y*  -\-(x  —  *)»  ^    ' 

Cette  condition  est  satisfaite  si  l'on  a  : 

y^  -[_  x'-  —  2\x  -f  s^  =  0,  (I) 

où  X  est  un  paramètre  variable.  Substituant  dans  (l),  il  vient  : 

P«=(x+«):(x-«). 

Le  faisceau  des  cercles  (1)  (représenté  en  pointillé  dans  la  fig.  66) 
admet  0;/  comme  axe  radical.  Chaque  cercle  est  caractérisé  par  un 
rapport  p  déterminé.  On  vérifiera  que  la  valeur  absolue  de  X  restant 
comprise  entre  s  et  l'infini,  z  prend  telle  valeur  qu'on  désire. 
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2\  —  Faisceau  des  cercles  normaux  aux  précédents. 
Ils  rentrent  dans  la  formule  : 


y'--\-x^ 


■v-y 


=  0. 


(") 


Ces  cercles  admettent  Ox  comme  axe  radical.  Mais  tandis  que 
l'axe     radical     du     fai-  yt 

sceau  (I)  coupe  les 
cercles  en  des  points 
imaginaires  : 

Taxe  radical  du  faisceau 
(II)  coupe  les  cercles 
en  des  points  réels  : 

2/  =  0 ,  x=.±\ls^ . 

Les  cercles  II  passent 
tous  par   A  et  B. 

S°.  —  Démontrons 
qu'un  cercle  quelconque 
de  l'un  des  faisceaux 
coupe   orthogonalement   un    cercle   quelconque    de    l'autre    faisceau. 

Pour  que  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit,  il  doit  exister 
entre  leurs  rayons  r^  et  r^^  et  la  distance  d  de  leurs  centres,  la  rela- 
tion :  r\-\-rl=^d^. 

Or  (§  83)  on  a  pour  le  faisceau  (1)  :        r^  =  \/X^ —  *^ 
pour  le  faisceau  (II)  :        r^  =  \J])?--\-s^ 

Les  coordonnées  du  centre  sont  pour  le  faisceau  (I)  : 
y  =r  0,  x=z\. 

Les  coordonnées  du  centre  sont  pour  le  faisceau  (II) 

d'où  :  d^  =  X^-^^^j}. 

La  condition  (2)  est  donc  satisfaite. 


Fig.  66. 


(2) 


Cercle  osculateur;  rayon  de  courbure, 


91.  Cercle  osculateur. 

/°.  —  Les  coordonnées  de  tous  les  points  d'un  cercle  satisfont  à 

l'équation  :  {x  —  aY-\-[y—bY  =  f,  (1) 

où     a,  b,  p,     sont  des  constantes.  L'équation  (1)  établit  entre  x  Qiy 
une  relation  qui  doit  être  vérifiée  identiquement  pour  tous  les  points 
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du  cercle.  Elle  Test,  par  conséquent,  pour  le  point  A  de  coordon- 
nées X,  y,  et  pour  le  point  D,  voisin  sur  le  cercle,  de  coordonnées 
x-\-dx,     y+dy  (%.  67)  : 

{oo  +  dx-  aY  +  {y  +  dy-  by  =  p^  (2) 

La  combinaison  de  (1)  et  (2)  donne  (en  négligeant  les  infiniment 
petits  d'ordre  supérieur)  : 

qu'on  obtient  directement  en  dérivant  (1)  par  rapport  à  x. 


FIg.  67. 

L'équation  (3)  établit  une  relation  entre  les  coordonnées  d'un  point 
du  cercle  et  la  pente  de  la  tangente  en  ce  point.  Elle  exprime  que 
la  normale  au  cercle  pour  un  point  de  coordonnées  x,  y,  passe  par 
le  point  de  coordonnées  a,  b,  c'est-à-dire  par  le  centre  (J  30). 

Ecrivons  la  même  relation  (3)  pour  le  point  voisin,  de  coordonnées 
x-\-dXy  y -\- dy .  Inutile  de  recommencer  un  calcul  analogue  au 
précédent;  nous  obtenons  le  résultat  en  dérivant  (3)  par  rapport  à  x  : 


Résolvons  (1),  (3)  et 


4)  par  rapport  à  a,  b,  p  ; 
dy 


w 


y 


y 


y 


on  trouve 

d'y 
dx'  ' 


(5) 
(6) 


dx  ' 

a=:x-{\+y'^)y':y\         b  =  y  +  {i +y'^-)  :  y' 

a  et  b  sont  donc  connus  sans  ambiguïté  en  fonction  de  x,  y,  y',  y". 
Les  résultats  (5)  et  (6)  ne  nous  apprennent  rien  de  neuf  :  ce  sont 
pour  le  cercle  de  pures  et  simples  identités. 
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^°.  —  Par  le  point  A,  menons  une  infinité  de  courbes  y  =z  f(x) , 
telles  que  la  pente  ?/',  calculée  en  ce  point  A,  soit  la  même  pour 
toutes  :  les  courbes  ont  même  tangente  au  point  A.  Elles  sont  indis- 
cernables les  unes  des  autres  et  indiscernables  de  leur  tangente  com- 
mune, tant  qu'on  se  borne  à  considérer  la  pente  y'. 

Supposons  maintenant  que  ces  courbes  possèdent  au  point  A,  non 
seulement  la  même  dérivée  première  y' ,  mais  encore  la  même  déri- 
vée seconde  y" .  Elles  sont  indiscernables  tant  qu'on  se  borne  à  con- 
sidérer les  deux  premières  dérivées. 

Interprétons  géométriquement  ce  résultat  et  cherchons  ce  que 
toutes  ces  courbes  ont  en  commun. 

S".  —  Parmi  toutes  ces  courbes,  considérons  le  cercle  qui  admet 
précisément  au  point  A  les  valeurs  y'  et  y"  imposées  pour  les  deux 
premières  dérivées.  Les  formules  données  ci -dessus  permettent  de 
calculer  ses  caractéristiques,  c'est-à-dire  les  rayons  et  les  coordon- 
nées du  centre.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  toutes  les 
courbes  y  =  f[x),  sont  indiscernables  de  ce  cercle,  tant  qu'on  se 
borne  à  considérer  les  deux  premières  dérivées.  Il  peut  donc  servir 
à  les  caractériser  autour  du  point  A;  il  définit  la  pente  et  la  varia- 
tion de  la  pente;  on  l'appelle  cercle  osculateur. 

Son  rayon  p  est  le  rayon  de  courbure  au  point  A. 

L'inverse    1  ;  p     mesure  ce  qu'on  appelle  la  courbure. 

Les  coordonnées  a  et  b  définissent  le  centime  de  courbure. 

On  comprend  le  procédé.  De  même  que  pour  définir  la  pente  au 
point  A,  on  remplaçait  la  courbe  par  une  droite  convenablement 
choisie,  pour  définir  les  variations  de  la  pente  au  voisinage  de 
ce  point,  on  remplace  la  courbe  par  un  cercle  convenablement 
choisi.  Le  cercle  est  la  courbe  la  plus  simple  ayant  une  pente 
variable. 

92.  Autre  manière  de  calculer  le  rayon  de  courbure. 

j\  —  Soit  G  le  centre  de  courbure;  soit  A,  D,  deux  points  voi- 
sins distants  de  l'arc  ds  (fig.  67). 

Menons  les  normales  en  A  et  D;  elles  se  coupent  nécessairement 
au  point  G  puisque  le  cercle  se  confond  avec  la  courbe  au  voisinage 
du  point  A.  Soit  £  l'angle  de  ces  normales;  on  a  : 

ps^=ds. 

Menons  les  tangentes  en  A  et  en  D;  elles  font  avec  l'axe  des  x 
des' angles  a  et  (i.  On  a  évidemment  :     £  =  a — jS. 

Or  :  igoL  =  y\  a=:arctgî/'. 

£  est  (au  signe  près)  la  variation  de  a  quand  on  passe  du  pomt  A  au 
point  D  ;  on  a  (au  signe  près)  : 

Sr=C?Otr=:c/arctgî/'. 
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.    Eflectuons  l'opération  indiquée  (§  60)  : 

E^=d  arctg  y'  =  y"dx  !(!-["  H"^)  5 


J  arctg  ur=-^-p^, 


ds 


dx 


p=— =±— vi+y 


1  +y"] 


-■.y' 


C'est  le  résultat  du  paragraphe  précédent.  La  quantité  p  n'est  déter- 
minée qu'au  signe  près  : 
nous  pouvons  convenir  de 
la  prendre  toujours  posi- 
tivement ;  nous  verrons 
plus  loin  (§  93)  comment 
on  détermine  le  côté  de  la 
courbe  où  se  trouve  le 
centre  de  courbure. 

^°.  —  La  même  mé- 
thode donne  facilement 
l'expression  du  rayon  de 
courbure  en  coordonnées 
polaires.  Reprenons  les  no- 
tations  du  §  80. 

Il  s'agit  d'évaluer  l'angle 
que    font    entre    elles    les 
tangentes   en    deux    points   voisins   A   et   D    (lîg.    68). 

En  coordonnées  polaires,   on  détermine  d'al)ord  l'angle  a  avec  le 
rayon  vecteur  qui  rsl  vnrialAe ;  d'où  une  très  légère  complication. 
On  a,  dans  le  (juadrilatère  ODHA  : 


Fig.  tiS. 


Mais  :     tga=:-^,       dx  =  d    HTci^-jp  =  d  .  arctg|^r  .  ^J. 


Effectuons  la  dilVérentiation  indiquée 


da 


=  [(5)-'^]  :['•+(*)•] 


D'où 


ds 
da-{-  Je 


["Hiïfl 


■•+<^y-'-s-] 


5**.  —  Nous  utiliserons  fréquemment  la  proposition  suivante  : 
Soit  un  cercle  de  centre  G  et  sa  tangente  en  0  (fig.  69).  On  a  : 

OA'  =  AB  .  AD. 


Supposons  que  le  point  A  s'approche  indéfiniment  de  0.  L'angle 
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EBA   tend   vers   zéro,  et,    par   suite,   AB  et  ËB    ont  même  limite. 
La    longueur   AD    tend   vers 
0C==2p.  On  adonc(§  10  ,  S')  : 

,.      TJX'       ,.      ÔK' 
p  ==  lim  — =-=: 
^  2EB 


lim 


2EB 

Soit  maintenant  une  courbe 
quelconque  dont  OT  est  la  tan- 
gente. Mesurons  pour  chaque 
pointE,  le  rapport  OE'  ;  2EB. 
Cherchons  la  limite  de  ce 
rapport  quand  E  se  rapproche 
indéfiniment  de  0  ;  cette  limite 
est  le  j^ayon  de  courbure  en  0. 

On  remarquera  que  les  distances  OE  et  EB  ne  sont  pas  du  même 
ordre;  c'est  précisément  pourquoi  nous  pouvons  négliger  KA 
devant  OE. 

93.  Concavité,  convexité  d'une  courbe.  Inflexion. 

On  appelle  concavité  d'une  courbe  au  voisinage  d'un  point  A  de 
cette  courbe,  le  côté  de  la  courbe  où  se  trouve  le  centre  G  du  cercle 
osculateur,  autrement  dit,  le  centre  de  courbure  correspondant  au 
point  A. 

On  appelle  convexité 
le  côté  de  la  courbe 
où  ne  se  trouve  pas  le 
centre  de  courbure. 

On  dit  que  la  courbe 
présente  une  inflexion 
au  point  P  quand  le 
rayon  de  courbure  cor- 
respondant au  point  P 
est  infini.  Le  petit  arc 
de  courbe  voisin  de  P 
est  assimilable  à  un 
élément  de  droite;   on 

peut  dire  que  le  centre  de  courbure  est  sur  la  normale  à  cet  élément, 
à  l'infini  et  arbitrairement  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  droite. 

Il  est  facile  de  reconnaître  de  quel  côté  de  la  normale  est  le  centre 
de  courbure  (fîg.  70). 

Au  point  A  de  la  courbe,  menons  la  tangente  AD  et  la  normale  AF. 
Le  quotient  y'  z=dy  ',  dx  est  proportionnel  à  tg  oc,  mesure  tg  a, 
quelles  que  soient   les   échelles  pour   les  abscisses  et    les    ordonnées. 

On  sait  de  plus  que  la  tangente  varie  toujours  dans  le  même  sens 
que  l'arc  {§  58).  Ceci  posé,  pour  que  la  courbe  ait  la  forme  repré- 


Fig.  70. 
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sentée,  c'est-à-dire  pour  que  le  centre  de  courbure  soit  du  côté  AF 
de  la  courbe,  il  faut  que  la  tangente  BE  au  point  B  soit  plus  hori- 
zontale que  la  tangente  au  point  A.  Il  faut  donc  que  pour  c/j:7>>0, 
on  ait  c/a  <;  0 ,  par  suite ,  (/  tg  a  <;  ^^  dy'  ==  y"dx  <<  0 ,  ?/"  <C  0 . 
D'où  la  règle  : 

L'ordonnée  du  centre  de  courbure  est  inférieure  à  l'ordonnée  du 
point  correspondant  de  la  courbure^  si  ?/"<<0;  elle  est  supérieure, 
si  i/">>0.  On  vérifiera  que  la  règle  est  la  même  quand  a  est  supé- 
rieur à     -TU  ;  2. 

Il  y  a  inflexion  si     ?/"  =  0     (|:^  18). 

Le  lecteur  comparera  le  résultat  à  celui  qu'expriment  les  formules 
(6)  du  §  î)l .  11  n'oubliera  pas  qu'implicitement  on  suppose  ici  les  arcs 
comptés  sur  la  courbe  positivement  dans  le  sens  des  x  croissants. 

94.  Variation  des  rayons  de  courbure  et  des  pentes 
avec  les  changements  d'échelle. 

/".  —  Quand  les  Physiciens  représentent  leurs  expériences,  ils 
utilisent  rarement  les  mêmes  échelles  sur  les  deux  axes.  Cherchons 
comment  les  pentes  et  les  rayons  de  courbure  dépendent  de  ces 
échelles. 

Nous  avons  entre  les  variables  ;,  v),  une  relation  /'{^,  r^)  =  0. 
Pour  la  représenter,  nous  utilisons  des  coordonnées  dont  les  lon- 
gueurs sont  : 

x-    m;,  y  =  nr,. 

Changer  les  échelles,  c'est  changer  les  nombres  m  et  n.  Par 
exemj)le,  si  au  lieu  du  millimètre  nous  prenons  pour  unité  le  cen- 
timètre, nous  multiplions  par  10  les  deux  nombres  m  et  n.  Si 
l'imité  est  le  centimètre  pour  l'axe  des  x,  le  millimètre  pour  l'axe 
des  î/,  nous  avons  la  relation     ni  ;  /i  —  10. 

i?°.  —  La  pente  de  la  courbe  tracée  est  : 

dy  n    dr,  n     , 

dx        m    dz         m    '  * 

Comme  r/  est  donnée,  nous  concluons  que  la  pente  est  proportion- 
nelle à  l'unité  prise  sur  Oy,  en  raison  inverse  de  l'unité  prise  sur  Oj^. 
Elle  reste  la  même  si  les  deux  nombres  n  et  m  sont  multipliés  par 
le  même  nombre  (Cf.  §  51,  ^**). 

S°.  —  Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  tracée  est  au  signe  près  : 

On  a  en  effet  : 

d'y 
rfx» 


d 

dy 

n 

d     , 

n 

d 

dx 

dx 

m 

dx'^ 

— 

m'- 

d; 

•c 
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Multiplier  par  le  même  facteur  les  nombres  n  et  m,  c'est  multi- 
plier p  par  ce  nombre;  par  exemple,  si  on  double  les  échelles,  le 
rayon  de  courbure  est  partout  multiplié  par  deux.  D'une  manière 
générale,  la  modification  du  rayon  de  courbure  dépend  de  la  pente  au 
point  considéré. 


Développée,  développantes. 

95.  Développée,  développantes.  Courbes  parallèles. 

On  appelle  développée  d'une  courbe  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure qui  correspondent  aux  différents  points  de  cette  courbe.  Étu- 
dions les  relations  qui  existent  entre  la  développée  d'une  courbe  et 
cette  courbe  qu'on  appelle  développante  : 

/°.  —  Reprenons  l'équation  : 


a  +  {y-b) 


dx 


(1) 


Elle  signifie  que  le  point  a,  centre  de  courbure  de  la  courbe  I  au 


Fig.  71. 

point  A,  et  dont  les  coordonnées  sont  a,  j6,  est  sur  la  normale  menée 
à  1  par  le  point  A  de  coordonnées  a?,  y  (fig.  71). 

Écrivons  la  même  relation  pour  le  point  B  de  coordonnées 
a;-]-c?x,  y-\-dy^  et  pour  le  point  (3,  centre  de  courbure  corres- 
pondant, de  coordonnées     a-|-c/a,     b-\-db. 

Prenons  x  pour  variable  ;  dérivons  par  rapport  à  x  tous  les  termes 
de  l'équation  (1)  qui  est  identiquement  satisfaite  : 


da  _,    /  dy         dh 
dx  ~^\dx         dx 


i+<-y 


')S=»- 
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Tenons  compte  de  la  relation  (4)  du  §  91  :  substituons  au  dernier 
terme  du  premier  membre  sa  valeur;  simplifions.  Il  reste  : 

Cette  relation  signifie  que  la  tangente  à  la  développée  est  la  nor- 
male à  la  développante. 

^°.  —  Evaluons  la  variation  du  rayon  de  courbure.  On  a  : 

(x  -  a)  {dx  —  da)  -f  (y  —  b)  {dy  —  Jb) 

^^  V(^_a)'  +  (.V-*)'' 

Mais  des  relations  (i)  et  (3)  on  tire  : 

X  —  a  y  —  h 

da      ~~^^F~' 
Remplaçons     x  —  a      et     ;/  —  b     par    les    quantités    proportion- 
nelles da  et  db.  Utilisons  la  relation  (3);  il  reste  : 

d^=\ld^-î^'dl^,  Ai  =  ^-\-'^B. 

La  variation  du  rayon  de  courbure  est  précisément  égale  à  l'arc  de 
la  développée. 

;^\  —  Tracé  de  la  développante  a  partir  di:  la  développée.  —  Un 
fil  (\st  attaché  au  point  il  et  s'enroule  sur  la  développée.  A  partir  du 
point  a  où  il  quitte  la  courbe,  il  suit  la  direction  a  A  de  la  tangente 
à  cette  courbe  au  point  a.  Prenons  une  longneur  de  fil  QM,  telle  que 
le  point  M  appartienne  à  la  développante.  Quand  le  fil  s'enroule  sur 
la  développée,  son  extrémité  décrit  la  développante. 

Nous  exprimons  ainsi  que  la  variation  du  rayon  de  courbure  est 
égale  à  l'arc  de  développée. 

4°.  —  Courbes  parallèles.  —  Prenons  sur  le  fil  des  longueurs  dif- 
férentes :  par  exemple,  coupons-le  en  M'.  Son  extrémité  décrit  la 
courbe  M'A'IVC  A  une  développée  correspondent  donc  une  infinité 
de  développantes  qui  ont  les  mêmes  normales;  les  points  de  deux 
développantes  respectivement  situés  sur  les  normales  communes 
sont  à  une  distance  invariable.  Les  courbes  sont  dites  parallèles. 

On  a  en  effet  :         MM'  =:=  ÂÂ?  =  BF  -=  CC. 

5°.  —  Toute  développante  coupe  orthogonalement  la  développée, 
puisque  la  tangente  à  la  développée  est  normale  à  la  développante. 
C'est  ce  qui  arrive  aux  points  D  et  C.  Pour  obtenir  la  suite  de  la 
développante,  on  enroule  un  lil  sur  le  reste  de  la  développée.  S'il 
est  attaché  en  Q'  et  de  longueur  Q'N,  il  permettra  de  décrire  Parc 
DN  de  développante. 

Au  point  D,  les  deux  arcs  de  développante  sont  tous  deux  nor- 
maux à  la  développée  et,  par  conséquent,  tangents  entre  eux  :  la 
développante  présente  un  point  dit  de  rebroussement. 
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96.  Allures  générales  des  développées. 

/°.  —  La  développée  présente  un  point  de  rebroussement  sur  toute 
normale  qui  correspond  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  la  cour- 
bure pour  la  développante  ;  il  va  de  soi  que  cette  normale  est  la  tan- 
gente de  rebroussement.  On  entend  par  là  que  la  développée  se 
compose  d'arcs  qui  ont  un  point  commun  sur  la  normale  correspon- 
dante à  un  maximum  ou  à  un  mi- 
nimum de  courbure  pour  la  déve- 
loppante, et  qui  admettent  cette 
normale  comme  tangente  com- 
mune. 

Soit  A'B'C'D'  la  développée  de 
la  courbe  ABGD. 

Pour  obtenir  l'arc  AB ,  nous 
déroulons  un  fil  enroulé  sur  A'B' 
et  fixé,  par  exemple,  en  B'.  Son 
extrémité  A  décrit  la  dévelop- 
pante. 

Nous  arrivons  ainsi  au  point  B 
où,  par  hypothèse,  le  rayon  de 
courbure  est  maximum  (courbure 
minima).  Le  fil  doit  maintenant 
s  enrouler;  donc  nous  changeons 
d'arc  sur  la  développée.  Les  deux 
arcs  A'B',  B'C,  admettent  évidemment  comme  tangente  commune 
la  normale  BB'  menée  à  la  développante  en  B. 

L'enroulement  du  fil  sur  B'C  donne  l'arc  BG.  Par  hypothèse,  en  G 
le  rayon  de  courbure  est  minimum  (courbure  maxima).  Nous  sommes 
alors  forcés  de  changer  non  seulement  d'arc  de  développée,  mais 
encore  de  fil.  Notre  nouveau  fil  s'attachera,  par  exemple,  en  D'; 
nous  le  déroulerons  pour  obtenir  l'arc  GD  de  développante. 

En  définitive,  nous  obtenons  une  développante  parfaitement  conti- 
nue, ainsi  que  sa  pente  et  sa  courbure,  avec  des  arcs  quelconques 
de  développée ,  astreints  seulement  à  être  tangents  entre  eux  à  leurs 
extrémités,  comme  le  montre  la  figure.  Ges  extrémités  correspondent 
aux  rayons  de  courbure  maximum   et  minimum  de  la  développante. 

Il  est  clair  que  la  pointe  du  rebroussement  est  tournée  vers  la 
développante  quand  le  rayon  de  courbure  est  minimum;  elle  est 
tournée  en  sens  contraire  quand  il  est  maximum. 

5°.  —  Les  branches  infinies  de  la  développée  sont  de  deux  espèces. 

Les  unes  correspondent  aux  points  d'inflexion  de  la  développante. 
Les  normales  à  la  développante  en  ces  points  sont  des  asymptotes  de 
la  développée. 

Les  autres  correspondent  aux  branches  infinies  de  la  développante  ; 
elles   n'admettent  pas  d'asymptotes.   Quand  la   développante   admet 


Fig. 
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une  asymptote,  nous  connaissons  sa  tangente  à  l'infini,  nous  con- 
naissons donc  la  direction  de  sa  normale  à  l'infini  et,  par  suite, 'Za 
direction  de  la  tangente  à  la  développée;  mais  d'une  manière  géné- 
rale cette  connaissance  ne  nous  avance  en  rien. 

,^".  —  Dire  que  la  développante  a  un  point  de  rebroussemcnt  A,  c'est 

dire  ni  plus  ni  moins 
qu'au  voisinage  de  ce 
point,  elle  est  formée 
de  deux  branches  qui 
y  aboutissent  et  y  ont 
une  tangente  commune 
AT.  Mais  les  courbures 
de  ces  deux  branches 
au  point  A  peuvent 
être  très  différentes,  par- 
fois de  signes  contraires. 
La  développée  a  donc 
généralement  deux 
points  d'arrêts  distincts, 
a,  a,  correspondant  au 
point  A.  Autrement  dit, 
elle  est  formée  de  deux 
branches  a3,  a'e,  qui  s'ar- 
rêtent brusquement  sur 
la  normale  AN  menée  à 
la  développante  au  point 
A,  et  qui  sont  tangentes 
à  cette  normale. 

Comme  cas  particu- 
lier, il  peut  arriver  que  les  courbures  soient  les  mêmes  et  de  même 
signe  au  point  A  pour  les  deux  branches  de  la  développante, 
auquel  cas  la  développée  possède,  elle  aussi,  un  point  de  rebrous- 
semcnt. 


Fig.  73. 


97.  Développées  des  lignes  trigonométriques. 

/' .  —  Développé!-:  de  la  sinusoïde. 

11  résulte  d'abord  du  paragraphe  précédent  que  la  développée  pos- 
sède un  point  de  rebroussemcnt  sur  les  ordonnées  des  maximums  B 
ou  des  minimums  D  de  la  sinusoïde  [i\^.  74). 

Calculons  le  rayon  de  courbure  correspondant  ;  pour  donner 
plus  de  généralité  à  notre  résultat,  prenons  la  sinusoïde  sous  la 
forme  : 


2r.x 


sm 


(1) 
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î/o  est  l'ordonnée  maxima,  X  est  la  longueur  de  la  période  évaluée 
en  espace;     X  =:AE.     On  tire  immédiatement  de  (1)  : 

r^±[i+  - /  cos^ -^J     .  l~^^p  sm 2. -^J. 


Fig.  74. 

Le  rayon  de  courbure  minimum  a  pour  valeur  : 
x  =  -î-j         r=^— ^ —  =  BB'. 

Le  rayon  de  courbure  devient  infini,  la  sinusoïde  a  une  inflexion 
pour  les  points  A,  G,  E,  ...;  ils  correspondent  à  x  =  k'k',  2, 
où  k  est  un  entier 
quelconque.  La  dé- 
veloppée admet  les 
normales  en  ces 
points  comme  asym- 
ptotes. 

La  figure  74 
montre  la  forme  de 
la  courbe. 

S\  —  Développée 

DE   LA  TANGENTOÏDE. 

Nous  ne  calcule- 
rons pas  la  valeur 
du  rayon  de  cour- 
bure ;  nous  nous 
contenterons  d'éta- 
blir l'allure  de  la 
développée  (fig.  75). 

La  tangentoïde  a 
une  inflexion  en  A, 


Fig.  75. 
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pour  un  arc  nul;  la  normale  correspondante  est  une  asymptote  de  la 
développée.  La  courbure  de  la  tangentoïde,  nulle  en  A,  croît  et 
atteint  son  maximum  en  G.  Sur  la  normale  en  ce  point  est  le  rebrous- 
sement  de  la  développée.  Enfin  la  courbure  recommence  à  décroître 
et  tend  vers  0  quand  l'arc  tend  vers  ::  ;  2.  L'arc  correspondant  CE' 
de  la  développée  est  donc  une  branche  infinie,  dont,  à  la  limite,  la 
direction  est  parallèle  à  \x.   Elle  n'admet  pas  d'asymptote. 

98.  Courbes  presque  rectilignes. 

Soit  une  courbe  dont  la  courbure  est  partout  très  petite.  Menons 
la  tangente  en  un  de  ses  points;  pour  réaliser  la  condition  précé- 
dente, il  ne  suffit  pas  que  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  à  cette  tangente  reste  petite  ;  il  faut  que  la  pente  y'  soit  à  peu 
près  la  même  pour  tous  les  points.  Si  cette  dernière  condition  est 
satisfaite,  la  première  le  sera  par  le  fait  même. 

Prenons  donc  pour  axe  Oj:*,  une  droite  dont  la  pente  ne  diffère 
jamais  beaucoup  de  celle  de  la  courbe.  En  tous  les  points  de  celle- 
ci  y'  est  très  petit  ;  y-  est  négligeable  devant  l'unité.  Le  rayon 
de  courbure  est  donc  fourni  par  l'équation  : 

±1:?=/. 

En  particulier,  la  courbe  dont  la  courbure  est  proportionnelle  à 
l'ordonnée  satisfait  à  la  condition  : 

c'est  une  sinusoïde.  La  courbure  est  nulle  en  tous  les  points  où  la 
courbe  rencontre  l'axe  Ox  :  ce  sont  des  points  d'inflexion. 

99.  Développantes  de  cercle. 

i".   —  D'une  manière  générale,  les  développantes  obtenues  en  pre- 


Fig.  76. 


nant  des  longueurs  différentes  de  fîl  ne  sont  pas  identiques.  Elles  le 
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sont  pour  le  cercle.  Toutes  les  développantes  peuvent  se  superposer 
au  raoyen  d'une  rotation  convenable  autour  du  centre  du  cercle. 

Soient  deux  cercles  de  centres  0  et  0'  et  de  rayons  quelconques. 
Menons  les  développantes  de  ces  cercles  (RM"S,  R'M"S',  par  exemple), 
de  manière  qu'elles  soient  tangentes.  Le  point  M"  de  tangence  est  sur 
la  tangente  commune  aux  deux  cercles,  puisque  cette  droite  est  par 
construction  la  normale  commune  aux  deux  développantes.  Faisons 
tourner  les  cercles  de  manière  que  les  développantes  restent  tangentes 
entre  elles.  Le  point  M"  dé- 
crit la  ligne  TT'  ;  la  normale  y 
commune  passe  par  le  point 
invariable  M'. 

C'est  un  résultat  qui  est 
utilisé  dans  la  théorie  des  en- 
grenages (Mécanique,  §  109). 

S°.  —  L'équation  de  la 
développante  de  cercle  se 
déduit  immédiatement  de  ce 
que  le  segment  de  droite  DB 
(fig.  77)  est  normal  à  OD 
et  égal  à  l'arc   AD  : 

I)B  =  R6,        ÔDi=R. 

En  projetant  le  parcours  ODB  successivement  sur    Ox  et  sur  0?/, 

on  trouve  :  ic=:Rcos  ô-}-R9  sin  6, 

?/  — Rsine  —  RGcose. 

Les  équations  (1)  rentrent  dans  un  type  général  que  nous  étudie- 
rons plus  loin  (§  178). 


Fig.  77. 


1) 


Cycloïdes  et  épicycloïdes. 


Pour  construire  les  courbes  dont  il  est  parlé  dans  les  paragraphes 
suivants,  on  se  procurera  :  l*'  de  la  crémaillère  à  petites  dents  comme 
l'industrie  en  fabrique  pour  les  tirages  des  instruments  d'Optique  ; 
2*  des  roues  dentées  de  diamètres  différents  engrenant  entre  elles  et 
avec  la  crémaillère.  Par  flexion,  on  pourra  donner  à  celle-ci  toutes 
les  formes  désirables,  et  en  particulier  la  forme  de  cercles  à  grand 
rayon. 

100.  Cycloïdes,  trochoïdes. 

/°.  —  La  cycloïde  est  la  courbe  engendrée  par  un  point  invaria- 
blement lié  à  un  cercle  qui  roule  sur  une  droite. 

On  conserve  généralement  le  nom  de  cycloïde  à  la  courbe  décrite 


128 


COURS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


par  un  point  du  cercle.  Si  le  point  est  dans  le  cercle,  à  une  distance 
o  =  CP  du  centre  inférieure  au  rayon  R  (§'<R),  la  cycloïde  est 
dite   raccourcie  ^'    elle    est    allongée   si  le    point    est    hors    du   cercle 

(s>R). 

La  figure  78  montre  les  trois  espèces  de  courbes  :  la  cycloïde  pos- 


Fig.  78. 

sède   un  point   de  rebroussement  ;   la   cycloïde   allongée   a  un  point 
double  et  pas  d'inflexion;  la  cycloïde  raccourcie  a  un  point  d'inflexion. 
Déterminons  les  équations  de  ces  courbes. 

Soit  :  .       ?=:R(o^         r,=iR, 

les  coordonnées  du  centre  G  du  cercle.  Il  est  censé  se  mouvoir  uni- 
formément parallèlement  à  Ox.  Quand  il  arrive  en  S,  le  cercle  a 
roulé  d'un  angle  0  tel  que  le  point  U  coïncide  avec  T.  On  a  : 

arcÔlJ  =  OT,         RO  =  Rg)/,         0  =  w/. 

Le  point  lié  invariablement  au  cercle  est  venu  en  Q  :  l'angle  QST 
est  égal  à  0,  puisque  la  figure  QST  est  la  figure  PGU  déplacée.  Les 
coordonnées  de  Q  sont  donc  : 

a-  =  Re  —  Ssinô,         y  =  R  —  ccos6. 

La  cycloïde  proprement  dite  a  pour  équation  : 

a?  =  R(e  —  sin  h),         y  —■  R(l  —  cos  0). 

Tangente  a  la  cycloïde.  Centre  lnstantané  de  rotation. 

Quand  une  courbe  roule  sans  glisser  sur  une  autre  courbe,  il  se 
produit  comme  une  rotation  élémentaire  autour  du  point  de  contact; 
celui-ci  joue  momentanément  le  rôle  de  point  fixe  :  on  l'appelle  pour 
cette  raison  centre  instantané  de  rotation  (§  139). 

Les  arcs  infiniment  petits  décrits  simultanément  par  les  divers 
points  de  la  figure  mobile,  peuvent  être  assimilés  à  des  arcs  de  cercle 
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dont  le   point  de  contact  est  le  centre.  On  obtient  donc   les  normales 
à  ces  arcs  en  les  Joignant  au  point  de  contact. 

En  particulier,  la  normale  à  la    cycloïde  au  point   Q  est  la  droite 
TQ  (non  tracée  sur  la  fig-ure  78,  tracée  sur  la  figure  79). 

101.  Propriétés  particulières  de  la  cycloïde. 

/'\  —  Evaluons   le    rayon  de  courbure    de   la  cycloïde. 
Posons    cl)^=:0,  pour  simplifier  Técriture.  On  a  : 


dx 


=:R(i— cosO^ 


2/: 


dy_ 
dx 


\j2Ry 


^f 


d'^y 


1 


R 


dx^ 


^  =  2^2Ry  . 

Or  on  a  (fig.  79)  : 

TQ' rrr  R2  sin^j  +  ly 2  ==:  2Rîy  —  z/=^  +  î/2  =  2R2/ . 

Donc   le  rayon  de  courbure  au  point  Q  vaut  deux  fois  la  distance 
TQ  du  point  qui  décrit  la  cycloïde, 
au   point   de    tangence    du    cercle 
générateur. 

;!?".  —  Il  résulte  immédiatement 
de  là  que  la  développée  d'une 
cycloïde  est  une  cycloïde  égale. 

Le  point  V  appartient  à  la  cy- 
cloïde OV  engendrée  par  un  point 
du  cercle  dont  le  centre  décrit  G'S' 
et  qui  roule  sur  la  droite  O'T'. 

En  effet,  le  point  V  est  en  0  au 
début  de  l'opération;  le  point  Q' 
diamétralement  opposé  est  en  0'. 
On  a  : 

arc  QT  =  OT  =  arc  QT  =  O'T'. 

Le  point  Q'  décrit  une  cycloïde 
identique  à  OQ  ;  il  en  est  naturellement  de  même  du  point  V  dia- 
métralement opposé,  au  transport  près  de  la  longueur  tuR  parallèle- 
ment à  0.r. 

S'\     -  On  déduit  de  ce  résultat  la  longueur  d'un  arc  de   cycloïde. 

La  normale  à  la  cycloïde    OQ   enveloppe  la  cycloïde  OV. 

Donc  :  arc  VÔ  =  VQ  z=  2  TQ . 

En  particulier,   la  cycloïde  entière   est  longue    de    quatre   fois  le 
diamètre  du  cercle   générateur. 

102.  Épicycloïdes  ;  hypocycloïdes. 

Un  cercle  de  rayon  R  roule  sur  un  cercle  de  rayon  /■.  On  demande 
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l'équation  de  la  trajectoire  d'un  point  P  situé  à  une  distance  S=:GP, 

du  centre  du  cercle  mobile  et  entraîné  par  son  mouvement  (fig-.  80). 

Nous  pouvons  prendre  pour  variable  l'un  des  deux  angles  a  ou  0. 


Fig    SO. 

Ils  sont  reliés  par  Téquation  qui  exprime  le  roulement  sans  g^lisse- 
ment  :  /a-  HO. 

Les  coordonnées  du  point  C  sont  : 

./:'  =z[r-\-  U)  sin  a,  i/'  =:{r-\-  R)  cos  a. 

Les  coordonnées  du  point  P'  sont  : 

x  =  x'  —  G  sin  [r  —  (0  -\-x)\=x'  —  3  sin  (e  -|-  a), 
//=//'  +  0  cos  [-:  _  (e  -f  «)]=;/'  —  0  cos  (0  +  x). 

/      1    i)\    •  >    •      ^  +  1^ 

X  z=(r-\-  H)  sm  a  —  s  sm  — rr—  a, 

y  =  (r -\- R)  cos  7.  —  ^cos — r» — a. 

L'épicycloïde  est  raccourcie  quand  c  <  R  ;  la  figure  80  en  repré- 
sente une  portion. 

Elle  est  dllotKjée  et  bouclée  quand     c  >>  R. 

Les  épicycloïdes  sont  formées,  quand  nir=nRy  où  m  et  /i  sont 
entiers.  S'ils  sont  premiers  entre  eux,  la  courbe  est  obtenue  après  n 
tours  du  cercle  roulant,  accomplissant  m  révolutions  autour  du  cercle 
fixe. 

/".  —  Pour  retrouver  les  formules  des  |cycloïdes,  explicitons 
l'angle  6. 

x  =  [r-\-R)sm 8  sm  — -^—  e, 


2/  =:  (r  -j-  R)  ces S  cos  — ■ 6. 
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Faisons  r:=(^.  Nous  pouvons  remplacer  dans  les  premiers 
termes  du  second  membre  le  sinus  par  l'arc  et  le  cosinus  par  l'unité  ' 
dans  les  seconds  termes  du  second  membre,  le  coefficient  de  6  devient 
Tunité.  Il  reste  : 

a?  =  (r  -f-  R)  -y-  —  G  sin  0  =  RO  —  c  sin  6, 

y  —  r  =  R  —  0  cos  6 . 

Ce  sont  les  équations  du  §  100. 

^".  —  Hypocycloïdes. 

L'épicycloïde  est  intérieure  quand  le  cercle  de  rayon  R  roule  à 
l'intérieur  du  cercle  de  rayon  r.  On  vérifiera  immédiatement  que  son 
équation  est  obtenue  en  changeant  R  en  —  R  : 

X  =  (r  —  R)  sin  a  —  o  sin  — n a, 

?/==(r  —  R)  cosa-f-ocos îT^  ^• 

Les  épicycloïdes  intérieures  sont  aussi  connues  sous  le  nom 
d  '  hyp  ocyclo  ïdes . 

4".  —  Engrenage  de  Lahire. 

Si  le  cercle  qui  roule  admet  pour  diamètre  le  rayon  du  cercle 
immobile  (r  =  2R),  un  point  du  cercle  mobile  décrit  un  diamètre 
du  cercle  immobile.  On  a  : 

3  =  R,  a==0,  î/==2Rc6sa. 

Un  point  quelconque  du  plan  mobile  décrit  l'ellipse  : 

x~  1  y-  ■ 

Nous   reviendrons  plus  longuement  sur  ce  résultat  (§§  140  et  146). 
5°.  —  Hypocycloïde  a  quatke  rebroussements  :  astroïde. 
Si  le  cercle  qui  roule  admet  pour  diamètre  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  immobile  (r=r4R),  un  point  du  cercle  mobile  (o=R)  décrit 
une  courbe  connue  sous  le   nom  à' hypocycloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments (§  131,  %.  101).  Elle  a  pour  équations  (§  226)  : 
ic  =  3R  sin  a  —  R  sin  Sx  =  4R  sin=^  a, 
?/  =  3R  cos  a  -f-  R  cos  3a.  =  4R  cos^  a. 
Éliminant  a  entre  les  deux  équations  précédentes,  on  trouve  : 

Remarque.  La  condition  mr  =  riR,  où  m  et  /z  sont  entiers,  conduit 
à  des  hypocycloïdes  fermées  possédant  n  rebroussements.  Pour 
m  =  l,ri==:2,  rhypocycloïde  se  réduit  à  un  diamètre  (voir  ci- 
dessus  4").  Pour  m=rl,/i=:3,  on  aune  étoile  à  trois  branches. 
Pour  m==l,  Ai=:4,  la  courbe  (voir  5")  porte  le  nom  à' astroïde. 
Et  ainsi  de  suite. 
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Réduction  de  l'équation  fjénéralo  du  second  degré. 

103.   Courbes  du  second  degré  possédant  un  centre 
de  symétrie  ou  privées  de  centre. 

/".  -    Soit  ri'(|uati()n  ^^énôrale  du  second  degré  en  x  et  ;/  : 

m.r«  -(-  ny*  +  2pxy  -f  2qx  -f  2«ï/  -f-  /  =  0 .  (1  ) 

Transportons  l'origine  au  point  x=za,  .V  =  ^-  Conservons  les 
mômes  notations  pour  désigner  les  nouvelles  coordonnées.  L'opération 
revient  à  remplacer  partout  .r  par  x-f-a,  y  par  y-\-h.  En  elîet,  le 
nouvel  X  est  plus  petit  que  l'ancien  de  la  quantité  a,  le  nouvel  y  plus 
petit  que  l'ancien  de  la  quantité  h.  Pour  que  l'équation  (1)  subsiste, 
il  faut  donc  augmenter  le  nouvel  x  de  a,  le  nouvel  ?/ de  Jj  (^  34,  ^)  : 

,»(x  +  a)' +  «(y +  /.)'  +  ...  +1  =  0.  (2) 

Développons  (2).  Nous  vérifions  immédiatement  que  les  coefficients 
des  termes  du  second  degré  sont  restés  les  mêmes. 
L'équation  devient  : 

mx«  +  ny'  +  2pxy  +  2q'x  +  2s' y  +  /'  ==  0  ;  (3) 

en  posant  :       q'  =  mn  -\- pb  -\-  q , 
s  =  nb  -\- P'i  -\-  s, 
i'  —  ,„a«  +  nb^  +  2pab  +  2qa  -{-2sb-\-t. 

9''.  —  Choisissons  n  et  b  de  manière  que  les  termes  du  premier 
degré  disparaissent  : 

q'  =  ma  -{- pb  -\-  q  =z  0 , 

s'  =  pa  -\-  nb  -\-  s  =  0 . 

.  nq—ps  ms  —  pq 

D  ou  :  a  =  —7 ,         b=z    ^       ^--^ . 

p'  —  mn  ^  /)'  —  mn 
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Par  suite,  les  courbes  du  second  degré  forment  deux  groupes. 

Pour  les  unes  {ellipses,  hyperboles),  la  solution  existe;  on  trouve 
pour  a  et  b  des  valeurs  finies.  Les  courbes  sont  caractérisées  par  la 
condition  :     p-  —  mn^O. 

Pour  les  autres  {paraboles),  on  a  :  p'-  —  mn  =  0.  Le  point  de  coor- 
données   a,  j6,    est  à  l'infini. 

J°.  —  Supposons  donc  l'opération  possible  et  effectuée  ;  on  a  : 

mx^  -j-  ny^  -\-  2pxy  -)-  /'  =r  0 .  (4) 

U origine  est  un  centre  de  symétrie.  En  effet,  l'équation,  satisfaite 
pour  un  système  de  co- 
ordonnées -{-^,-\-y, 
l'est  encore  pour  le  sys- 
tème —  X, — y.  Les 
points  P,  P',  se  groupent 
deux  par  deux  sur  des 
droites  POP'  passant  par 
l'origine,  départ  et  d'autre 
et  à  égale  distance  de 
cette  origine  :  ce  qui 
définit  l'origine  comme 
centre  de  symétrie {ûg.  Si), 

Les  courbes  du  premier 
groupe  {ellipses y  hyper- 
boles) ont  donc  un  centre 
à  distance  finie;  les  paraboles  ont,  si  l'on  veut,  un  centre  à  l'infini. 


Fig.  84. 


104.  Séparation  des  ellipses  et  des  hyperboles. 

La  séparation  s'effectue  en  regardant  si  la  courbe  est  limitée  en  tous 
sens  {ellipses),  ou  si  elle  a  des  points  à  l'infini  {hyperboles). 

Pour  que  la  courbe  ait  des  points  à  l'infini,  il  faut  qu'on  puisse 
trouver  des  solutions  de  l'équation  (4)  qui  correspondent  à  des  valeurs 
simultanées  très  grandes  de  a?  et  de  y. 

Considérons  un  de  ces  systèmes  qui  définit  un  point  P.  Joignons 
ce  point  P  à  l'origine  0  ;  soit  a  l'angle  que  fait  avec  0:p  la  droite  OP. 

t' 


On  a 


^-tga, 


m  -^  n  ig^  OL  -{-2p  ig  a  -{- 


0. 


Mais  on  peut  négliger  le  dernier  terme  devant  les  trois  premiers, 
puisque  par  hypothèse  iP  est  très  grand. 

Donc  la  courbe  aura  des  points  à  l'infini  (hyperboles),  si 
l'équation  du  second  degré  en  tga  : 

m  +  2/)tga  +  /itg^a  =  0,  (3) 

a  ses  racines  réelles.  C'est  dire  qu'on  a  :     p-  —  mn>>0. 
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La  courbe  est  limitée  en  tous  sens  [ellipses),  si  les  racines  de 
Téquation  (5)  sont  imaginaires  :        p-  —  mn<^0. 

Goroi;laire. 

Si  la  courbe  est  centrée  et  a  des  points  à  Tiniini,  elle  se  confond 
à  rinfini  avec  deux  droites  qui  lui  sont  asi/rnpiotes  (§  35).  Autrement 
dit,  ses  points  à  l'infini  sont  sur  deux  droites  qui  passent  par  le 
centre  par  raison  de  symétrie;  leurs  pentes  sont  les  racines  tgaj, 
tgaa»  de  l'équation  (5).  Au  surplus,  la  courbe  est  rencontrée  à  l'in- 
fini par  toutes  les  parallèles  à  ses  asymptotes  (§  2o,  J?o). 

Remarque  1. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  (courbe  non  centrée),  on  a  : 

p'  —  nin  =iO. 

Opérant  sur  l'équation  (  !  )  comme  nous  l'avons  fait  sur  l'équation  (4), 
nous  obtenons  une  équation  (?))  qui  a  ses  racines  réelles  et  égales. 
La  parabole  a  donc  des  points  à  l'infini  qui  sont  dans  une  directiom 
unif/ue.  On  l'appelle  direction  de  l'axe  de  In  parabole. 

Remarque  IL 

Supposons  qu'en  ramenant  l'équation  générale  à  la  forme  (4),  on 
trouve  t'  =  0.  Les  ellipses  se  réduisent  à  un  point,  Torigine,  qui  est 
centre  de  symétrie  :  .r=i),  ;/  =  0.  Les  hyperboles  se  réduisent  à 
deux  droites  non  confondues  passant  par  l'origine. 

105.  Changement  des  axes  de  coordonnées,  Torigine 
restant  le  centre  de  symétrie. 

/".  —  Cherchons  comment  se  transforme  l'équation  : 

nu''  -\-  ;„/2  _|_  2pxy  +  /'  ==  0,  (4) 

quand  on  iHîmplace  les  axes   («up^osés  rectangulaires)   par  d'autres 
axes  rectangulaires  faisant  avec  les  premiers  l'ang-le  H  (S  78). 
Il  faut  effectuer  dans  l'équation  (4)  la  substitution  linéaire  : 

x=.x'  cos  0  —  y'  sin  0, 

y  =x  sin  6 -[-y' cos  Ô. 

On  trouve  :  ni x-  -^  n  y'-  -\-  %p  x'y' ~\-  /'  =  0  ; 

ni  =  m  cos-  0  -[-  n  sin-  6  -j-  ^P  sin  6  cos  0, 

n'  =z  m  sin-  (i-\-  n  cos*  0  —  '2p  sin  6  cos  0, 

p'  =  —  (m  —  n)  sin  0  cos  0  -{-p{cos*  f)  —  sin-  6) . 

On  vérifiera  immédiatement  les  r^ations  : 

m' -\-n' =  m-{- n,         p^  —  m'n'=:p-  —  mn. 

Ces  quantités  sont  des  invariants  ;  on  exprime  par  là  quelles  ne 
sont  pas  modifiées  par  les  changements  d'axes.  Nous  étions  déjà  cer- 
tains que  le  signe  de  la  seconde  ne  pouvait  changer,  puisqu'il  définit 
la  nature  de  la  courbe. 
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*?*".  —  Écrivons  maintenant  la  condition     p'=zO. 
On  a:     2  sin  0  cos  0  =  sin  2ô,  cos- 6  —  sin^  0  =  cos  2Ô  ; 

D'où:  y=e,         tg2e=-^.  (6) 

Or,  la  tang-ente  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  de  — cx^  à  -|-cc, 
nous  sommes  assurés  de  trouver  un  angle  20,  par  suite  un  angle 
26 +  '^5  q^i  satisfont  à  Téquation  (G).  Nous  déterminons  donc 
deux  angles  6  et  6-^7:  !  2  qui  annulent  p' .  Autrement  dit,  il  existe 
deux  systèmes  d'axes  rectangulaires ,  eux-mêmes  rectangulaires  entre 
eux,  pour  lesquels  l'équation  générale  se  ramène  à  la  forme  : 

Si  alors  ni  et  ri  sont  de  même  signe,  la  courbe  est  une  ellipse  ; 
s'ils  ont  des  signes  contraires,  c'est  une  hyperbole. 

Remarquons  que  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  rectangulaires 
entre  eux  ne  définissent  que  deux  droites  rectangulaires  ;  l'axe  Ox 
de  l'un  des  systèmes  se  confond  avec  l'axe  0?/  de  l'autre. 

106.  Réduction  dans  le  cas  des  paraboles. 

Dans  le  cas  des  paraboles,  les  termes  du  second  degré  en  x  ei  y 
constituent  un  carré  parfait  (§  104,  rem.  I).  Mettons  l'équation  sous 
la  forme  : 

( A.'r  +  Bî/)^-  -U  2qx -\-2sy -^t  =  {). 

Faisons  le  changement  d'axes.  Le  terme  entre  parenthèses  devient  : 

x\A.  cos  0  +  B  sin  ô)  —  î/'(A  sin  0  —  B  cos  6). 

Par  un  choix  convenable  de  l'angle  0,  il  est  possible  d'annuler  le 
coefficient  de  x  ou  celui  de  y' .  On  a  les  conditions  : 

A  R 

tgo,==  — -g,         tg62=  ;^;        tg0,tg62  =  — 1. 

Nous  définissons  ainsi  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires,  rectan- 
gulaires entre  eux. 

On  peut  donc  ramener  l'équation  des  paraboles  arbitrairement  à 
l'une  des  formes  : 

nix^  +  2q'x  +  2s' y  +  ^'  ==  0 ,  ny^-^  2q'x  -f  2s' y  +  ^  =  0". 

Rien  n'empêche  maintenant  de  transporter  l'origine  en  un  point  de 
coordonnées  a  et  b.  Nous  profiterons  des  deux  ai^bitraires  pour  rame- 
ner l'équation  à  l'une  des  formes   : 

m!x'^  -\-2q"y  =  0 ,  <?/'  +  ^^"^  =  ^  ' 
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Ellipse. 


107.  Équation  et  propriétés  générales. 

Conformément  aux  paraf^raphes  précédents,  l'ellipse  est  une  courbe 
dont,  par  un  choix  convenable  de  l'orig^ine  des  coordonnées  et  de  la 


0  ^  anomalie  vrair, 
u  —  anomalie  excentrique. 
ÔK  =  a,  (JB  =  6,  ÔF  ~c\ 

e  —  exccntiicité  ==  ÔF'  :  ÔX. 
Fig.  82. 


direction  des  axes  (supposés  ici  rectangulaires),   l'équation  prend  1; 
forme  : 


1. 


(1; 


Nous    poserons    a  >>  A  ;    a   est  le   demi  (jrand  axe   0  A  (fig.   82) 
b  le  demi  petit  axe   OB.    Nous  écrirons  : 


c^  =  a^ 


a'  a-  '  a  ' 

e  est  l'excentricité. 

Les  points  F  et  F'  qui  sont  sur  le  grand  axe  à  une  distance  -:^c  dt 
l'origine,  sont  les  foi/ers. 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oj-,  puisque,  pour  la  mémo 
valeur  de  x,  l'équation  est  satisfaite  pour  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  de  y.  La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  O7/. 
puisque,  pour  la  même  valeur  de  ?/,  l'équation  est  satisfaite  pour  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  x.  Le  point  0  est  un  centre 
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de  symétrie,  puisque  l'équation,  satisfaite  pour  les  coordonnées  x,  y, 
Test  aussi  pour  les  coordonnées    — x,  — y. 

On  peut  considérer  Tellipse  comme  la  projection  d'un  cercle  de 
rayon  a,  ayant  en  commun  avec  l'ellipse  les  points  A  et  A'  extré- 
mités du  grand  axe ,  et  dont  le  plan  II'  fait  avec  le  plan  FI  de 
l'ellipse  un  angle  dont  le  cosinus  est  Jb  ;  a. 

Les  droites  du  plan  11'  parallèles  à  Ox  se  projettent  en  vraie 
grandeur  sur  le  plan  II.  Les  droites  du  plan  îV  parallèles  à  Oy  ont  sur 
n   des  projections  qui  leur  sont  plus  petites  dans  le  rapport    b  ;  a. 

La  figure  82  montre  le  cercle  supposé  rabattu  sur  le  plan  11. 

Un  point  p  du  cercle  est  défini  par  l'angle  u,  qu'on  appelle  anoma- 
lie excentrique.  Ses  coordonnées  sont  : 


a  cos  u. 


a  sm  u, 


Après  projection  sur  le  plan  de  l'ellipse,  on  a  pour  le  point  P  cor- 
respondant à  p  : 

ic  =  acosj[z,         y  =  [asinu) —  =  hs\nu. 

Le  système  :  x  =  acosu,         ?/=/>sin«,  (II) 

définit  l'ellipse  au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  u.  A  chaque  valeur 
de  cette  variable  correspond  un  système  de  valeurs  de  a;  et  de  y^ 
c'est-à-dire  un  point  de  l'ellipse.  Eliminant  u,  on  retrouve  l'équation  (I). 

108.  Ellipsographe. 

Une  droite    GBA     se  déplace  sur  une  équerre  E,   de  manière  que 


Fig.  83. 


les  points  B  et  G  décrivent  les  côtés  de  l'angle  droit.   On  demande 
la  trajectoire  du  point  A  (fig.  83). 
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Posons  :        BA  =  b,  GA  — a;  CB  =  a  —  b. 

Prenons  pour  variable  auxiliaire  l'angle  u.  On  a  : 

DA=zy  =  BAsin  u  =  b  sin  u,        OD=x=  CAcos  u=acos  u  ; 
x=acosu,  y=:hsinu. 

C'est  une  ellipse.  L'angle  u  est  Vanomalie  excentrique ,  ce  que  la 
iigure  83  rend  évident. 

Sur  ce  principe  sont  construits  les  cllipsograplies ;  ces  appareils 
permettent  de  tracer  les  ellipses  qui  se  rencontrent  dans  les  cons- 
tructions navales,  et  dont  le  grand  axe  dépasse  fréquemment  Tin  mètre. 

109.  Ellipse  en  coordonnées  polaires. 
1" .  —  On  peut  d'abord  prendre  le  point  0  pour  origine  des  coordon- 
nées   R,  o  (fig.  84\  On  a  : 

1»  lï    •  1  cos*o    ,    sin*o         ,TTT\ 

X  =r  u  cos  0,        î/  ==  H  sm  9  ;         ^^^  =    -^^^^  _j_  -—^  .       (111) 

Cette   forme  permet    de   démontrer   que   la  somme  des   carrés  des 

inverses  de  deux  rayons 
vecteurs  rectangulaires 
ent  constante. 

En  effet,  donnonti  suo- 
cessivement  ;à  ©  des 
valeurs  qui  diffèrent  de 
-  :  2.     On  a  : 


1          cos'  9 

sin> 

n\-      a^ 
1          sin*  0 

1       />' 
ces' 9 

R^           a' 

^     />' 

Fig.  84. 


Additionnons  : 

_L  .  _L_1  .  J_ 

R?  ^  R^  "~  a^  ^  />' 


^.  —  Il  est  plus  in- 
téressant de  prendre  l'un  des  foyers  pour  origine  des  coordonnées  r,  6. 
L'angle  G  s'appelle  anomalie  vraie. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  en  F.   L'équation  devient  : 

a* 
Posons  :  ;  =  rcos6,         y  = 

a{[^e^-)  b' 


r  sin  0 . 


On  obtient  :        r  —  -i — j ^ —     /*    ,   ^^  „û\ 

1-j-ecosô        a(l+ccos6) 

Si  on  transporte  l'origine  en  F',  on  a  : 

,_    41(1— e«)    ^ h^     _ 

'         1 — ccosO'        a(4  —  ecos«e'j 


(IV) 
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On  peut  écrire  ces  relations  : 


1B9 


a 


eÇ, 


Additionnons 


+  /•'  =  -— +  2ec 


2^^ 


2c^ 


=  2a. 


La  somme  des  distances  d'un  point  de  V ellipse  aux  foyers  est  cons- 
tante et  égale  au  grand  axe  (§  5). 

^o  __  Enfin  il  est  souvent  commode  de  prendre  comme  coordon- 
nées le  rayon  vecteur  r  et  l'anomalie  excentrique  u.  On  a  : 

b^~  ,  , 

rr=: —  —  eia  cos  u  —  c)  ; 


a  cos  u. 


r=:a(l  — ecos  u). 
Cette  formule  est  très  employée  en  Astronomie, 


(S) 


110.  Diamètres  conjugués  '. 

/°.  —  Traçons  un  cercle  sur  le  plan  IT  et  considérons  toutes  les 
cordes  parallèles  à  un  diamètre  D.  Il  est  évident  que  le  diamètre  D' 
perpendiculaire  à  D  les  coupe  toutes  par  moitié.  Réciproquement,  le 
diamètre  D  coupe  par 
moitié  toutes  les 
cordes  C  parallèles 
à  D'. 

Les  diamètres  rec- 
tang-ulaires  D  et  D' 
sont  dits  conjugués. 

^\  —  Projetons 
orthogonalement  le 
cercle  sur  un  plan 
quelconque  IL  La 
courbe  obtenue  est 
une  ellipse  (§  i07)  dont 
le  grand  axe  est  pa- 
rallèle à  l'intersection 
des  plans  11  et  11'.  Les  droites  de  H'  se  projettent  sur  des  droites  de  11; 
des  parallèles  de  11'  ont  pour  projections  des  parallèles  de  II. 

Si  trois  points    A,  B,  G,  d'une  droite  quelconque  du  plan  11'  sont 


Fig.  85. 


'  Le  mot  conjugué,  que  nous  employons  ici  pour  la  première  fois,  n'a  pas  de  sens 
spécifique.  Chaque  fois  que  nous  établirons  une  relation  entre  deux  points,  deux  droites, 
un  point  et  une  droite,  etc.,  etc.,  nous  dirons  que  les  termes  de  la  relation  sont  con- 
jugués ;  le  mot  correspondant  a  exactement  le  même  sens.  Par  exemple ,  nous  pouvons 
dire  aussi  bien  que  les  points  p  et  P  de  la  figure  82  se  correspondent  ou  sont  conjugués. 

Le  mot  homologue  n'a  pas  davantage  de  sens  spécifique.  Il  signifie  que  les  objets 
considérés  ont  les  mêmes  propriétés,  propriétés  qui  doivent  être  définies  dans  chaque 
cas.  Par  exemple,  les  sommets  homologues  de  deux  triangles  semblables  corres- 
pondent aux  angles  respectivement  égaux. 
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tels  qu'on  ait  AB=BG,  les  trois  points  correspondants  Aj,  Bj,  Cj, 
du  plan  II  sont  aussi  sur  une  droite  et  tels  qu'on  ait  À,Bi  =  BjCi . 

Doncles  cordes  parallèles  Gj  de  l'ellipse,  projections  des  cordes  G  du 
cercle,  sont  coupées  par  moitié  par  la  projection  D[  du  diamètre  D'  ; 
réciproquement,  les  cordes  C\  de  Tellipse,  projections  des  cordes  G'  du 
cercle,  sont  coupées  par  moitié  par  la  projection  Di  du  diamètre  D. 

I^  existe  donc  dans  une  ellipse  des  couples  de  diamètres  conjugués, 
tels  que  chacun  coupe  par  moitié  toutes  les  cordes  parallèles  à  l'autre. 
Ghaque  couple  correspond  à  un  couple  de  diamètres  rectangulaires 
dans  le  cercle. 

3°.  —  Les  tangentes  au  cercle  peuvent  être  considérées  comme  des 
cordes  limites.  l^Ues  se  projettent  suivant  des  tangentes  à  l'ellipse. 
Donc  si  aux  extrémités  du  diamètre  D,  on  mène  les  tangentes  Ti, 
elles  sont  parallèles  au  diamètre  conjugué  D\.  Elles  sont  naturellement 
parallèles  entre  elles  en  vertu  de  l'existence  du  centre  de  symétrie  0. 

111.  Théorèmes  d'Apollonius. 

/".  —  Puisque  deux  diamètres  (droites  passant  par  le  centre  de 
symétrie)  conjugués  de  l'ellipse  sont  les  projections  de  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle,  les  points  où  ils  coupent  l'ellipse  corres- 
pondent à  deux  valeurs  u,  u\  de  l'anomalie  excentrique  qui  dif- 
fèrent de     t:  ;  2. 

Ils  ont  donc  pour  coordonnées  : 

x=:acosu,         y  =  bsinu] 
x'  =  as[nu,         y' =  —  bcosu. 
Les  pentes  des  diamètres  correspondants  sont  : 

/)=:tga  =  ^  =  — tgW,  />'==tgP=|r  =  — -COtgU. 

b^ 

D'où  la  relation  :  PP  ^=^ T- 

!^°.  —  Appelons  a'  et  //  les  demi-longueurs  des  diamètres  conju- 
gués. On  a  : 

a'^  =  x^-\-y^  =  a^  ces*  u  -j-  A*  sin*  u, 
b'-  =z  x'^  -j-  î/'-  =  a*  sin*  u  -\-  b^  cos-  u . 
Additionnons  membre  à  membre  : 

a'*  +  A'*  =  a^  +  /)-. 

La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est  constante. 
Elle  est  égale  à  la  somme  des  cai^r^és  des  axes  qui  sont  évidemment 
deux  diamètres  conjugués. 

3°.  —  Galculons  le  sinus  de  l'angle  6  que  font  deux  diamètres 
conjugués.  On  a  :     'b  =  oi.  —  g- 

tg  a                          b  sin  u                    b  sin  u 
sm  a — — 


\/l  -f-  tg*  a         ^a^  cos*  u-{-b^  sin*  u 
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On  trouve  de  même  aisément  : 

acosu  .    ^  bcosu 
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cosa  = 
D'où  : 


sm  g  = 


cos  ^z= 


asm  u 


sin  J>  =  sin  (oc  —  ^)  =  ab  [  a' h'  ; 
a'b'  sin  tj;  =  aj6. 
Uaire  du  parallélogramme  (§   68)    construit  sur    deux   diamètres 
conjugués  est   constante.  Elle  est  égale  à  Vaille  du  parallélogramme 
construit  sur  les  axes. 

Les  deux  dernières  propositions  sont  connues  sous  le  nom  d'Apol- 
lonius. 

112.  Tangente  à  Tellipse;  polaire  d'un  point. 

/".  —  Nous  avons  démontré  au  §  5,  ^o,  que  la  tangente  à  l'ellipse 
en  un  point  est  bissectrice  des  droites  qui  le  joignent  au  foyer. 

Cherchons  l'équation  de  la  tangente.  Soit  ?,  -z^,  les  coordonnées 
dun  point  P  de  Tellipse  ;  soit  .t,  ?/,  celles  d'un  point  quelconque 
de  la  tangente  en  P. 

^  — ;  _^y  —  'n 
dk     - 


On  a  (§  30)  : 


Différentions  l'équation  : 


on  trouve  : 


^d$+^d,î  =  0, 


dri 

—  4-  — —  1  • 


dz: 


(1 

(2) 


(3) 


Fig.  86, 


Remplaçons  dans  (1)     dl  et  dr,    par  les    valeurs  proportionnelles 
tirées  de  (3)  ;  utilisons  (2)  : 


go 


(^-?)^+(2/--0)^-=O' 
Polaire  d'un  point  (fig.  86). 


^  _L  -M  —  1 
a^  ^  b^  '^ 


(4) 
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Soit  X,  ?/,  les  coordonnées  du  point  M  par  lequel  on  mène  la  tan- 
gente. L'équation  (4)  doit  être  satisfaite  pour  les  points  S,  T,  de 
Fellipse  (points  de  coordonnées  c,  r<),  où  il  faut  construire  tes  tan- 
gentes pour  qu'elles  passent  par  le  point  M.  Donc  (4),  où  ;  et  r,  sont 
considérés  comme  variables,  est  l'équation  de  la  corde  ST  qui  joint 
les  points  de  contact  S,  T,  des  tangentes  menées  du  point  donné  M  ; 
c'est  la  polaire  du  point  M  (§  85).  , 

S".  —  Construction  de  la  tangente. 

Pour  construire  la  tangente  en  P,  utilisons  la  propriété  de  l'ellipse 
E  d'être  la  projection  du  cercle  C.  Construisons  la  tangente  au  cercle 
pour  le  point  P'  qui  correspond  à  P.  Elle  coupe  le  grand  axe  en  Q  ; 
joignons  Q  et  P  ;  la  droite  QP  est  la  tangente  cherchée.  Cela  résulte 
de  ce  que,  dans  la  projection,  les  relations  de  courbe  à  tangente  ne 
sont  pas  modifiées. 

113.  Relation  générale  entre  les  pentes  des  diamètres 
conjugués. 

Soit  l'équation  :        nix- -{- ny^ -\- 2pxy -\- t  =  0 ,  (I) 

d'une  conique  rapportée  à  son  centre.  Au  point  .r,  //,  menons  la  tan- 
gente. Sa  pente  est  déterminée  par  l'équation  : 

mxilx  -\-  nydy  -\-p[xdy  -\-  ydx)  =  0. 

Posons  :  q^=zdy  '.  dx,         q^=^y  \  x. 

Il  vient  :  n(J,q^-[-p{q^-\-q^)-\- m=ii).  (2) 

Or,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut,  la  tangente  au 
bout  du  diamètre  Dj  de  pente  ^j»  est  parallèle  au  diamètre  conjugué 
1),  de  Dj.  Donc  (2)  est  la  relation  générale  entre  les  pentes  des  dia- 
mètres conjugués,  i/existence  des  termes  du  premier  degré  dans  (1) 
ne  modifie  pas  (2),  parce  qu'ils  correspondent  à  une  simple  trans- 
lation des  axes  de  coordonnées. 

114.  Mobile  se  déplaçant  sur  une  ellipse. 

/".  —  La  courbe  exprimée  au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  u  : 

xz=^acosu^         y=hcos{u  —  8),  (ly 

est  encore  une  ellipse.   En  posant     z  =  t.  '.2,     on  retrouve  la  forme 
utilisée  au  §  107. 

Éliminons  u  entre  les  relations  (l)  : 

y  =  h  cos  S  cos  u  -\-  h  sin  $  sin  u, 
y        X 


,  —      cos  c  =  sm 
D        a 


Elevons  les  deux  membres  au  carré,  il  vient  : 

4-^cos$-f-^-:sin^S.  (2) 

C'est  une  ellipse,  mais  qui  n'est  plus  rapportée  à  ses  axes. 
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^^  —  Posons  que  la  variable  "  varie  proportionnellement  au  temps. 
Les  équations  (1)  expriment  donc,  non  seulement  que  le  mobile  de 
coordonnées  x,  y,  décrit  une  ellipse,  mais  encore  qu'il  la  décrit 
suivant  une  certaine  loi.  Nous  montrerons  plus  tard  que  les  aires 
balayées  par  le  rayon  vecteur  qui  joint  le  centre  de  V ellipse  au  mobile., 
varient  proportionnellement  au  temps  [loi  des  aires,  ^  175). 

Le  tour  d'ellipse  est  effectué  (ïans  le  temps  nécessaire  pour  que  la 
variable  u  augmente  de    2-::. 

Posons  :  u  —  -^  ;  T  est  la  période. 

Le  paramètre  ^  spécifie  la  position  du  mobile  à  l'origine  des  temps  • 
c'est  la  phase  (§  52).  ' 

Si  0  =  0  ou  x,  Tellipse  s'aplatit  en  une  droite  qui  passe  par  l'ori- 
gine des  coordonnées  :  la  vibration  est  rectiligne. 

Si    0  =  7:  :  2,    ou    3t.  '.2,    l'ellipse  est  rapportée  à  ses  axes. 

D'une  manière  générale,  les  formules  du  §  105  permettent  de  cal- 
culer la  position  des  axes. 

3°.  —  Chacune  des  équations  (1)  représente  une  vibration  sinusoï- 
dale (§  52).  Considérons  les  n  mouvements  : 

iF^=:ai  cos  [u  —  ai),  yi=bi  cos(u  —  ^^); 

X2  =  a.2Cos{u  —  a.),         y2  =  b^^  cos  {u  —  (Sg)  ; 


Chaque  système  représente  une  ellipse  de  la  forme  : 

Nous  avons  démontré  que  la  somme  zlx  des  mouvements  vibra- 
toires sinusoïdaux  dirigés  suivant  Ox  est  elle-même  un  mouvement 

sinusoïdal  (§  53)  ;    Z^y    est  aussi  un  mouvement  sinusoïdal. 
On  a  donc  identiquement  : 

X=:Xi-\-Xç,-\-  ...  =  M  COS  (w •  JJ!,), 

?/  =  2/1  +  ^2  +  . . .  =^  N  cos  (u  —  v). 

D'où  la  proposition  suivante  :  Considérons  des  ellipses  de  même 
centre  y  de  même  période  et  décrites  isolément  suivant  la  loi  des  aires. 
Quelles  que  soient  les  phases  respectives  des  mobiles  sur  chacune  d'elles, 
si  on  compose  à  chaque  instant  tous  les  déplacements,  on  obtient  un 
mouvement  elliptique  décrit  lui-même  suivant  la  loi  des  aires.  Le  mot 
composition  est  pris  au  sens  géométrique  ;  on  obtient  les  coordonnées 
du  déplacement  résultant  en  ajoutant  respectivement  les  abscisses  et 
les  ordonnées  des  mouvements  composants. 
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Ce  théorème  a  une  interprétation  mécanique  très  simple  ;  son 
importance  est  capitale  en  Optique. 

115.  Somme  d'ellipses  de  même  centre,  de  mêmes 
directions  d'axes  et  dont  les  axes  sont  dans  un  rapport 
donné. 

Le  théorème  précédent  ne  suppose  rien  sur  les  positions  relatives 
des  axes  des  ellipses  composantes.  Admettons  maintenant  que  les 
ellipses  concentriques  ont  mômes  directions  daxes,  et  que  leurs 
axes  sont  dans  le  même  rapport.  Prenons  Ox  et  Oy  comme  direc- 
tions des  axes  ;  nous  pouvons  leur  donner  les  équations 

Xi  =  aj  cos  [u  —  a,),  ?/,  =  ka^  sin  (u  —  a,) 

X^  =  32  cos  [u  -^  0-2    ,  IJi  =  lid.2  siu  [u  Jj) 


On  vérifiera  que  Tellipse  résultante  est  elle-même  de  la  forme  : 
j?  =  Mcos(u  —  jji),         ^  =  /fMsin(u  —  |x), 

quelles  que  soient  les  phases     x,,  aj,  ... 

Ce  théorème  est  fondamental  dans  l'Optique  du  Quartz. 


116.  Développée  de  l'ellipse. 


/  ".  —  Partons  de  l'équation  : 


X 


y' 


_  4_  ^ i 


En  diiïérentiant  une  et  deux  fois,  on  en  tire 


dx 


y    a' 


dx'- 


a*   dx\y)~        ahf 


D'où    le     rayon    de 
courbure  (§91)  : 

_  (/)V-faV)T 
P  —  a'b'  ' 

Pour  le  point  A  : 
(i/  =  0,      x  =  a) 
^  =  h-  :  a] 
pour  le  point  B  : 

{y=.b,       X=0) 

c  =  a^:  b. 
Le    lecteur    tracera 
une  ellipse   d'après   la 
propriété  des   foyers    (boucle  de   lil    passant    sur   deux   punaises    et 
tendue    par    la    pointe   d'un  crayon).    11  vérifiera   que    l'ellipse   est 


Fig.  87. 
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déjà    presque   complètement  obtenue  quand   on    a   tracé   les    quatre 
cercles  osculateurs  qui  cor- 
respondent aux  extrémités 
des  axes. 

Le  centre  de  courbure  a 
qui  correspond  à  A,  est 
compris  entre  le  centre  0 
de  l'ellipse  et  le  foyer  F. 
Le  centre  de  courbure  [^ 
correspondant  à  B  est  au 
delà  du  point  0  ;  il  peut 
être  entre  0  et  B',  comme 
le  montrent  les  figures  87 
et  88.  Si  l'ellipse  est  suf- 
fisamment aplatie,  il  est 
au  delà  du  point  B'.  Fig.  88. 

S\  —  Développée. 

Appliquons  les   formules  du  §  91.  Soit  J,  y;,   les   coordonnées   du 
centre  de  courbure  : 


[ 


»+n+(i)'] 


Remplaçons  les  dérivées  par  leurs  expressions ',  il  vient  : 


i 


2^3 


C^X 


(Ayi 


r,4  » 


r.  = ^. 


A  l'arc  AB  de  l'ellipse     (^>0,  ^  >  0)     correspond  l'arc  a(^  de  la 
développée    (a?  >>  0,  y  <C^)' 

Substituons   dans   l'équation  de  l'ellipse  ;    nous  trouvons   pour  la 


développée  : 

Pour  le  point  A 
B 


H]"=i. 


ô^  =  c^  :  a, 


Hyperbole. 


117.  Équation  et  propriétés  générales. 

Conformément  au  §  104,  Vhyperbole  est  une  courbe  dont,  par  un 
choix    convenable    de    l'origine   des  '^coordonnées   et   de   la    direction 
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des  axes    (supposés  ici    rectangulaires),  l'équation  prend  la  forme  : 


jfl—  ^1  —  1 


(I) 


La  courbe  a  un  centre  ;   elle  se   confond  à  l'infini  avec  les  asymp- 
totes (fîg.  89) :        ~ 


±■4-  ,       de  pentes  :  —  =  -h  —  , 
D  jo  a, 


Faisons  i/ =  0  ;  il  vient  :  x  =  :+2^'  La  courbe  coupe  Ox  en 
deux  points  réels.  Faisons  .r  =  0;  il  vient  :  u  =  -h  \! —  b^  .  Nous 
pouvons  dire  que  la  courbe  coupe  0?/  en  deux  points  imagi- 
naires. 

Les  axes  Ox  et  0;/  (appelés  quelquefois  axe  réel  et  axe  imagi- 
naire de  l'hyperbole,  ou  mieux  axe  transverse  et  axe  non  transverse) 
sont  de  symétrie ,  puisque ,  pour  une  valeur  de  Tune  des  coordon- 
nées, on  trouve  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de 
l'autre. 

L'équation  de  l'hyperbole  rapportée  h  ses  axes  se  déduit  de  celle 
de  l'ellipse  en  changeant  />'  en  — b-;  en  vertu  de  cette  remarque, 
beaucoup  de  calculs  ne  sont  pas  à  recommencer.  Nous  poserons  : 

c*r=:a*-|-^*»         e  =  c  ',  a. 
\J excentricité  e  est  supérieure  à  1  ;   elle  était  inférieure  à   i    pour 


Fig.  89. 


l'ellipse.  Les  points     F  et  F',    dits  foyers  y  sont  sur  l'axe  Ox  à  une 
distance    ^hc    de  l'origine. 

L'hyperbole  est  dite  équilatère  quand    a=^  b.    Les  asymptotes  sont 
alors  rectangulaires. 
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118.  Hyperbole  en  coordonnées  polaires. 

/".  —  On  peut  d'abord  prendre  le  point  0  pour  origine  des  coor- 
données R,  o. 


o  T3    •  i  cos^o 

a?.=:ricoso,  î/  =  Ksino;  -r— =: 


sm^  op 


S".  —   Il   est    plus   intéressant   de   prendre   l'un  ou    l'autre   foyer 
pour  origine  des  coordonnées,  /%  0. 
L'angle  6  s'appelle  anomalie  vraie 
(fig.  90  et  91). 

Transportons     l'origine     en    F 
(§  34).  L'équation  devient  : 


i  +  c] 


y 


\ 


Posons  : 

J=r=rcosO,        ?/=:rsin6. 

n      r.-  a[\—e^^] 

Un  obtient:        z-mz-j-^p '- 

\  -\-e  cos 

(IV) 


Fig.  90. 


a(l  -|-ecos  6) 

6  variant  entre  0  et  Oq,  on  décrit  la  branche  DBE  de  l'hyperbole; 
r  varie  entre  a(l — e)=^a  —  cr=  —  (c  —  a),  pour  6  =  0,  et  — oc 
pour     G  =  0o. 

Transportons  l'origine  en  F'.  On  trouve  : 

1  —  e  cos  e'  a(  1  —  e  cos  6') 

On  peut  écrire  ces  relations  : 


b^ 

—  —  ec. 
a 


=  -- ^  +  e?; 


r 


=  2c. 


Additionnons 


2i6^ 


2ec=z2a. 


Mais  r  mesure  le  rayon  vecteur  changé  de  signe.  D'où  le  théorème  : 
La  différence  des  distances  d'un  point  de  l'hyperbole  aux  foyers  est 
constante  et  égale  à  l'axe  transverse. 

119.  Tangente  à  Thyperbole. 

/°.  —  Soit  ç,  Y),  les  coordonnées  d'un  point  S  de  l'hyperbole 
(fig.  91)  ;  soit  X,  y,  celles  d'un  point  quelconque  de  la  tangente  en  S. 

On  a  (§30)  :  -^-^  _  .V-^, 


de 


Différentions  l'équation  : 


dr, 


^^  1 


a"- 


On  trouve  : 


dl: 


=^-œ- 


(1) 

(2) 

(3) 
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Dans  (1)   remplaçons  </;    et  dr,   par    les    valeurs   proportionnelles 
tirées  de  (3)  ;  utilisons  (2)  ;  il  reste  : 


(4) 


5".  —  Il  est  facile  de  montrer  directement  que  la  tangente  à  l'hy- 
perbole au  point  S  est  bissectrice  de  Vangle  des  rayons  vecteurs  FS 


Fig.  91. 

et  F'S.   Soit  ^  languie  que  fait  la  tangente  ST  avec  Ox\  il  s'agit  de 
vérifier  la  relation  :  2'{;  =  6  -j-  0 .. 

On  a  : 

%e-^-,       tgo'::^^;       tg(e  +  e-)3^,.J;Le^' 

On  a  d'autre  part,  en  vertu  de  l'équation  (4)  : 
On  vérifie  aisément  que  la  condition  : 

tg2^=tg(6  +  e'), 

est  une  identité,  en  vertu  de  (2). 

120.  Diamètres  conjugués. 

Reprenons    la   théorie   des  diamètres  conjugués   par  une  méthode 
directe.  Soit  : 

mx^-^ny^=\,  (1) 

une  conique  à  centre.  Coupons  par  la  ligne  : 

y=px-\q.  (2) 
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Éliminons  successivement  y  et  x  entre  les  équations  (1)  et  (2). 
Nous  obtenons  les  coordonnées  des  points  d'intersection  P,  Q,  au 
moyen  d'équations  du  second  degré.  On  trouve  (fîg.  91)  : 

m-\-np^  —  —     ' 

^         m-\-  np-  —  ^  — 

Il  est  clair  que  les  coordonnées  du  point  M  qui  est  à  égale  dis- 
tance des  points  P  et  Q,  sont  x  et  y' .  Le  point  M  se  trouve  donc 
sur  une  droite  OM  passant  par  l'origine  et  dont  la  pente  est  : 

y'  , m  , m 

X        P  np ''       ^^  n  '  ■     \   ) 

Or  y  a  disparu  de  la  relation  (3);  donc  toutes  les  cordes  G  paral- 
lèles à  (2)  sont  coupées  en  deux  parties  égales  par  une  droite,  passant 
évidemment  par  l'origine  qui  est  un  centre,'  cette  droite  D'  est  appe- 
lée diamètre  conjugué  des  cordes  G. 

La  relation  (3)  étant  symétrique  en  p  et  p,  les  cordes  G'  paral- 
lèles à  D'  sont  coupées  en  parties  égales  par  le  diamètre  D  parallèle 
aux  cordes  G. 

La  formule  (3)  contient  comme  cas  particulier  la  formule  du 
§  111,  /°.  Appliquée  à  l'hyperbole,  elle  donne  : 

pp'  =  L'~:a\ 

Les  asymptotes  peuvent  être  considérées  comme  des  diamètres 
conjugués  superposés  ;  on  a  alors  : 

pz=zzp  ^=±1)  :  a. 


Remarque. 

Toutes  les  hyperboles 


11—/. 


ont  mêmes  asymptotes  et  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués. 
Elles  représentent,  si  l'on  veut,  la  même  hyperbole  construite  à  des 
échelles  qui  croissent  à  mesure  que  k-  augmente.  En  particulier, 
l'une  de  ces  hyperboles  (échelle  infiniment  petite)  se  confond  avec 
les  asymptotes  :  celles-ci  admettent  donc  le  même  système  de  dia- 
mètres conjugués  que  l'hyperbole. 

Le  segment  P'Q'  est  coupé  en  parties  égales  par  le  point  M,  tout 
comme  le  segment  PQ. 

121.  Hyperboles  conjuguées. 

/o. Deux  hyperboles  sont  dites  conjuguées  quand  elles  satisfont 

aux  équations  :  —^ rr  =  dl  ^  • 
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Elles  ont  mêmes  asymptotes.  L'axe  réel  de  l'uiie  est  l'axe  imagi- 
naire de  l'autre. 

Elles  admettent  le  même  diam.ètre  pour  la  même  série  de  cordes  ; 
il  en  est  de  même  évidemment  pour  leurs  asymptotes.  La  conjuguée 
d'une  hyperbole  équilatère  lui  est  identique ,  à  l'orientation  près. 

^".  —  Considérons  deux  diamètres  conjugués  D'  et  D.  L'un  étant 
dans  l'angle  a?OP',  l'autre  est  dans  l'angle  PO?/.  Donc  D'  rencontre 
réellement  une  hyperbole,  D  rencontre  réellement  l'hyperbole 
conjuguée.  Grâce  à  l'adjonction  de  cette  hyperbole  conjuguée,  nous 
pouvons  parler  des  longueurs  de  deux  diamètres  conjugués,  ce  qui 
ne  serait  pas  immédiatement  possible  si  nous  ne  considérions  qu'une 
des  hyperboles. 

122.  Théorèmes  d'Apollonius. 

Gomme  ils  n'ont  aucune  application,  nous  ne  ferons  guère  que  les 
énoncer.  On  les  démontre  aisément  en  cherchant  directement  les 
longueurs  de  deux  diamètres  conjugués. 

Coupons  la  courbe     m.r--|- n?/-r=:  1 ,     par  la  droite     y=px. 

^'.^ 1 ,,,.^ £! .       a'..  =  ^.   I   „=_    l.+Pl_ 

m  -f-  tip^'  '  m-\-  np^  '  "^  '         m  -f-  np^  * 

Pour  le  diamètre  conjugué,  on  a  (§  \2i))  : 

/>'-  -:  — 7~      '^^    iivec  la  condition  :    pi/    ~  — 

m  -\-np  -  '  ^  ^  n 

D'où  généralement  (t^  11  i  )  :    a'-  4-  /)'-==-  4-  .,  =  —     — • 

Dans  le  cas  de  Tliyperbole,  il  faut  remplacer  h-  par  — h*, 
h'-  par    —//'. 

Posons   y=D'OD.    On  vérifie  les  relations  : 

a-  —  b''=ia'  —  />',         a'b'  siny=ab. 

La  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est  constante. 
L'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués 
est  constante. 

L'angle  -/  est  détini  par  la  relation  : 

123.  Développée  de  Thyperbole. 

Nous  ne  recommencerons  pas  les  calculs.  Le  rayon  de  courbure 
et  la  développée  de  l'hyperbole  se  déduisent  du  rayon  de  courbure 
et  de  la  développée  de  l'ellipse  en  changeant  b^  en  — b-.  On  obtient 
ainsi  : 


"~  a'b' 


3  ,.2  .2 


CiY-{W- 
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Conformément    au    §    96,    la    développée   présente   des   points    de 
rebroussement  en   a  et  a';   ce  sont  les  centres  de  courbure  de  l'hy- 


FJg.  92. 


perbole  pour  les  points  A  et  A'  où  la  courbure  passe  par  un  maxi- 
mum. La  tangente  de  rebroussement  est  Ox. 


Parabole. 


124.  Équation  et  propriétés  générales. 

/".  —  Conformément  au  §  106,  la  parabole  est  une  courbe  dont, 
par  un  choix  conve- 
nable de  l'origine  des 
coordonnées  et  de  la 
direction  des  axes  (sup- 
posés ici  rectangu- 
laires) ,  l'équation  prend 
la  forme  (fig.  93)  : 
?/^  =  2px. 

p  est  le  paramètre. 

Le  point  F  dont  l'abs- 
cisse est  AF=:^  ;  2, 
s'appelle  foyer.  La 
droite  Kx  est  Vaxe  de 
la  parabole.  L'axe  A.y 
est  tangent  à  la  para- 
bole en  son  sommet  A. 
On    appelle    directrice 

J       •*         \  ITM  Fig.  93. 

une  droite   A  parallèle 

à  Oy,   et  telle  que      AE  =  — jd  :  2.     L'axe  Kx  est  de  symétrie. 
Les  droites  parallèles  à  Taxe  rencontrent  la  courbe  à  l'infini  (§  104). 
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'2".  —  Coordonnées  polaires. 

Transportons  l'origine  au  foyer  ;  l'équation  devient  : 


Posons  :  ;  =  rcosG,  Y;  =  rsinO. 

On  trouve  : 

j/.  +  ;'  =  (p  +  ?)S  -.  =  />  +  ;,  r  =  -,f-^.      (II) 

Quand  6  varie  de    0  à  z,    r  varie  de    — />  i  2    (point  A)  à    — oc. 
,?".  —  Propriété  de  la  directrice  A. 

On  a  :  TS  =  TU +  1)8=^9  +  ?. 

La  seconde  équation  (II)  se  traduit  donc  par  la  relation  : 

TS  =  FS. 

Les  points  de  la  parabole  sont  équidistants  d'un  point  fixe  F  et  d'une 
droite  invariable  A.  On  n'oubliera  pas  que  nos  conventions  sur  Q 
entraînent  à  compter  r  négativement. 

125.  Tangente  et  normale  à  la  parabole. 
/°.  —  Soit  ;,  rj,  les  coordonnées  d'un  point  I   de  la  parabole;  soit 
X,   1/,   les  coordonnées  d'un   point  quelconque  de   la   tangente  en   I. 

Ona(!i;<0):  £^=y^.  (1) 

r,^  =  2pf„  r,dr,=pcll  (2) 

Remplaçons  dans  (1),  (/;  et  dt]  par  les  quantités  proportionnelles 
tirées  de  (2);  il  reste  :         /)(.r-|- ;)  =  //'';•  (3) 

Dans  l'équation  (3),  faisons     y  =  0;     il  vient  :     x  =  — ;. 

Le  point  J  d'intersection  de  la  tangente  en  1  avec  l'axe  de  la  para- 
bole est  tel  que  :  JA=:AK. 

9\  —  Montrons  qu'on  a  :     Fl=:FJ. 

rv=(,-i2+r-={,-^J+2p,=(,+j)\^ 

Or      JAziz:;,        AF=p:2\        d'où:  FI  =  JA  +  AF=:  JF. 

La  tangente  à  la  parabole  fait  des  angles  égaux  avec  l'axe  Ax  et 
avec  la  droite  menée  du  foyer  au  point  de  contact. 

,^".  —  La  normale  a  pour  équation  (§  30)  : 

(.r-;-)rf|  +  Cv-Orf,;  =  0.         r.{x-^)+p(y—n)^0^       (4) 

Dans  l'équation  (4),  faisons     i/  =  0;     il  vient  :      r  —  ;  =  p. 

Or  .r  — ;=ÂG— ÂK=:KG. 

Donc  la  sous-normale    KG   est  constante  et  égale  au  paramètre  p. 
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126.  Diamètres. 

i"'  —  Le   diamètre    D   des  cordes  G    parallèles    à    une    direction 
donnée  quelconque  est  parallèle  à  l'axe. 

En  effet,  coupons  la  courbe  :     y-  =  2px,     par  la  droite* 

2j=:FxJ^q. 

Les  ordonnées  des  points  d'intersection  P  et  Q  sont  les  racines  de 
l'équation  : 


Py^^  =  2p{ij—q); 


y=f±s. 


L'ordonnée  du  point  M,  moyenne  des  ordonnées  des  points  P  et  Q, 


ce  qui  démontre  le  théorème. 


est  donc  : 

Elle  ne  dépend  pas  de  q  : 

Réciproquement ,  toute 
parallèle  à  l'axe  est  un  dia- 
mètre ;  la  pente  P  des  cordes 
correspondantes  est  fournie 
par  l'équation  (1). 

La  tanjçente  est  la  limite 
d'une  corde;  conséquem- 
ment  menons  par  M",  inter- 
section de  la  parabole  et  du 
diamètre  D  des  cordes  G , 
une  droite  M"T  parallèle  à 
ces  cordes  :  elle  est  tan- 
gente à  la  parabole. 

:!^".  —  Menons  les  tan- 
gentes à  la  parabole  aux 
points  P  et  Q,  extrémités 
d'une  corde.  On  vérifiera 
aisément  qu'elles  se  coupent 
sur  le  diamètre  D  de  cette 
corde  à  une  distance  du 
point  M"  égale  à  M"M.  Cette  proposition  généralise  ce  que  nous  avons 
démontré  au  §  125,  y°:  la  corde  IK  est  alors  normale  à  l'axe  A^  qui 
est   le  diamètre  conjugué  correspondant. 

Au  §  244,  nous  donnons  une  démonstration  de  ce  théorème  que 
nous  utilisons  plus  loin. 

127.  Parabole  comme  limite  de  Tellipse  ou  de  l'hyper- 
bole. 

/°.  —  La  parabole  est  la  limite  d'une  ellipse  dont  une  des  extré- 
mités du  grand  axe  A'  et  le  foyer  F'  restent  fixes ,  et  dont  le  centre 
0  s'éloigne  indéfiniment  (fig.  9S  à  gauche). 


Fig.  94. 
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Transportons    l'origine    des    coordonnées    en    A'.     L'équation    de 
l'ellipse  devient  (§  34)  : 


2b' 


b^-x^- 


y-=z  X 

^  a  a 


1 


Écrivons  que  le  foyer  est  fixe.  Posons  donc  : 


AT' 


—  P—. 


—  V 


a^  — //=a     1— y/l— ^ 


Pour  que   A'F'   reste  constant,  il  faut  que  b  et  a  croissent  simul- 


Fig.  95. 


tanément  de   telle   sorte   que     />' .' a     reste   fini,    et    par    suite   que 
b-  ;  a*     tende  vers  0.  On  a  alors  (§  12)  : 

{.-v''^]=.[.-('-è)]=£=f 

L'équation  (1)  se  réduit  h  :     y*  =  2px. 

^°.  —  La  parabole  est  la  limite  d'une  hyperbole  dont  une  des  extré- 
mités de  Taxe  réel  A  et  le  foyer  F  voisin  restent  fixe,  et  dont  le 
centre  0  s'éloigne  indéfiniment  (fig.  95  à  droite). 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  en  A.  L'équation  de  l'hy- 
perbole devient  : 


i^^-y'- 


1, 


a-  h 

Ecrivons  que  le  foyer  est  tiie.  Posons  donc 


2b^      ,    b^x^ 
a         '      a- 


(2) 


:=  c  —  a  =  \/a*-\- b^'  —  a  =  a\  \/^+^  —  ^     • 

Le  même  raisonnement  que  plus  haut  réduit  l'équation  (2)  à  : 

y°  =  2px, 
quand  a  croît  indéfiniment. 
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3°.  —  Toutes  les  propriétés  de  la  parabole  peuvent  se  déduire 
comme  limites  des  propriétés  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole. 

Ainsi  tous  les  diamètres  de  ces  courbes  passent  par  le  centre; 
donc,  le  centre  allant  à  l'infini,  tous  les  diamètres  de  la  parabole 
sont  parallèles  à  Taxe. 

La  tangente  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  au  point  P  fait  des  angles 
égaux  avec  les  droites  qui  joignent  le  point  P  aux  foyers.  L'un  des 
foyers  allant  à  Finfmi,  la  droite  correspondante  devient  parallèle 
à  l'axe;  d'où  la  proposition  du  §  125,  :^°. 

L'ellipse  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distances  à  deux 
points  fixes  est  constante;  l'hyperbole  est  le  lieu  des  points  dont  la 
différence  des  distances  à  deux  points  fixes  est  constante.  On  vérifie 
immédiatement  qu'à  la  limite  ces  propositions  donnent  la  suivante  : 
la  parabole  est  le  lieu  des  points  également  éloignés  d'un  point  fixe 
et  d'une  droite  (§  124,  S'). 

Démontrons  pour  l'ellipse;  la  démonstration  est  semblable  pour 
l'hyperbole.  Quand  le  foyer  F  va  à  l'infini  (fig.  95) ,  sa  distance  : 

à  une  droite  c  quelconque  normale  à  Ox,  devient  constanfe  pour 
toutes  les  droites  FQ  qui  passent  par  les  points  P  à  distance  finie  sur 
la  parabole.  Simultanément  FPQ  devient  normale  à  la  droite  B,  puis- 
qu'elle devient  parallèle  à  Ox. 

Mais  on  a  toujours  :  ^-[-/''=:G'^ 

Des  deux  conditions  précédentes,  on  tire  : 

En  choisissant  convenablement  la  droite  c,  on  annule  la  constante. 
Il  suffit  évidemment  de  lui  donner  une  abscisse  égale  et  de  signe 
contraire  à  celle  du  foyer  F'  :  on  définit  ainsi  la  directrice  A. 

On  remarquera  que  l'ellipse  est  le  lieu  des  points  également  dis- 
tants d'un  foyer  F'  et  du  cercle  décrit  de  l'autre  foyer  F  comme 
centre  avec  un  rayon  2a.  On  définit  ainsi  un  cercle  directeur  qui 
devient  la  directrice  A  quand  F  va  à  l'infini, 

128.  Développée  de  la  parabole. 


De  l'équation  :                       y^=:2px, 

dy        p              d'-y 
i  tire  :                      -f-^=^—            -f^z=:  — 
dx        y  '            dx' 

P- 

D'où:     P-^''+r^\        k^P  +  3., 

■'i  = 

y' 
p' 
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;  et  i;  sont  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  *fig.  96  . 
EHiminons  x  et  y  entre  les  deux  dernières  équations  et  Têquation 
de  la  parabole.  Il  vient  l'équation  de  la  développée  : 

S 

-s — r ji* 

^'  —  21p   -      P   ' 
Pour  l'origine  0       j'  =  0.      v=Û\      on  a  le  point  de  rebrousse- 
ment  2  de  la  développée    ^^=p  .  On  vérifieTa  que  la  développée 


coupe   la   parabole   pour  une   abscisse  égale  à  i  fois  le  paramètre. 
L'équation  de  condition  est  : 

qui  est  satisfaite  pour     x  =  4/),     x — p  =  ^p. 
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Enveloppe  et  enveloppées. 

129.  Définition  des  courbes  enveloppes. 

/°.  —  Soit  une  fonction  égalée  à  zéro  :        f[x,y,pj  =  0^         (1) 

où  entrent  les  coordonnées  x,  y,  et  le  paramètre  p.  Pour  chaque 
valeur  de  p,  l'équation  (1)  représente  une  courbe  ;  d'une  manière 
générale,  elle  représente  un  faisceau  de  courbes.  Autrement  dit, 
(i)  représente  une  courbe  qui  se  déplace  dans  le  plan,  généralement 
en  changeant  de  forme. 

Par  exemple,  l'équation  :  x--\-y'^=p-, 

représente  un  faisceau  de  cercles  concentriques,  dont  le  centre  est  à 
l'origine  des  coordonnées  et  dont  le  rayon  est  p  ; 

yz=ax+p, 

où  p  est  le    paramètre   variable ,    représente   un    faisceau  de  droites 

parallèles.  Dans  ces 

deux  cas,  le  faisceau 

recouvre   tout  le 

plan. 

^\  —  Mais  il  ar- 
rive que  le  faisceau 
ne  recouvre  qu'une 
partie  du  plan,  qui 
est  ainsi  partagé  en 
deux  régionsparune 
courbe,  enveloppe 
des  courbes  du  fais- 
ceau. Ces  courbes 
recouvrent  la  portion  du  plan  qui  est  d'un  côté  de  l'enveloppe,  et 
respectent  la  portion  qui  est  de  Tautre  côté. 


y 

T] 

Tz 

/ 

/ 

r^ 

\ 

N 

; 

/ 

[ 

\ 

1 

\ 

0 

V 

J 

X. 

y 

y^~ 

Si 

Sz 

Fig.  97. 
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Par  exemple  :  [x — p)- -\- if- z=  r'^ ^  [2\ 

représente  un  faisceau  de  cercles  dont  le  rayon  est  invariable  et  dont 
les  centres  occupent  tous  les  points  de  l'axe  Ox.  La  courbe  enveloppe 
se  compose  évidemment  de  deux  droites,  parallèles  à  Ox  et  d'ordon- 
nées (fi^.  97 j  :  y  =  -h-  r. 

3°.  — ■  Les  courbes  enveloppes,  telles  que  nous  les  avons  définies, 
jouissent  de  deux  propriétés  quasiment  évidentes.  D'abord  elles  sont 
tan<^entes  à  toutes  les  courbes  du  faisceau.  Cette  propriété  résulte  de 
ce  que  l'enveloppe  leur  est  extérieure,  tout  en  ayant  avec  elles  un 
point  commun  ;  il  y  a  donc  tangence  en  ce  point. 

En  second  lieu,  on  peut  considérer  Y  enveloppe  comme  le  lieu  des 
intersections  successives  des  courbes  du  faisceau  qui  sont  dites  enve- 
loppées. 

Par  exemple,  quand  le  cercle  G,  se  rapproche  indéfiniment  du 
cercle  G,,  leur  point  d'intersection  R  se  confond  à  la  limite  avec  les 
points    T,  et  Tp  :     il  est  sur  l'enveloppe. 

/".  —  L'équation  de  l'enveloppe  .se  dé<luit  immédiatement  de  là. 
Deux  courbes  voisines  du  faisceau  correspondent  à  deux  valeurs  p  et 
p-\-(Ip    du  paramètre  ;   elles  ont  les  équations  : 

s,  -  f{x.  ,v,  p)  =  0,        s,  =  fir,  ,>,p)  +  ''f^'-^y'P)  dp  =  0. 

Le  point  d'intersection  se  trouve  sur  la  nouvelle  courbe  (§  88,  :?**)  : 

S,-S,  =  0,         -^=-0.  (3) 

Par  exemple,  le  point  d'intersection  d'un  cercle  du  faisceau  (2)  et 
du  cercle  voisin  se  trouve  sur  la  courbe  : 

c'est-à-dire  sur  la  droite  T,S,  menée  par  le  centre  0^  parallèlement 
à  Oy. 

En  définitive,  pour  trouver  le  lieu  des  intersections  successives, 
il  faut  éliminer  le  paramètre  p  entre  les  équations  : 

3".  —  Pour  éviter  toute  dilBculté  à  propos  des  définitions  précé- 
dentes, considérons  la  cubique  3y  =  x^,  dont  le  centre  0  se 
déplace  suivant  la  bissectrice  des  axes  [iig.  98)  : 

3{y~p)  =  {x-pf.  (i) 

Cherchons  l'enveloppe.  Dérivons  (1)  par  rapport  à  />;  éliminons  p 
entre  (1)  et  l'équation  obtenue  : 

x=:p±i,         x  =  y±2:3.  (2) 

Ainsi  (ce  qui  était  évident   a  priori)   l'enveloppe   se  compose  de 
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deux  droites  E,  E',  parallèles  à  la  bissectrice  des  axes  et  coupant  Ox 
en  deux  points  d'abscisses     -1-2:3. 

Contrairement  à  ce  que  nous  avons  dit,  il  semble  donc  que  le 
plan  n'est  pas  partag-é  en  deux  régions  :  l'une  balayée  par  les 
courbes  du   faisceau,    l'autre   intacte.   La  règle  réapparaît  exacte   si 


Fig.  98. 


nous  observons  que  les  branches  infinies  de  la  cubique  ne  jouent 
aucun  rôle  dans  la  recherche  de  Tenveloppe  :  nous  pouvons  limiter 
la  courbe  en  B  et  B'  sans  y  rien  modifier.  Il  sera  donc  entendu  que 
nous  ne  prendrons  des  courbes  que  les  portions  nécessaires  à  la  défi- 
nition des  enveloppes  considérées. 

Pour  en  finir  avec  notre  exemple ,  le  point  de  tangence  qui  appar- 
tient à  la  courbe  (1)  et  à  son  enveloppe  (2)  a  pour  abscisse  : 

+  1. 


X 


130.  Mouvement  des  projectiles;  parabole  de  sûreté. 
Mirage. 

i\  —  Considérons  un  mobile  qui  se  meut  dans  un  milieu  non  résis- 
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tant.  Il  part  avec  une  vitesse  V  ;  la  ligne  de  visée  fait  l'angle  a  avec 
Thorizontale.  La  composante  horizontale  de  la  vitesse  est  uniforme  ; 
la  composante  verticale  est  uniformément  retardée. 
On  a  donc  (fig.  99)  : 

1 

a?  =  Vcosa.^,  ?/ r=z  V  sin  a.  .  /  —  Wff^^-  (^) 

Eliminant  le  temps  entre  ces  équations,   on  trouve  la  trajectoire 
parabolique  : 

2/  =  ^tg^-2V'cos'a-  (^) 

Recommençons  l'expérience  avec  la  même  vitesse  initiale  V,  mais 


Fig.  99. 

en  donnant  à  l'angle  a  successivement  toutes  les  valeurs  possibles. 
Nous  définissons  un  faisceau  de  paraboles  :  cherchons  leur  enveloppe. 
Dérivons  (2)   par   rapport  à   a.    On    trouve    après    des   réductions 
aisées  : 

tga  =  V^  :  [ffx),  x  =  V«  :  (^tga).  (3) 

Le  point  d'intersection  de  la  parabole  (2)  et  de  la  verticale  (3)  est 
le  point  où  la  parabole  touche  son  enveloppe.  Eliminons  a  entre  (2) 
et  (3).  Il  vient  : 


y 


v- 


gx* 


2V 


C'est  une  parabole,  dite  de  sûreté. 
Pour  .r  =  0,  y,  =  \^:2j\ 

y  =  0,         Xo  =  \^:(/  =  2yo. 
Il   est    impossible   d'atteindre  les.  points   qui  sont  au-dessus  de  la 
parabole  de  sûreté;  on  peut,  au  contraire,  atteindre  de  deux  manière,^ 
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ceux   qui    sont  au-dessous.  Autrement   dit,    par   tout   point  R  de  la 
région  accessible  passent  deux  courbes  du  faisceau  (2). 

^'\  —  On  retrouve  exactement  le  même  problème  dans  la  théorie 
des  rayons  lumineux  courbes  et  du  mirage.  Une  loi  simple  de  varia- 
tion de  rindice  de  réfraction  fournit  des  rayons  paraboliques  qu'on 
peut  ramener  à  la  forme  (2),  ou  à  la  forme  équivalente  : 

X-  —  ây  :=  a{x  sin  2a  —  y  cos  2a)  ; 
a  définit  encore  la  tangente  à  l'origine.  L'équation  de  l'enveloppe  est  : 

x^  =  aia  -f-  2y). 

Par  tout  point  compris  dans  cette  parabole  passent  deux  trajec- 
toires lumineuses  :  c'est  à  cette  circonstance  qu'est  dû  le  mirage. 

131.  Enveloppe  d'une  droite  de  longueur  l  constante  qui 
s'appuie  par  ses  extrémités  sur  deux  droites  rectangulaires. 

On  peut  prendre  la  droite  sous  la  forme  (lig.  100)  : 

îy=ictg6  +  /sin0  ;  (1) 
0  est  le  paramètre  variable. 
Dérivons  (1)  par  rapport 
à  6  : 

.T=^  — /cos^O.     (2) 

11  faut  éliminer  0  entre 
les  équations  (1)  et  (2). 

Élevons  les  deux  mem- 
bres de  (  1  )  au  caiTé  ;  rem- 
plaçons X  par  sa  valeur 
tirée  de  (2)  ;  on  trouve  ai- 
sément : 

y'^  ^=  l^  sin"  8. 
Remplaçons  sin^  0  par  sa 
valeur  tirée  de  (2)  ;  on  a  : 


Fig.  100. 


COS-  ô  = 


et  enfin 


2_ 
X   3 


y 


=  1-^ 


Nous  avons  déjà  rencontré  cette  courbe  au  §  102,  sous  le  nom 
à'hypocycloïde  à  quatre  rehroussements.  On  peut  la  considérer 
comme  la  projection  de  la  développée  de  l'ellipse  (fig.  88)  sur  un 
plan  passant  par  le  grand  axe  et  convenablement  mcliné.  Elle  est 
représentée  fig.  101. 

132.   Enveloppe  d'une  droite  qui  détermine  avec  les 
axes  un  triangle  d'aire  constante.  Généralisation. 

/  '..  —  On  peut  mettre  l'équation  de  la  droite  sous  la  forme  : 

Cours  de  Matliématiques  générales. 


H.  BOUASSE. 
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Pour     x^=0,     on  a     y=p\     pour     y  =  0,     x=:S'.p.      Le  pro- 


Fig.  101. 

duit  constant     .ry  =  S,     représente  le  double  de   Taire  du  triangle. 
Dérivons  par  rapport  à  p  : 

D-.S:2^.  (2) 

Eliminons  p  entre  (1)  et  (2)  ;  il  vient  : 

j-î/  =  S  :  4  ; 

l'enveloppe  est  une  hyperbole  cquilatère. 
9°.  —  Gknékalisation. 
Si  l'enveloppée  est  de  la  forme  : 

;)M.  +  2/,M  +  R  =  0,  {\) 

OÙ     L,   M,   R     sont    des    fonctions    quelconques    des    coordonnées, 

l'enveloppe  a  pour  équation  :       M-  =  LH. 

Cela  revient  à  écrire  qu'en  résolvant  (1)  par  rapport  à  />,  on  trouve 
deux  racines  égales.  Nous  interpréterons  plus  loin  ce  résultat. 

133.  Enveloppe  du  faisceau  d'ellipses  du  J  114. 

Considérons  le  faisceau  : 


S—  ^h    cosS  +  -^=:sin^S,  (1) 
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OÙ    0  est  le  paramètre  variable.  La  dérivation  par  rapport  à  c  donne 
les  conditions  : 

sin^=rO,  cos  o=zxy  :  ah.  (2) 

La  première  substituée  dans  (1)  fournit  les  diagonales  d'un 
rectangle  dont  les  côtés,  de  longueurs  2a  et  2h ,  sont  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées.  Cette  solution  correspond  aux  ellipses  évanouis- 
santes du  faisceau. 

Substituons  la  seconde  condition  dans  (1)  ;  l'équation  devient 
après  des  transformations  simples  : 

fr  — l))(f^  — 1)==0;  x  =  ±a,         y=±h. 

L'enveloppe  est  le  rectangle  défini  ci-dessus. 
Du  reste,  ces  résultats  étaient  évidents  a  priori. 

134.  Remarque  sur  les  enveloppes. 

/''.  —  Dans  tous  les  exemples  que  nous  avons  traités,  un  point  R 
quelconque  de  la  portion  du  plan  que  recouvrent  les  courbes  envelop- 
pées, se  trouve  sur  deux  de  ces  courbes  G^  et  C^.  Parcourons  celles- 
ci  toujours  dans  le  même  sens.  Si  pour  C^  nous  rencontrons  d'abord 
le  point  de  tangence  T^  avec  l'enveloppe,  ensuite  le  point  R,  c'est 
l'inverse  pour  Co  :  nous  rencontrons  d'abord  le  point  R,  ensuite  le 
point  de  tangence  T.2  avec  l'enveloppe. 

Cette  disposition  est  nécessaire  pour  que,  les  deux  courbes  se  rap- 
prochant indéfiniment,  les  trois  points  T^,  R,  T2,  finissent  par  se 
confondre. 

Résolvons  l'équation     f[x^  ?/,  /))=:0,     par  rapport  à /).  Soit  : 

la  solution.  D'après  .ce  qui  précède,  il  faut  que  pour  le  même  système 
de   valeurs    ic,  ?/,    le    paramètre   ait    deux   valeurs    différentes.    Ces 
valeurs  deviennent  égales  précisément  si  le  point  x,  y ,  est  sur  l'enve- 
loppe. On  comprend  maintenant  le  résultat  énoncé  au  §  132. 
Par  exemple,  pour  le  cercle  (2)  du  §  129,  on  peut  écrire  : 

p  =  x-;j- \Jr^  —  T/'-^  . 

Soit  iP,  y^  les  coordonnées  d'un  point  compris  dans  la  bande 
accessible  ;  il  existe  deux  cercles  qui  y  passent  ;  ils  correspondent 
aux  paramètres  : 

Pi  =  ^  +  \/r^  —  y^  ,         p^  =  x  —  \/r'-  —  y^  . 
Pour  obtenir  le  point  de  l'enveloppe,  on  doit  poser  : 

Pi=P-2,        y  =  ±r. 
^°.  —  Tout  ce  que  nous  avons  dit,  s'applique  aux  tangentes  d'une 
courbe.  On  peut  les  considérer  comme  les  enveloppées  de  cette  courbe 
qui  devient  Y  enveloppe  de  ses  tangentes.  La  courbe  limite  la  région 
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du  plan  que  ne  peuvent  recouvrir  les  tangentes.  D'un  point  extérieur 
R  suffisamment  voisin,  nous  pouvons  généralement  mener  deux  tan- 
gentes qui  touchent  la  courbe  en  des  points  Tj  et  Ta  situés  de  part 
et  d'autre  de  R. 

S".    —  Démontrons  analytiquement  cette  propriété  des   tangentes. 
Leur  équation  générale  s'écrit  (§  30 1  : 

-rfr=V^'     (^-;)77r=-'/— ^'        (1) 

où    jr,  y,     sont  les  coordonnées  courantes  : 

Les  quantités    ;,  v],     et  par  suite    d'f\  ',  d'z    sont  fonction  d'un  para- 
mètre p.  Nous  pouvons  en  oiTet  définir  la  courbe  par  les  relations  : 

l  =  ^{p),  r,=^/\p),  dTr.dl  =  'l{p).  ^) 

Différentions  (I)  par  rapport  au  paramètre  : 

/  ^.  d'I)  (Iz  (Ir.  ,  ^    d^ 

ix — z)—r- — 1-^-=: — -1—,  ou 


--^)1=«. 


dp  dp  dp  ^  '  ''  dp 

en  vertu  des  relations  (2). 

Si    d'h  ;  dp    n'est  pas  identiquement  nul,  nous  devons  poser  : 

.r=;,  et,  en  vertu  de  (1  j  :  i/=r,. 

L'enveloppe  des  tangentes  est  la  courbe  (2)  elle-même. 
La  conclusion  n'est  plus  exacte  si  l'on  a  identiquement  : 

^:=0,  .i  =  C'-     a,         r,  =  al  +  b. 

La  courbe  proposée  est  une  droite  avec  laquelle  se  confondent  ses 
tangentes. 

COHOLLAIRE. 

L'enveloppe  des  normales  à  une  courbe  est  la  développée  de  cette 
courbe.  En  eifet,  toutes  les  normales  sont  tangentes  à  la  développée 
(§  95).  Ce  corollaire  présente  un  grand  intérêt,  car  pratiquement  on 
forme  l'équation  de  la  dével<)p[)éo  en  la  considérant  (non  comme  le 
lieu  des  centres  de  courbure  ,  mais  comme  Tenveloppe  de  la  normale. 

135.  Courbes  roulantes. 

/".  —  Imaginons  unt^  courbe  v  qui  se  déplace  dans  le  plan  sans  se 
déformer  (lig.  102).  Dans  sa  position  ABGDA ,  elle  a  par  rapport 
aux  axes     O.r,  Ot/,     les  équations  : 

.r  =  /•(.),         y  =  F(.s-).  ■•!) 

S  est  l'arc  de  courbe  compté  à  partir  du  point  A,  par  exemple,  dans 
le  sens  ABCD. 

Les  équations  (1)  donnent  la  forme  de  la  courbe  (par  élimination 
de  s)  ;  elles  permettent  aussi  de  repérer  les  dilVérents  points  par 
leurs  distances  à  l'un  d'eux  comptée  sur  la  courbe  même. 

Déplaçons  la  courbe  et  simultanément   les   axes   de  coordonnées  ; 
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elle  vient  en    AiBiGiDiAi,     tandis  que  les  axes  vont  en    0^x^,  O^y^. 
Nous  avons  évidemment  encore  : 

^i=/'l^)'         ?/i=-F(.9),  (2) 

puisque  rien  n'est  changé,  sinon  la  position  absolue  dans  Tespace. 
Soit  alors     a,  b,     les  coordonnées  du  point    Oi,   et  6  l'angle  que 


(3) 


Fig.  102. 

fait  O^x^  avec  Ox.   Les  formules  de  transformation  du  §  78  donnent  : 
a?i -[- a  =  .T  cos  0 -j- ?/ sin  0, 
î/i  -[-/)  =  —  xsm  6-|-?/  cos  6. 
Les  équations  (2)  deviennent  : 

X  cos  6  -[-  2/  sin  6  —  a  =  f[s) , 
—  ir  sin  6 -j- 2/ cos  G  —  b^^Yis). 

Telles  sont  les  équations  les  plus  générales  d'une  courbe  qui  se 
déplace  dans  un  plan  sans  se  déformer.  Les  quantités  6,  a,  j6,  sont 
fonctions  d'un  paramètre  p  qui  est  Vopérateur  du  déplacement. 

Nous  pouvons  déterminer  l'enveloppe  des  courbes  dans  leur  dépla- 
cement. Si  la  courbe  est  fermée  (ce  qui  est  le  cas  des  figures  97  et 
100),  l'enveloppe  possède  généralement  deux  branches  limitant  une 
portion  du  plan. 

^°.   —  Jusqu'ici  rien  de  particulier. 

Mais  nous  pouvons  (c'est  alors  qu'intervient  le  rou/eme/i^)  imposer 
la  condition  que  les  arcs  (tels  que  AB^)  compris  entre  deux  points 
de  tangence  de  la  courbe  mobile  avec  son  enveloppe,  soient  égaux 
identiquement  aux  arcs  correspondants  (tels  que  AB)  de  la  courbe 
enveloppée.  Dans  le  cas  général,  c'est-à-dire  si  nous  prenons  arbi- 
trairement les  fonctions  6,  a,  j6,  du  paramètre  />,  la  condition  pré- 
cédente n'est   pas   satisfaite  ;   il  y  a   glissement  de   V enveloppée    sur 


\()6 
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Vcnveloppc.  La  suppression  du  glissement  impose  une  relation  entre 
e,  a,  h. 

3".  —  Le  problème,  tel  que  nous  venons  de  le  poser,  serait  généra- 
lement inextricable.  En  fait,  on  se  donne  Tenveloppe  et  Tenveloppée  ; 
on  cherche  à  déterminer  0,  a,  h,  de  manière  que  le  roulement  ait 
lieu  sans  glissement. 

C'est  ainsi  que  nous  procédons  à  propos  de  la  cycloïde  et  des  épi- 
cycloïdes  (§§  100  et  102).  Nous  nous  donnons  l'enveloppée  (qui  est 
un  cercle  de  centre  C)  et  l'enveloppe  (qui  est,  suivant  les  cas,  une 
droite  ou  un  cercle)  ;  nous  déterminons  d'abord  la  trajectoire  du  centre 
C  (c'est  une  droite  ou  un  cercle),  enfin  la  rotation  de  l'enveloppée 
nécessaire  pour  que  le  roulement  ait  lieu. 

136.  Branches  multiples  des  enveloppes. 
/•*.  —  Nous  avons  dit  que  l'enveloppe  séparait  les  régions  du  plan 
respectées  par  l'enveloppée  dans  son  mouvement  et  sa  déformation, 

des  régions  qui  ne  le  sont 
pas.  Mais  il  peut  arriver 
que  certaines  régions  soient 
recouvertes  deux  fois, 
d'autres  une  seule,  d'autres 
complètement  respectées. 
C'est  dire  que  l'enveloppe 
peut  avoir  des  branches 
multiples  qui  se  coupent. 
On  rencontre  à  chaque  ins- 
tant de  tels  phénomènes 
dans  l'étude  des  Caustiques 
optiques  (§  137). 

t^°.  — Pour  fixer  les  idées, 
prenons  comme  enveloppée 
une  ellipse  infiniment  aplatie 
et  se  réduisant  h  son  grand 
axe;  autrement  dit,  prenons  le  segment  de  droite  AB.  Faisons-le 
rouler  sur  le  cercle  PQllS.  Son  enveloppe  se  compose  d'abord  de 
ce  cercle,  ensuite  du  lieu  de  ses  extrémités.  Pour  simplifier  la  figure, 
prenons  la  longueur  AB  égale  au  quart  de  la  circonférence. 

Quand  la  droite  passe  de  la  position  PO  à  la  position  QU,  ses 
extrémités  décrivent  deux  arcs  PU,  OQ,  de  développante  de  cercle 
(§  99).  Il  semble  que  la  proposition  invoquée  au  §  L29  ne  s'applique 
plus  :  la  droite  n'est  pas  tangente  à  la  courbe  énoncée  comme  enve- 
loppe. La  proposition  s'applique,  si  nous  considérons  la  droite  comme 
une  ellipse  évanouissante  ;  ses  extrémités  ont  un  rayon  de  courbure 
nul. 

A  partir  de  la  position    QU,    la  droite  pivote  sur  son  extrémité  Q  ; 


Fig.  1(W. 
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l'autre  extrémité  décrit  la  demi-circonférence    UV.  Et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  plan  est  partagé  en  cinq  régions. 

L'une  est  formée  des  portions  intérieures  au  cercle  G  et  des  por- 
tions extérieures  aux  diverses  branches  de  l'enveloppe.  Elle  n'est  pas 
touchée  par  l'enveloppée. 

La  seconde  région  se  compose  des  quatre  aires  identiques  à 
IWQBOJKI;  elles  ne  sont  recouvertes  qu'une  fois. 

La  troisième  région  se  compose  de  quatre  aires  identiques,  dont 
l'une  est  ombrée  du  nord-est  au  sud-ouest.  Elles  sont  recouvertes  deux 
fois,  dans  le  pivotement  sur  deux  points  du  cercle  à  90*^  l'un  de 
l'autre.  Celle  qui  est  ombrée,  est  recouverte  d'abord  pendant  le  pivo- 
tement sur  Q,  ensuite  pendant  le  pivotement  sur  R. 

La  quatrième  région  se  compose  de  quatre  aires  identiques,  dont 
l'une  est  ombrée  du  nord-ouest  au  sud-est.  Elles  sont  recouvertes 
deux  fois.  Celle  qui  est  ombrée  est  recouverte  pendant  le  pivotement 
sur  Q,  ensuite  pendant  le  roulement  sur  QR. 

La  cin  {uième  région  est  formée  des  quatre  aires  identiques,  dont 
l'une  est  ombrée,  de  deux  systèmes  de  hachures.  Elle  n'est  touchée 
qu'une  fois  et  pendant  le  roulement  de  la  droite. 

^°.  —  Si  la  droite  était  lumineuse  et  tournait  d'un  mouvement 
uniforme  assez  rjipide  pour  que  la  persistance  des  impressions  lumi- 
neuses nous  montrât  un  éclairement  permanent,  les  cinq  régions  nous 

apparaîtraient  séparées  par  des  lignes  ^ 

de    discontinuité    dans    l'éclairement.  g 

A    l'intérieur    de    chaque    région,    au 
contraire  ,  l'éclairement  serait  continu. 

137.  Courbes  caustiques.       c/ 

Le  point  lumineux  S  émet  des 
rayons  qui  rencontrent  une  courbe 
ABC.  Ils  se  réfléchissent  en  faisant 
avec  la  normale  à  la  courbe  un  angle 
de  réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence. 
On  appelle  li(jne  caustique  la  courbe 
enveloppe  des  rayons  réfléchis  (fig.  1 04) . 

Nous    n'étudierons    pas    les    caus- 
tiques dans    cet  ouvrage   :    ce   serait    faire    double    emploi    avec    le 
Cours  d'Optique    géométrique  (Physique,  IV  i. 


Fig.  104. 


Déplacement  d'une  figure  invariable. 


138.  Déplacement  fini  dans  son  plan  d'une  figure  inva- 
riable plane. 

On   peut   transporter   dans  son   plan   une   figure  invariable  d'une 
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position  F  à  une  autre  position  F'  quelconque  au  moyen  d'une  rota- 
tion (fig.  105). 

Réduisons  la  figure  dans  sa  position  F  aux  deux  points  A  et  B, 
dans  sa  position  F'  aux  deux  points  A'  et  B', 
Joignons  A  A',  BB'.  Elevons  des  perpendicu- 
laires au  milieu  de  ces  droites  :  elles  se  cou- 
pent au  point  C.   On  a  : 

AB  =  A'B' ,     par  hypothèse  ; 
A(]  =  A'C,     BC  =  B'C,     par  construction. 
Les  triangles  ABC,  A'B  C   (dont  on  tracera 
B  les  côtés)  sont  égaux.   Au  moyen  d'une  rota- 

ï^'g  ^^-  tion  de  centre  C.  et  d'angle  : 

ACA'  =    BGB'  =  BGA  +  ACB'  ^  B  GA'  +  AGB', 
on  peut  donc  amener  la  figure  de  sa  position  F  à  sa  position  F'. 

139.  Déplacement  continu  dans    son  plan  d'une  figure 
plane.  Centre  instantané  de  rotation. 

Gonsidéroiis  uni'  ligure  se  dfphivant  d'un  mouvement  continu 
dans  son  plan.  Autrement  dit,  soit  driu-  plans  :  l'un  fisc.  Vautre 
mohile,  que  nous  déplaçons  sur  le  plan  fire. 

Pour  que  le  plan  mohile  passe  de  la  position  F,  à  la  position  très  voi- 
sine Fo,  nous  devons,  d'après  le  paragraphe  précédent,  utiliser  une 
rotation  infiniment  petite  autour  d'un  point  G,  du  plan  fixe  ;  G,  s'ap- 
pelle le  centre  instantané  de  rotation  relatif  à  la  position  F,  du  plan 
mohile. 

Four  que  le  plan  mohile  passe  ensuite  de  V^  à  Fg,  de  F3  à  F4..., 
nous  devons  utiliser  une  série  de  rotations  infiniment  petites  autour 
d'une  série  de  points  Gj,  (^3,...  qui  forment  une  courbe  continue  G 
dans  le  plan  fixe  :  c'est  le  lien  dans  ce  plan  des  centres  instantanés 
de  rotation. 

Pour  chaque  position  du  plan  mohile,  marquons  sur  lui  le  point 
qui  coïncide  avec  le  centre  actuel  de  rotation  (point  par  conséquent 
actuellement  im mohile).  Le  lieu  de  ces  points  forme  sur  le  plan 
mohile  une  courhe  continue  F,  que  nous  retrouverons  plus  loin. 

Du  paragraphe  précédent  résultent  des  corollaires  évidents. 

/".  —  Les  normales  menées  au  même  instant  sur  les  trajectoires 
de  tous  les  points  du  plan  mohile,  passent  par  le  même  point  du 
plan  fixe  qui  est  le  centre  instantané  de  rotation  pour  la  position 
considérée  du  plan  mohile. 

^.  —  Les  arcs  élémentaires  décrits  en  même  temps  par  tous  les 
points  du  plan  mohile,  sont  des  arcs  de  cercle  ayant  le  centre  ins- 
tantané pour  centre  ;  ils  correspondent  à  la  même  rotation  élémen- 
taire :  ils  sont  donc  proportionnels  à  la  distance  des  points  au 
centre    instantané. 

Autrement  dit  :  appelons  V  la  vitesse  linéaire  d'un  point  P,  oj  la 
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vitesse  angulaire  instantanée   de  rotation,   r  la  distance  du  point  P 
au  centre  instantané.  On  a  : 

Pour  un  autre  point  P',  on  aurait  : 

V'r=(,r';      d'où  :     V  :  V'==r;  r. 

En  particulier,  le  point  du  plan  mobile  qui  coïncide  avec  le  centre 
instantané  de  rotation  est  actuellement  immobile. 

S".  —  Pour  connaître  le  centre  instantané ,  il  suffît  de  connaître 
les  tangentes  actuelles  aux  trajectoires  de  deux  points  quelconques 
du  plan  mobile.  Pour  connaître  le  lieu  du  centre  instantané,  il  suffit 
de  connaître  les  trajectoires  de  deux  points  quelconques. 

Inversement  si,  par  un  procédé  quelconque  (par  exemple,  celui  qui 
vient  d'être  indiqué),  nous  pouvons  déterminer  la  position  actuelle 
du  centre  instantané,  nous  connaissons  les  normales  (et  par  suite  les 
tangentes)  aux  trajectoires  de  tous  les  points  P  du  plan  mobile  pour 
la  position  actuelle.  Il  suffit  de  joindre  ces  points  P  au  centre  instan- 
tané pour  obtenir  les  normales  ;  des  droites  perpendiculaires  passant 
par  les  points  P  sont  les  tangentes. 

Voici  trois  exemples  fondamentaux  :  deux  points  du  plan  mobile 
sont  assujettis  à  décrire  :  1°  deux  droites  du  plan  fixe  (ellipsographe)  ; 
2°  une  droite  et  un  cercle  (système  bielle-manivelle)  ;  3"  deux  cercles 
(parallélogramme  de  Watt). 

140.  Droite  invariable  dont  les  extrémités  décrivent  deux 
droites  fixes.  Ellipsographes. 

Nous  allons  démontrer  (ju'un  point  quelconque  du  plan  mobile 
décrit  une  ellipse.  Nous 
savons  (§  108)  qu'un  point 
quelconque  d'une  droite 
dont  deuxpoints  décrivent 
deux  droites  rectangu- 
laires, décrit  une  ellipse; 
c'est  sur  ce  théorème  que 
repose  la  construction  de 
V ellipsographe.  Il  s'agit 
de  ramener  le  problème 
actuel  à  ce  cas  particu- 
lier. 

/".  —  Cherchons  le  lieu 
des  points  du  plan  mobile 
qui  décrivent  des  droites 
en  même  temps  que  les 
points  B  et  D  (fîg.   106). 

Par  le  point  A  (inter- 
section des  droites  fixes   ^  et  8)  et  les  points  B  et   D,   menons  une 


Fig.  106. 


170  COURS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

circonférence.  Quand  BD  se  déplace  suivant  la  loi  imposée,  cette  cir- 
conférence est  entraînée,  mais  passe  constamment  par  le  point  A.  Cela 
résulte  de  la  constance  de  la  corde  BD  et  aussi  de  l'angle  (iAo  ;  l'arc  BD 
qui  mesure  cet  angle  invariable,  et  auquel  correspond  une  corde  BD 
invariable,  doit  appartenir  à  une  circonférence  de  rayon  invariable 
et  passant  par  le  sommet  A  de  l'angle. 

Je  dis  qu'un  point  quelconque  E  de  cette  circonférence  décrit  une 
droite  e  passant  par  le  point  A.  En  effet,  à  l'arc  invariable  BE  doit 
correspondre  un  angle  constant  ^Az. 

9''.  —  Il  existe  donc  dans  le  plan  mobile  une  infinité  de  points 
(situés  sur  une  circonférence)  qui  décrivent  simultanément  des  droites 
se  coupant  en  un  même  point. 

Par  suite,  on  peut  remplacer  le  mouvement  imposé  par  le  glis- 
sement sur  deux  droites  rectangulaires  fixes  As,  Ao,  d'un  segment 
invariable  EF  lié  au  plan  mobile. 

L'opération  est  possible  d'une  infinité  de  manières  ;  il  suffit  que  EF 
soit  un  diamètre  du  cercle  ci-dessus  construit. 

,t'.  -  Soit  enfin  à  déterminer  la  trajectoire  d'un  point  quelconque 
V  du  plan  mobile. 

C'est  une  ellipse,  puisqu'on  l'obtient  en  imposant  à  deux  points  E,  F 
d'une  droite  PO  passant  par  P,  des  trajectoires  rectilignes  et  rectan- 
gulaires (v!}  108).  Les  axes  de  l'ellipse  sont  dirigés  suivant  Ae  et  Ao 
leurs  demi-longueurs  sont  égales  à  EP  et  FP. 

4"".  —  Si,  conservant  l'angle  ^Ac,  nous  modilions  la  longueur  BD 
nous  obtenons  des  ellipses  liomotliétiques  des  précédentes.  La  pro 
position  est  évidente  d'après  la  théorie  des  projections  qu'on  trou 
vera  au  (chapitre  WIL  Le  point  de  vue  est  un  point  d'une  perpen 
diculaire  élevée  en  A  sur  le  plan  fixe.  Les  plans  de  projection  son^ 
tous  parallèles  entre  eux  et  au  plan  fixe. 

J**.  Le  centre  instantané  de  rotatifin,  correspondant  à  la  positioi 
actuelle  du  plan  mobile,  est  le  point  C  diamétralement  opposé  ai 
point  A.  On  l'obtient  en  menant  des  perpendiculaires  en  B  sur  Ap 
en  D  sur  Ac,  en  E  sur  Ae,... 

Le  lieu  C  des  points  C  sur  le  plan  fixe  est  donc  une  circonférenc( 
de  centre  A  et  de  rayon  AC  =  2  OC .  Le  lieu  F  des  points  C  sur  h 
plan  mobile  est  évidemment  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  AC' 
lui-môme.  A^ous  montrerons  plus  loin  (il  est  du  reste  évident,  en  vertii 
de  la  définition  du  roulement  sans  glissement  et  de  la  remarque  qui 
termine  le  t^**  du  ,^  129)  quon  obtient  le  même  mouvement  du  plai< 
mobile  en  faisant  rouler  sans  glissement  le  cercle  F  sur  le  cercle  C 
Le  mouvement  est  épicycloïdal  :  le  dispositif  est  connu  sous  le  non 
d'engrenage  de  Lahire  {^  102). 

141.  Système  bielle -manivelle. 
/ '.  —  Le  point  A  du   plan   mobile   décrit  le  cercle  de  centre    0  e 
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de  rayon  OA(fig.  107).  Le  point  B  décrit  la  droite  OD  que,  pour  sim- 
plifier, nous  supposons  passer  par  le  centre  du  cercle. 

Le  centre  instantané  de  rotation  est  à  l'intersection  de  la  droite 
OA  (normale  au  cercle  trajectoire  du  point  A)  et  de  la  perpendicu- 
laire élevée  en  B  sur  la  droite  OD  trajectoire  du  point    B. 

La  figure  107  représente  la  trajectoire  du  point  P  du  plan 
mobile.  Dans  sa  position  P,  la  droite  GP  est  normale  à  la  trajec- 
toire. 

^"^  —  Nous   laissons  au   lecteur   le    soin    de  construire  le  lieu  du 


Fig.  107. 


centre  instantané  (indiqué  en  pointillé  sur  la  ligure).  Il  vérifiera 
l'existence  possible  d'une  asymptote  verticale  qui  correspond  au  pas- 
sage du  point  A  aux  extrémités  du  diamètre  EF.  Le  centre  instantané 
est  alors  à  liniini  :  la  rotation  instantanée  devient  une  translation 
instantanée  ;  tous  les  points  de  la  figure  invariable  décrivent  des  arcs 
parallèles  à  OD,  avec  des  vitesses  égales. 

Le  lecteur  étudiera  aussi  les  variations  de  la  vitesse  du  point  B, 
en  supposant  constante  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  point  A 
autour  de  l'axe  0. 

S".  —  Cherchons  l'équation  de  la  trajectoire  d'un  point  quel- 
conque Q  de  la  droite  AB.  Soit  X,Y,  les  coordonnées  du  point  A,  ç 
l'abscisse  du  point  B,  K  le  rayon  du  cercle,  l  la  longueur  inva- 
riable AB.  On  a  : 


X2  __;._  Y^  =  R\       (X  —  ^y  +  Y^-  =  l\ 


(1) 
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Les  coordonnées  x,  y^  du  point  Q  sont  : 

X  =  kX  +  (1  —  /c);,         y  =  kY, 
BQ  k 


(2) 


en  posant  : 


BÀ"-^' 


i  —  k' 

L'équation    cherchée    s'obtient   en    éliminant    X,    Y,    i,  entre   les 
quatre  équations  (1)  et  (2).  Des  équations  (1)  on  tire  : 

Transportons'  dans  la  première  équation  (2)  et  utilisons  la  seconde  ; 
multiplions  les  deux  membres  par  k  ;  il  vient  : 

kx  =  y/Mi^  —  ;/»-  —  (  I  —  k)  yJïê-l}Z^  . 

142.  Parallélogramme  de  Watt. 
Gomme  troisième  cas  fondamental  simple  (li<^.  108),  nous  suppose- 
rons que  les  points  A  et  A  du  plan  mobile  décrivent  les  circonférences 


FJg.  108. 

du  plan  fixe  (de  centres  O  et  0  ,  de  rayons  R  et  H').  On  trace  aisé- 
ment les  trajectoires  des  points  du  plan  mobile,  en  construisant  un 
svstème  articulé  au  moyen  de  bouts  de  carton,  de  punaises  pour  fixer 
les  centres  ()  et  0',  de  punaises  renversées  pour  créer  les  articulations 
A  et  A'. 

La  figure  108  représente  les  trajectoires  d'un  point  M  pris  sur  la 
droite  AA',  et  d'un  point  N  quelconque.  Le  centre  instantané  de 
rotation  C  qui  correspond  à  la  position  A'AM  du  plan  mobile,  est 
déterminé  par  l'intersection  des  rayons  OA,  C'A',  qui  sont  les  nor- 
males aux  trajectoires  de  A  et  de  A'. 
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Il  existe  deux  positions  du  plan  mobile  pour  lesquelles  les  rayons 
(Oa,  OV,  par  exemple)  sont  parallèles.  Le  centre  instantané  de 
rotation  est  rejeté  à  Tinfîni  ;  les  éléments  de  trajectoire  de  tous  les 
points  du  plan  mobile  sont  parallèles  :  la  rotation  instantanée  est 
remplacée  par  une  translation  infiniment  petite. 

Le  mécanisme  connu  sous  le  nom  de  parallélogramme  de  Watt 
rentre  comme  cas  particulier  dans  le  dispositif  précédent  (Mécanique 
rationnelle,  §  126).  On  prend     OA=:(yA'. 

On  vérifiera  par  Texpérience  que  le  milieu  de  AA'  décrit  une  sorte 
de  huit  dont  les  branches  sont  très  sensiblement  rectilignes  au  voi- 
sinage de  leur  point  de  croisement  :  la  courbe  possède  deux  lon- 
gues inflexions.  C'est  une  lemniscate  (§  239)  dans  un  cas  particulier. 

143.   Généralisation     de    la    construction    du    centre 
instantané. 

/".  —  Souvent  le  mouvement  du  plan  mobile  est  défini  par  la 
trajectoire  d'un  de  ses  points,  et  par  la  condition  qu'une  courbe  tracée 
^ur  lui  glisse  sur  une  courbe  du  plan  fixe.  Cherchons  la  position  du 
centre  instantané. 

Par  exemple  (fig.  109,  à  droite)  le  point  A  du  plan  mobile  décrit 


Fig.  109. 

la  trajectoire  fixe  a;  la  courbe  IB  du  plan  mobile  glisse  sur  la  courbe 
fixe  p. 

Considérons  le  point  de  tangence  B  comme  lié  au  plan  mobile 
pendant  un  temps  infiniment  petit.  Il  décrit  la  tangente  en  B  à  Tune 
ou  l'autre  courbes  IB  ou  ,8B,  tangente  que  nous  pouvons  considérer 
comme  appartenant  au  plan  fixe  ;  la  normale  correspondante  est 
donc  la  normale  commune  à  ces  courbes.  Ce  qui  permet  de  déter- 
miner le  centre  instantané  C. 

^°.  —  Comme  cas  particulier,  la  courbe  ^  se  réduit  à  un  point.  On 
est  ramené  à  la  figure  109  à  gauche.  Le  point  A  du  plan  mobile 
décrit  la  trajectoire  oc,   la  courbe   IB   passe  par  le  point  fixe  B.  Le 
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centre  instantané   est   à    l'intersection   des   normales   à  la    courbe    a 

au    point  A  et  à    la  courbe   IB    au 
point  B. 

S°.  —  Enfin  deux  courbes  du 
plan  mobile  peuvent  être  assujetties 
à  rester  tangentes  à  deux  courbes 
fixes  ou  à  passer  par  deux  points 
fixes. 

Soit,  par  exemple  (fig.  110),  deux 
droites  du  plan  mobile  assujetties  à 
passer  par  les  points  A  et  B  du  plan 
fixe.  Leur  intersection  1  décrit  évi- 
demment un  cercle.  Menons  les  nor- 
males AG  à  Al,  BG  à  Bl;  leur 
intersection  G,  centre  instantané 
de  rotation,  est  sur  la  circonférence 
lieu  du  point  I,  et  il  est  diamétra- 
f'K  ^^^'-  lement  opposé  à  ce  point. 

144.  Cas  particulier  :  conchoïde,  limaçon  de  Pascal,... 

/ '.         Gomme  cas  particulier  intéressant,  considérons  les  courbes 


Fig.  111. 

décrites  par  un   point  D   d'une  droite  (fig.   lii)   assujettie   à    passer 
par  le  point  fixe  A  et  dont  le  point  B  décrit  la  trajectoire  A. 

Si  l'on  connaît  l'équation  de  cette  trajectoire  en  coordonnées 
polaires,  r  =  f(^),  le  point  A  étant  pris  comme  origine,  on  a 
immédiatement  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  D  : 

r^rW  +  n- 

Voici  deux  exemples. 
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Prenons  une  droite  pour  trajectoire  A  (fîg.  112).  Posons  ÂD=:a. 
\jes  diirérents  points  de  la  droite  mobile  décrivent  des  courbes  appelées 
ronchoïdes,  et  dont  les 
iquations  rentrent  dans 
la  forme  : 

^~  cos"0  ~^'o- 

Toutes  ces  courbes 
admettent  la  droite  A 
pour  asymptote. 

Quand  Tq  est  positif 
DU  négatif,  et  compris 
entre  0  et  — a,  les 
courbes  ont  la  forme  I 
et  11  avec  chacune  deux 
points  d'inflexion. 

Quand  r^  est  néga- 
tif et  inférieur  à  — a, 
les  courbes  sont  bou- 
clées (IV). 

Enfin  si  /'o  =  —  a , 
la  courbe  possède  un 
point  de  rebrousse - 
ment;  la  tangente  de 
rebroussement  est  AO 

(§ 


Fig.  412. 


80,    ^°). 
En    effet,    l'équation    de     la    courbe    devient    : 

1  —  cos  0 
r=za — — — -T —  ; 
cos  6       ' 

r  s'annule  pour  0  =  0.  Gomme  la  courbe  est  évidemment  symé- 
trique par  rapport  à  AO,  AO  est  une  tangente  de  rebroussement. 

^°.  —  Limaçon  de  Pascal. 

Prenons  un  cercle  pour  trajectoire  A  (fîg.  113).  Posons  AO  =  a. 
Dans  le  triangle  AOB  on  a  : 

K2  =  ;^2  J_  ,^i2  _  2r  a  cos  6 ,        rz=a  cos  0  +  v/K'  — a^sin^Ô  .     (1  ) 

Telle  est  l'équation  du  cercle  en  coordonnées  polaires.  Par  suite, 
l'équation  générale  des  courbes  décrites  par  un  point  D  quelconque 
sera  : 

r  ^  To  +  a  cos  0  ±:  VR^  —  a^  sm^  6  .  (2) 

La  figure  113  représente  deux  courbes  pour  lesquelles  on  a  donné 
à  To  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Nous  laissons  au  lec- 
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teur   le    soin    de   déterminer  les   diverses   formes  possibles,    suivan 
les  valeurs  relatives  de     R,  a,  Tç,. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point   A   est   sur  le  cercle     (a=:R, 
les  équations  (1)  et  (2)  se  simplifient.  On  a  : 

r  =  2RcosO,         r=rro  +  2RcosO.  (l'),(2'). 

Les  équations  (2')  représentent  les  limaçons  de  Pascal  (,^§  149  et  237  ) 
Il  se   produit  ici  un  phénomène  curieux.   Tandis  que,   dans  le  cas 


Fig.  lia. 


jjénéral,  les  courbes  qui  correspondent  aux  valeurs  égales  et  di 
signes  contraires  -±1  r^  se  forment  respectivement  et  sont  indépei  - 
dantes  Tune  de  l'autre,  ici  au  contraire  on  n'obtient  une  courba 
fermée  qu'en  considérant  simultanément  les  deux  valeurs  i^/'o-  Non  > 
conseillons  de  construire  les  courbes  pour  une  valeur  To  et  dt  s 
valeurs  de  a  de  plus  en  plus  voisines  de  R. 

Les   limaçons   possèdent  deux   points  d'inllexion   pour      î\  ^  2R  ; 
un  rebroussement  pour     /•o  =  2R;     enfin  une  boucle  pour     ;\,  <;  21  . 

145.  Podaires. 

/ '.  —  La  figure  invariable  mobile  peut  être  formée  de  deux  droitt  s 
rectangulaires  assujetties  :  Tune  à  rester  tangente  à  une  courbe  ■ 
l'autre  à  passer  par  un  point  {\^q  A.  Le  lieu  du  point  I  s'appel  e 
podaire  de  la  courbe  p  par  rapport  au  point  A.  On  peut  considère  r 
la  podaire  de  la  courbe  ^  comme  le  lieu  des  perpendiculaires  abai  - 
sées  du  point  A  sur  les  tangentes  à  la  courbe  [j. 

Menons  les  normales  AG  à  AI ,  BG  à  BI  ;  G  est  le  centre  instai 
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tané  de  rotation.  Mais  la  %ure  AIBG  est  un  rectangle.  D'où  la 
conséquence  :  la  normale  en  un  point  de  la  trajectoire  du  point  I 
s'obtient  en  joignant  ce  point  au  milieu  M  de  la  droite  qui  joint  le 
point  fixe  A  au  point  actuel  de  tangence  B. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  propriétés  des  podaires. 


Fig.  114. 

5".  —  On  peut  généraliser  la  définition  en  supposant  que 
l'ang-le  BIA  cesse  d'être  droit. 

146.  Roulement  sans  glissement  d'une  courbe  du  plan 
mobile  sur  une  courbe  du  plan  fixe. 

/^  —  Le  mouvement  du  plan  mobile  peut  être  défini  par  le 
roulement  sans  glissement  (§  135)  d'une  courbe  F  de  ce  plan  sur 
une  courbe  G  du  plan  fixe. 

Nous  avons  déjà  dit  (§  100)  qu'il  se  produit  à  chaque  instant  une 
rotation  élémentaire  autour  du  point  de  contact  actuel  qui  est  le 
centre  instantané  de  rotation.  La  courbe  G  du  plan  fixe  est  donc  le 
lieu  des  centres  instantanés;  la  courbe  V  est  le  lieu  des  points  du 
plan  mobile  qui  coïncident  successivement  avec  le  centre  instan- 
tané (§  139). 

On  obtient  les  normale's  aux  trajectoires  des  points  du  plan  mobile 
en  les  joignant  au  point  de  tangence  actuel  des  courbes  roulantes  G  et  V. 

^°.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  mouvement  d'un  plan 
mobile  sur  un  plan  fixe  est  ramenable  au  roulement  de  deux  courbes 
tracées  respectivement  dans  ces  plans  ;  autrement  dit,  peut  être  consi- 
déré comme  épicycloïdal,  le  mot  étant  pris  dans  l'acception  la  plus 
large.  On  cherchera  sur  le  plan  fixe  le  lieu  G  des  centres  instan- 
tanés ,  et  sur  le  plan  mobile  le  lieu  F  du  point  qui  pour  chaque 
position  du  plan  mobile  coïncide  avec  le  centre  instantané. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  -—  H.  Douasse.  12 
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Nous  avons  déjà  trouvé  (§  140)  un  exemple  de  cette  équivalence. 
On  démontrera  par  un  facile  raisonnement  géométrique  que  quand 
un  cercle  roule  intérieurement  sur  un  cercle  de  rayon  double , 
chacun  de  ces  points  décrit  un  diamètre  voir  5^  102,  la  démonstra- 
tion analytique). 

Le  dispositif  est  connu  sous  le  nom  d'engrenage  de  Lahire. 

/?".  —  A  propos  des  mouvements  épicycloïdaux  généraux,  nous 
ferons  une  remarque  curieuse.  Nous  savons  que  l'une  des  courbes 
G  ou  r  peut  être  infinie  :  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  dans  le  cas 
de  la  cycloïde  (J^  100).  Les  deux  courbes  peuvent  être  l'une  et  l'autre 
infinies,  et,  comme  cas  particulier,  jfosséder  des  asymptotes.  La 
trajectoire  d'un  point  du  plan  mobile  peut  alors  devenir  une  courbe 
tout  entière  à  distance  finie;  elle  peut  aussi  devenir  périodique. 

La  manière  dont  le  roulement  ne  cesse  pas  d'être  continu,  malgré 
la  présence  des  asymptotes,  est  intéressante  à  étudier  de  près.  Elle 
ne  se  comprend  'bien  qu'en  elTectuant  réellement  l'opération.  Nous 
conseillons  donc  au  lecteur  de  faire  rouler  l'une  sur  l'autre,  par 
exemple,  deux  hyperboles  écjuilatères  égales  et  de  chercher  la  trajec- 
toire d'un  point  de  l'axe  réel  de  l'hyperbole  mobile,  11  trouvera  une 
sorte  de  haricot. 

Nous  rencontrerons,  au  Chapitre  \\I,  deux  exemples  simples 
des  cas  ici  énumérés  (roulement  d'une  parabole  et  d'une  hyperbole 
sur  une  droite  :  trajectoire  des  foyers). 

Nous  conseillons  au  lecteur  de  reprendre  le  problème  de  la  bielle- 
manivelle  (5j  141)  et  de  construire  les  deux  courbes  G  et  l\  La  forme 
de  la  première  est  indiquée  dans  la  figure  107.  Nous  lui  laissons  le 
plaisir  de  déterminer  la  forme  de  la  seconde.  Il  verra  le  mouvement 
si  simple  bielle-manivelle  obtenu  par  le  roulement  de  deux  courber 
infinies  dont  la  seconde  possède  deux  asymptotes  distinctes  et  plusieun 
singularités. 


Podaires. 

147.  Définition  des  podaires. 

/°.  —  Le  sommet  d'un  angle  droit  glisse  sur  une  courbe  ABGl  > 
(fig.   115),  pendant  qu'un  de  ses  côtés  passe  par  le  point  0  (pâle). 

L'autre  côté  (dit  côté  tangent)  enveloppe  une  courbe  BG'.  L  i 
première  courbe  est  la  podaire  de  la  seconde. 

La  podaire  d'une  courbe  est,  si  l'on  veut,  le  lieu  des  pieds  G  de  s 
perpendiculaires  OG  abaissées  du  point  fixe  0  sur  la  tangente  G'] 
à  la  courbe  BG'  (S  145). 

i^°.  —  La  courbe  donnée  et  sa  podaire  sont  tangentes  pour  toi  s 
les  points  de  l'une  ou  de  l'autre   courbes   qui   sont  à  des  distance  s 
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Fig.  145. 


du  point  0  maximums  ou  minimums.  Car  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  0  sur  la  tangente  coïncide  alors  avec  le  point 
de  tang-ence. 

3°.  —  Par  le  pôle  0,  menons  la  tangente  OD  à  la  podaire.  Quand 
le  point  D  se  déplace  très 
peu,  la  droite  OD  conserve 
une  direction  invariable; 
donc  le  côté  tancent  DD' 
conserve  lui-même  une  di- 
rection invariable.  Deux 
positions  voisines  de  ce 
côté  se  coupent  à  l'infini  : 
DD'  est  une  asymptote  de 
la  courbe  BC. 

A  mesure  que  G  se  rap- 
proche de  D,  la  droite  CC 
coupe  DD'  de  plus  en  plus 
loin,  mais  toujours  du  côté  D'.  Aussitôt  que  G  dépasse  D,  l'intersection 
a  lieu  du  côté  opposé  à  D'.  Nous  supposons  que  OD  est  une  tan- 
gente ordinaire;  il  n'en  est  plus  de  même,  si  c'est  une  tangente 
d'inflexion. 

-/°.  —  Admettons  qu'on  puisse  mener  du  pôle  0  une  tangente  00' 
à  la  courbe  BG'  (fig.  116). 
Le  point  de  la  podaire  qui 
correspond  à  0'  est  évi- 
demment le  pôle  0.  Donc 
la  podaire  passe  autant  de 
fois  par  le  pôle  que  du 
pôle  on  peut  mener  de  tan- 
gentes à  la  courbe. 

On  vérifiera  immédiate- 
ment que  les  tangentes  à 
la  podaire  au  point  0  sont 
normales  au  vecteur  00' 
correspondant. 

5".  —  Le  lecteur  voudra 
bien  méditer  sur  la  com- 
paraison des  cas  3*^  et  4".  Quand  une  courbe  passe  par  un  point  0, 
il  est  clair  que  de  ce  point  on  peut  lui  mener  une  tangente.  Mais 
les  cordes  voisines  de  cette  tangente  se  conduisent  tout  autrement 
que  les  cordes  voisines  de  la  tangente  OD  qu'on  mène  à  la  courbe 
d'un  point  0  qui  lui  est  extérieur. 

Quand  D  se  déplace  de  ds  sur  la  podaire,  la  direction  de  la 
droite  OD  ne  varie  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  si  dans 
sa  position  moyenne  elle  est  tangente  à  la  courbe.  Au  contraire,  la 


Fig.  410. 
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direction  d'une  corde  qui  va  d'un  point  0  d'une  courbe  à  un  point 
voisin,  varie  d'un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  le  déplacement 
ds  du  point,  bien  que  la  corde  devienne  une  tangente  pour     ds  =  0. 

148.  Podaires  en  coordonnées  polaires. 

Pour  bien  comprendre  la  ligure  117,  le  lecteur  se  reportera  au  §  92, 

dont  nous  utilisons  une 
partie  des  résultats. 

Menons  les  rayons  vec- 
teurs OA  et  OD  faisant 
l'angle  (/O;  menons  les  tan- 
gentes correspondantes , 
ainsi  que  les  normales.  Ces 
dernières  se  coupent  au 
centre  de  courbure  G. 

Soit  p  le  rayon  de  cour- 
bure; on  a  : 

p^  =  ds--='AD. 

Du  point  O  abaissons  des 
perpendiculaires  sur  les  tan- 
gentes. Posons  pz=Oi*\ 
p  est  le  rayon  vecteur  de  la  podaire.  Dans  le  triangle  OAP  rec 
tangle  en  P,  on  a  : 

j)=^  rsin  OL.  (I) 

D'une  manière  générale  : 

rdO  =  sin  a  .  (/« ,  dr  =  cos  oi  .  ds. 

La  considération  du  quadrilatère  OABD  donne  : 

On  tire  de  ces  relations  : 

as        ^        ,.    ,     ,  .        c^«    .     , 

:=  ^  =  c/G  -j-  </a  =  sin  a    ~  -\-  dx , 


Fig.  117. 


dr 


sin  a  dr 


+  (/a. 


Difîérentions  (1^ 


dp  =  r  cos  a  (/a  -j-  sin  a  dr, 
dp      sin  a   dr 


r  cos  a 


cos  a    r 


-t-(/: 


Comparons  (1)  et  (2);  il  reMe  : 

±  — ±  ^/i 

p         r    dr  ' 

Cette  formule  est  très  employée  dans  la  théorie  du  mirage. 


(2) 


(11 
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149.  Podaire  du  cercle. 

jo    —  Montrons   que   la    podaire    d'un   cercle   est  un   limaçon   de 
Pascal.  On  a  (%.  118)  : 

;)  =  AT  =  QD  — QB=:ro+2Rcose, 


qui  est  précisément  l'équation  du  §  144. 

La  figure  119  représente  celle  des  formes  du  limaçon  qui  possède 
un  point  double. 


Fig.  119. 


t>.  -^  Exprimons  le  rayon  vecteur  p  de  la  podaire  en  fonction  du 
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rayon   vecteur   r  du  cercle.  Dans  les  triangles  rectangles     lAD    et 
BAQ,  on  a  : 

r-  —  2pro  ==  4R-  —  r^-,  rdr  =  r^dp,         dp  \  rdr  =1  :  To, 

conformément  au  résultat  du  5^  148.  En  effet,  r^  est  le  rayon  de  cour- 
bure (ici  constant)  de  la  courbe  donnée. 

150.  Podaire  d'une  ellipse  par  rapport  à  son  centre. 

/".  —  Prenons    Tellipse  (iig.    120)    sous    les    formes    équivalentes 

(§107)  : 

Les  équations  de  la  tangente  AI*  en  un  point  A,   et  de  la  nor- 


Fig.  120. 


maie  OP  abaissée  de  l'origine  0  sur  la  tangente,  sont  (^  112)  : 

-^-t-   /,5  —  1»  t"-         a'-  —  "•  ^^^ 

Le  système  j:,  ?/,  qui  satisfait  à  ces  équations,  représente 
les  coordonnées  du  point  P. 

Elevons  les  équations  (l)  au  carré;  additionnons  membre  à  membre: 
il  vient  : 


OPv 


r  c-     1^  rr     r  cos^*  u    ,    sm'  u  "1 


Exprimons  u  en  fonction  de  6.  Écrivons  que  la  pente  de  la  droite 
OP  est  tg  G  : 


sm-  u 


cos^  u 


/)«sin-0  ~  a-cos-e  ~  a- cos*  ô  + />- sin- 6  * 
D  où  enfin  :  /)-r=a-cos-0-f-^^"sin-e.  (2) 

Telle  est  l'équation  de  la  podaire  en  coordonnées  polaires  /),  6. 
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^.  —  Cette  podaire  est  utilisée  à  chaque  instant  en  Optique  ondu- 
latoire. En  effet,  quand  une  vibration  transversale  elliptique  tombe 
sur  un  nicol,  la  vibration  rectiligne  qui  passe,  a  pour  amplitude  la 
longueur  du  rayon  vecteur  de  la  podaire  parallèlement  à  la  section, 
principale  du  nicol  (fîg.   121). 

Partant  de  là,  on  retrouve 
l'équation  (2)  plus  rapidement. 
Soit  en  effet  : 


gr=  a  cos  u, 


h  sin  u,      (3) 


les  vibrations  dirigées  suivant 
les  axes,  vibrations  qui  cons- 
tituent Tellipse  par  leur  résul- 
tante; la  variable  u  est  de  la 
forme  co^.  Considérons  une 
droite  Oj'  faisant  l'angle  9 
avec  Ox,   Projetons  les  vibra-  Fig.  121. 

tions   (3)    sur   cette    droite,  et 

composons  ces  projections  en  une  résultante  unique.  Faisons  de 
même  pour  une  droite   Oyi'  à  angle  droit  de  la  première.  On  trouve  : 

ç  =  a  cos  0  cos  u  -\~  h  sin  6  sin  u=p  cos  [u  —  a), 

r/  =  —  a  sin  0  cos  u -\-  b  cos  G  sin  u=:p'  sin  [u  —  ,3)  • 

Identifions  ;  il  vient  aisément  : 

p^-  =  a-  cos-  6  -\-  i>-  sin^  6,         />'-  =  a'-  sin^-  0  -f  /)-  cos^-  G. 

S-,  _  On  a  :  p'- +  p'^' =  a^~  +  b'-,  (4) 

la  somme  des  carrés  des  rayons  vecteurs  rectangulaires  de  la  podaire 
est  constante. 

L'interprétation  optique  de  cette  proposition  est  fondamentale. 
L'énergie  potentielle  ou  cinétique  d'une  vibration  rectiligne  est  pro- 
portionnelle au  carré  de  son  amplitude.  L'équation  (4)  nous  apprend 
qu'on  peut  décomposer  arbitrairement  la  vibration  elliptique  trans- 
versale en  composantes  rectilignes  rectangulaires,  sans  que  l'énergie 
totale  soit  modifiée. 

4°.  — -  L'équation  de  la  podaire  en  coordonnées  cartésiennes  est  : 

{x--{-y^~Y  =  a^^x'^  +  bHj\  (5) 

Nous  savons  déjà  (§  147)  qu'elle  est  tangente  à  l'ellipse  aux  extré- 
mités du  grand  axe  et  du  petit  axe.  Cherchons  quelles  sont  les 
ordonnées  maxima.  Différentions  (5)  : 

(2^2  _^  2y^-  —  a^)xdx  -\-  {2x'~  -f-  2y^-  —  b^)ydy  =  0. 

Les  maximums  ou  minimums  de  y   correspondent  à  la  condition 


dy  ',  dx=zO 


x=0,         x^-]-y^  =  a^:2. 
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Ils  sont  donc  à  l'intersection  de  la  podaire  et  du  cercle  dont  le 
centre  est  0  et  le  rayon  a  '.  \2  =OJ\a.  Pour  qu'ils  existent,  il 
faut  que  ce  cercle  coupe  effectivement  la  podaire.  Comme  celle-ci 
est  extérieure  à  Tellipse,  il  faut  qu'il  coupe  l'ellipse. 

D'où  la  condition  : 

\'2 
a^<2L-,         ou  :         e<-^. 

La  valeur  de  y  pour  les  maximums  et  minimums  est  : 

a^  1 

La  condition     a- <i2b^     équivaut  à  écrire  :     ?/«>>/>. 
Elle  exprime  que  la  développée  de  l'ellipse  est  tout  entière  inté- 
rieure à  l'ellipse  (v^  H  6),  comme  on  le  verra  en  posant  (fîg.  88)  : 

—  Ô^<0B. 

Elle  exprime  encore  que  la  podaire  a  des  points  d'inflexion. 
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151.  Définition  du  signe  d'intégration  /  . 

/".  —  Nous  désignerons  par  le  symbole  : 

S=  /    ydx^ 
Taire     MNPQM,     limitée  par  la  portion  MQ  de  l'axe  Ox  ^  par  les 


Fig.  122. 

ordonnées  MN,  PQ,  d'abscisses  Xq  et  ic,  enfin  par  la  portion  NP  de 
la  courbe     INPP'...     dont  l'équation  est     y=zf[x). 

Xq  et  X  s'appellent  respectivement  la  limite  inférieure  et  la  limite 
supérieure  de  ïintégrale  S. 

L'intégrale  s'énonce  :  somme  de  x^  à  x  de  ydx. 

Supposons  fixe  l'ordonnée  MN,  et  déplaçons  l'ordonnée  PQ,  ce 
qui  revient  à  modifier  la  limite  supérieure  x\  l'aire  est  elle-même 
modifiée.  Nous  pouvons  donc  la  considérer  comme  une  fonction  de  x. 
Par  suite,  en  nous  donnant  la  courbe  y:=zf(x)^  et  l'ordonnée  Xq 
à  partir  de  laquelle  nous  comptons  les  aires,  nous  définissons  une 
certaine  fonction  de  x  : 


S  =  (^{x)z=  f  ydi 

^  Xq 
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Il  résulte  immédiatement  des  définitions  qu'on  a  : 


/ 


Car  l'intégrale  étant  prise  entre  deux  ordonnées  identiques,  l'aire 
définie  est  évidemment  nulle. 

i:^\  —  Changement  de  la  limite  inférieure. 
Comparons  les  deux  intégrales  : 

So=  /   yclx,         S,=  I    ydx, 

où  Xq  et  a?!  sont  deux  constantes.  Par  définition,  on  a  : 
Solaire  MNPQM,         S^  =aiie  JKPQJ ; 
d'où  :  S,  —  So  :==  aire  JKNMJ  ; 

/    ydx —   /    ydx=  /     î/Jir  =  Constante. 

%/x,  ^Xq  Jxy 

Changer  la  limite  inférieure  revient  donc  à  faire  varier  d'une  cons- 
tante la  valeur  que  prend  l'intégrale  pour  toutes  les  valeurs  de  sa 
limite  supérieure  variable  x. 

152.  Explication  du  symbolisme;  dérivée  d'une  inté 
grale. 

/".  -  Montrons  que  le  symbole  intéyrale  ne  fait  que  résumer  et 
schématiser  les  opérations  qu'il  faut  eirecluor  pour  calculer  l'aire,  la 
courbe     y^==f(^x),     étant  donnée. 

La  méthode  qui  se  présente  le  plus  naturellement,  consiste  à  tra- 
cer des  ordonnées  suflisanmient  voisines,  à  évaluer  l'aire  de  chaque 
élément  ainsi  constitué,  enfin  à  sommer  ces  aires  élémentaires. 

Soit  un  des  éléments  ABDK  :  posons  AB:=A2r.  Remplavons 
Parc  de  courbe  KD  par  la  corde  ED;  nous  formons  un  trapèze.  Appe- 
lons //  l'ordonnée  moyenne  de  ce  trapèze,  ordonnée  évidemment 
équidistante  des  ordonnées  AE,  BD;  Paire  élémentaire  a  pour 
expression  : 

î/Ax. 

Opérons  de  même  pour  tous  les  éléments.  L'aire  cherchée  est 
approximativement  : 

Syàx, 
•»"r> 

le  symbole  ^  signifiant  qu'on  fait  la  somme  de  toutes  les  quantités 
analogues ,  comprises  entre  les  ordonnées  limites  Xq  et  x. 

L'approximation  est  d'autant  meilleure  que  les  ordonnées  sont 
plus  voisines.  L'évaluation  serait  rigoureuse  si  les  différences  \x 
étaient  remplacées  par  des  différentielles  dx;  de  sorte  qu'on  a  : 


/  ydx  =  \ijniie   y     y^-^- 
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Reste  à  montrer  comment  l'évaluation  de  cette  limite  est  possible, 
non  certes  graphiquement,  mais  grâce  à  la  définition  géométrique  de 
la  courbe     y=zf{x). 

^".  —  Cherchons  la  dérivée  de  la  fonction  : 

S  =  (p(a?)=i=    /    ydx. 
Par  définition  nous  avons  : 

S[x)  =  Cydx  =  aire  MNPQM , 

S{x  +  (Ix)  =  r  "  ''\fdx  =  aire  MNP'Q'M , 

S{x-{-dx)  —  S{x)=SiiTe  MNP'Q'M— aireMNPQM^raire  QPP'Q'Q,    (1) 
à  la  condition  que  dx  soit  une  quantité ,  non  pas  petite ,  mais  infini- 
ment petite,  c'est-à-dire  qui  tend  vers  zéro.  La  relation  (1)   n'est 
rigoureusement  vraie  qu'à  la  limite,  quand  dx  s'est  annulé. 
Or,  avec  une  erreur  qui  s'annule  avec  dx\  on  peut  poser  : 

aire  QPP'Q'Q  =  7/(/x, 

puisque  l'aire  du  triangle  curviligne  RPP'  est  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  (§  10),  rigoureusement  négligeable  devant  l'aire 
QRP'Q',  quand  dx  s'annule. 

Nous  avons  donc  :     d  .  S[x)z=ydx  ^        —j — S(a?)  =  ?/. 

D'où  cette  conséquence  fondamentale  :  Définir  une  fonction  de  x 
par  l'aire  S(a?)  comprise  entre  la  courbe  yz=^f(x)^  deux  ordonnées 
[une  ordonnée  fixe  et  une  ordonnée  variable)  et  l'axe  Ox,  revient  à 
définir  cette  fonction  par  sa  dérivée. 

153.  Fonction  définie  par  sa  dérivée. 

Ainsi  nous  aboutissons  à  une  conséquence  formulée  par  les  sym- 
boles : 


=    /   ydx, 


dS_ 
dx        ^' 


Les  opérations  d'intégration  et  de  dérivation  sont  inverses.  Intégrer 
la  fonction  y=zf[x),  c'est  chercher  une  fonction  S  dont  y  soit  la 
dérivée;  S  est  appelée  fonction  primitive  de  y. 

Montrons  que  la  définition  de  l'intégrale  est  bien  d'accord  avec 
cette  conséquence.  Pour  cela  représentons  par  une  courbe  ABCD  ... 
la  fonction  y  =  f[x)  donnée,  et  par  une  courbe  A'B'C  ...  la  fonction 
S  intégrale  mesurant  l'aire  à  partir  de  l'ordonnée  d'abscisse  a^o 
(%.  123). 

i\  —  Aux  points  C,  E,  l'ordonnée  yz=f[x)  change  de  signe. 
Gomme  nous  comptons  positivement  les  aires  qui  sont  au-dessus 
de  Ox     (^>0),     négativement  ceiles  ({\xi  sont  au-dessous     (?/ <  0) , 
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Fig.  123. 


(cette    convention    résulte    immédiatement    de    notre    symbolisme) 

l'aire  commence  à  décroître  à  partir  de  l'abscisse  OC.  Donc  il  existe 

un  maximum  de  la  fonction     8  =  0(3?)     sur  l'ordonnée  d'abscisse  OC. 

A   partir   de   l'abscisse    OË,    l'ordonnée   y    redevient  positive;   la 

fonction      S  =  (p(x) 
„  «5  •  .    ,  recommence  à  croî- 

tre;  donc  elle  passe 
par  un  minimum 
pour     x=:OE. 

Nous  concrétisons 
ainsi  cette  règle 
qaune  fonction  est 
maximum  ou  mini- 
mum quand  sa  dé- 
rivée s'annule  (§  8). 
t^**.  —  La  fonc- 
tion S  a  une  pente 
dS  ',  dx  d'autant 
plus  grande  en  va- 
leur absolue  que 
l'ordonnée  y  est 
plus  grande  en  valeur  absolue  ;  autrement  dit ,  que  la  courbe  y  =  f{x) 
est  plus  au-dessus  ou  au-dessous  de  Or.  Donc  les  maximums  et  les 
minimums  de  y=fix),ie\s  que  B,  D,  correspondent  aux  maxi- 
mums et  minimums  de  la  pente  pour  S.  Aux  abscisses  p  et  ^  cor- 
respondent des  points  d'inflexion  pour  S. 

Nous  concrétisons  ainsi  cette  règle  que  les  points  d'inflexion  d'une 
fonction   S  ont  les  abscisses  qui  annulent  sa  dérivée  seconde  (§  18)  : 

dx*         dx 

3°.  —  Nous  savons  qu'une  fonction  définie  par  sa  dérivée,  n'est 
connue  qu'à  une  constante  près  (§  7).  Cette  proposition  est  con- 
crétisée par  la  considération  des  aires.  Au  lieu  de  l'ordonnée  A'A, 
prenons  1 1  comme  limite  de  l'aire  à  évaluer.  La  nouvelle  courbe  : 

S,  =ro,(.r)r=   /    ydx, 

se  déduit  de  la  courbe  S  =  o(x),  en  ajoutant  à  toutes  les  ordon- 
nées une  quantité  invariable  A'M,  représentative  de  l'aire  l'IAA  1'. 
On  obtient  ainsi  la  courbe  en  pointillé,  qui  est  la  courbe  en  trait 
plein  transportée  de   A'M   parallèlement  à  0//. 

Pour  la  même  abscisse ,  les  pentes  sont  les  mêmes  sur  les  deux 
courbes.  Leurs  points  d'inflexion,  leurs  maximums  et  minimums 
se  correspondent. 


FONCTIONS  DÉFINIES  PAR  LEURS  DÉRIVÉES 


180 


4°.  —  Soit  plusieurs  courbes  : 

2/o  =  AW,         yi  =  fi{^)^         ^2  =  AW  •••  (1) 

Posons  :  Y^î/o  +  ^/i +2/2+ ••• 

On  a  évidemment  : 

f  y,dx^  I    y,dx-j-  ...=  f\'dx. 

Autrement  dit,  pour  trouver  la  somme  des  aires  limitées  par  les 
courbes  (1),  les  mêmes  ordonnées  et  l'axe  Ox,  on  peut  procéder  de 
deux  manières  équivalentes  :  1°  évaluer  séparément  1-es  aires  et  faire 
leur  somme  ;  2°  construire  la  courbe  Y  dont  les  ordonnées  sont  la 
somme  algébrique  des  ordonnées  des  diverses  courbes,  puis  évaluer 
l'aire  limitée  par  cette  courbe  unique. 

Inversement  soit  à  calculer  :  /    Ydx 


on  peut  remplacer  la  courbe  Y  par  un  nombre  quelconque  de  courbes 
telles  que  la  somme  de  leurs  ordonnées  soit  identiquement  ég-ale  à 
l'ordonnée  Y,  évaluer  les  aires  pour  chacune  des  courbes  et  faire  la 
somme  de  ces  aires. 


i\ 


154.  Interversion  des  limites.  Signe  des  aires. 

-  On  a  : 


S=   /    ijdx  =  —  f 


ydi 


quand  on  intervertit  les  limites,  on  change  le  signe  de  l'intégrale. 

En  effet ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x ,  les  ordonnées  y  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  intégrales. 


Mais 
dx    ont 


les 


^ 


chang-é 


accroissements 
de  signe , 
puisque  la  somme  des  ac- 
croissements doit  donner  la 
différence  x  —  x^^  dans  le 
premier  cas,  la  différence 
Xq  —  X     dans  le  second. 

S"".  —  Jusqu'à  présent 
nous  avons  regardé  S{x) 
comme  fonction  de  la  limite 
supérieure.  Nous  pouvons 
aussi  bien  la  regarder  comme 
fonction  de  la  limite  inférieure,  ou  mieux  comme  fonction  des  deux 
limites  prises  pour  variables  indépendantes  (fig.  124). 

Posons  :  S=  r  f{x)dx  =  —  r f{-r)dx. 


u^dn 


V'dv 


Fig.  124. 
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Reprenons  le  raisonnement  du  §  1^)2;  on  trouve  immédiatement 


=  —  f{u)  ;         dS  =  f(v)dv  -^  f[u)du. 


Ce  résultat  est,  du  reste,  une  conséquence  du  /".  La  figure  124  en 
montre  la  signification.  Quand  v  croît  de  c/u,  S  croît  de  Si  =  f[v)dv: 
quand  au  contraire  u  croît  de  du,  S  décroît  de     So  =  f(u)du. 

D'où  la  variation  totale  : 


dS  =  Si  — S2  =  f{v)dv  —  f{u)du. 
S°.  —  De  ce  qui  précède  il  résulte  qu'on  doit  poser  : 

s  =£jldx  =  V[x)  —  F(x„)  =  [F(ar)  J  . 


(2) 


En  effet,  quelle  que  soit  la  limite  inférieure  Xo,  il  faut  que  S  s'an- 
nule quand  la  limite  supérieure  lui  devient  égale.  Quelles  que  soient 
les  deux  limites,  il  faut  que  l'intégrale  change  de  signe  quand  on 
les  intervertit.  On  a  bien  identiquement  : 

F(^„)  -  F(x.)  =  0,        ¥{x)  -  F(x,)  =  —  [F(x,)  -  F(x)] . 

Pour  simplifier,  nous  écrirons  souvent  en  omettant  les  limites  : 


I   fid.r  z=z  V\x). 


Mais  il  est  bien  entendu  qu'une  intégrale  dont  les  limites  ne  sont 
pas  spécifiées,  est  encore  absolument  indéterminée.  C'est  une  aire 
comprise  entre  une  courbe,  l'axe  des  abscisses,  et  deux  ordonnées  qui 
ne  sont  pas  encore  choisies. 

/".  —  D'après  nos  conventions,  les  aires  peuvent  avoir  le  signe  — . 

soit  quand  les  ordonnées 
sont  négatives,  soit  quand 
les  abscisses  décroissent  pen- 
dant l'intégration. 

On  peut  comprendre  les 
deux  règles  en  une  seule. 

Reportons -nous  à  la  fi- 
gure 123.  Parcourons  la 
courbe  ;/  =  f{x)  dans  le 
sens  ABGDE.  SurrarcABG, 
nous  avons  l'aire  à  mesurer 
à  notre  droite;  nous  la 
comptons  positivement.  Sur 
Tare   GDE,   nous    l'avons  à 


Fig.  125 

notre  gauche;  nous  la  comptons  négativement. 
Prenons  maintenant  la  figure  123.  Sur  l'arc  A 
à  mesurer  aABGya  à  notre  droite  ;  sur  l'axe  GDA ,  nous  avons  l'aire 


Prenons  maintenant  la  figure  123.  Sur  l'arc  ABG,  nous  avons  l'aire 
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yCDAay  à  notre  gauche.   Nous  prendrons  la  première  positivement, 
et  la  seconde  négativement. 
Nous  poserons  : 

/        ydx  =  «ABCya  —  yGDA^y  =  ABCOA . 

t/ABCDA  * 

En  définitive,  décrivons  le  contour  qui  limite  une  aire  :  si  elle  est 
à  notre  droite,  nous  la  prendrons  positivement;  si  elle  est  à  notre 
gauche,  nous  la  prendrons  négativement.  Nous  pouvons  évidemment 
remplacer  cette  convention  par  la  convention  inverse. 

5\  —  Considérons  les  deux  courbes  ABC,  ADG,  comme  parcou- 
rues dans  le  même  sens  ;  appelons  y  et  ?/'  leurs  ordonnées  pour  la 
même  abscisse.  Nous  pouvons  aussi  bien  écrire  : 

ABCDA=   r\jdx~   r\j'dx=   r\y  —  rj')dx. 

•^^0  Jocq  Jxç, 

Pratiquement  c'est  ainsi 
que  se  font  les  calculs. 

^°.  —  Il  arrive  qu'une 
courbe  délimite  une  aire  nulle 
(fig.  126). 

Par  exemple,  d'après  nos 
conventions,  l'aire  ABCGA 
est  positive,  l'aire  GDEF  est 
négative. 

La   somme    de     ces     aires 
peut  être  nulle.  On  rencontre 
souvent,  en  Physique,  la  con- 
dition qu'une  courbe  délimite  une  aire  nulle  au  sens  qui  vient  d'être 
précisé  (courbe  représentative  des  gaz,...) 

155.    Pente    moyenne  ;    ordonnée    moyenne.    Valeur 
efficace. 

/°.  —  Soit  S(ir)  une  fonction  de  la  variable  x.  Supposons  que 
celle-ci  passe  de  x^  à  x^=:^XQ-\-h.  Nous  pouvons  appeler  pente 
moyenne  de  la  fonction  S{a?)  dans  l'intervalle  de  x^^k  x^^  le  quotient  : 

Pr.  =  [s{x,)-^{x,)]:h. 

G'est  la  pente  de  la  droite  AB  qui  passe  par  les  extrémités  des 
ordonnées  extrêmes  (lig.  127  à  gauche). 

Soit    f[x)    la  dérivée  de  S  par  rapport  à  x  ;    f[x)  =  dS  '.  dx. 
G'est  la  pente  vraie  p  de  la  courbe.  Je  dis  qu'on  a  : 

p„^=f{x,  +  ^h),        0<0<1; 

la  pente  moyenne  dans  un  intervalle  est  égale  à  l'une  des  valeurs  de 
la  pente  vraie   dans  le  même  intervalle.   G'est  évident;  car,  si  pour 


Fig.  126. 
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une  certaine  valeur  de  x,  on  a  p^Pm^  il  ^^^^  P^^  compensation 
que  pour  d'autres  valeurs  on  ait   p<iPm- 

Puisque  par  hypothèse  la  dérivée  est  continue ,  on  aura  assurément 
jD=ijD,^,    pour  au  moins  une  valeur  de  x. 

^°.  —  On  peut  énoncer  la  proposition  d  une  manière  différente. 

Représentons  (fig.  127  à  droite)  une  fonction     y  =  f[x). 

L'aire  A'ABGDD'     a  pour  expression  : 

S(,r,)-S(.ro)r=yV(.r)J:r. 
Il  est  évident  qu'elle  est  égale  à  un  rectangle  de  base  h  et  dont  la 


hauteur  est  intermédiaire  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des 
valeurs  que  prend  f{x)  dans  l'intervalle  de  x^  a  Xi.  Puisque  f{x) 
est  continue  par  hypothèse,  l'aire  est  donc  égale  au  produit  de  h  par 
l'une  des  valeurs  de    f(x)    dans  cet  intervalle.  D'où  la  relation  : 

S(.rO  —  S(.r„)  =  h  .  f{x,,  +  0/0,  0  <  0<  1 . 

Ainsi  l'on  a  : 


f{x)dx. 


Cette  formule  définit  d'abord  ce  qu'on  appelle  valeur  moyenne 
de  la  fonction  f[x)  dans  l'intervalle  de  .r^  à  a?,  ;  elle  nous  apprend  de 
plus  que  la  valeur  moyenne  est  une  des  valeurs  de  la  fonction  dans 
cet  intervalle. 

3'\  —  On  appelle  valeur  efficace,  la  racine  carrée  de  la  valeur 
moyenne  du  carré  d'une  fonction  : 


x)dx. 


2rJ 


Par  exemple,  soit  :         ?/  =  Asin-7p— ,     une    fonction   sinusoïdale. 
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Sa  valeur   moyenne   pour  une   période  est  évidemment  nulle;  1  __ 
positive  est  égale  à  l'aire  négative.  Cherchons  sa  valeur  efficace  '(§  48)^ 
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aire 


y 


A! 

T 


2rJ  ^^        A' 
sin-'  -7p-  at  =  -^ 


cos-^jJ/^-_ 


.Vefl=-y|-=:0,71    .A. 


Cette   formule   est  fondamentale  dans   Fétude  des  courants  alter- 
natifs. 

156.    Ordonnée   moyenne   d'un    arc    parabolique    du 
second  ou  du  troi- 
sième degré. 

/".  —  Arc  DU  SECOND 

DEGRÉ. 

Par  hypothèse ,  la 
courbe  (fîg.  128)  est 
représentée  par  l'équa- 
tion : 

y  ^=  Si -\- bx -^  Cic^, 

qui  convient  à  une  pa- 
rahole  dont  l'axe  et 
par  conséquent  les  dia- 
mètres (§  126)  sont  pa- 
rallèles à   0;/    (§  106). 

Soit     î/o,  î/i,  î/2,     les   ordonnées   équidistantes    qui    correspondent 
aux  abscisses  :     x^^     x^=^X(^-\-h^     x^=^x^^-\-2h. 

Transportons  l'origine  en   a,  ce  qui   ne  change   pas  la   forme   de 
l'équation  et  modifie  seulement  la  valeur  des  coefficients.  On  a  : 


S  =  2hy„,  =  r\a  +  bx  +  ex')  dx  =  2ah  +  ^bh'  +  ^ 


M 


Déterminons   les  constantes    a,  i),  c,  d'après  les  données   du  pro- 
blème : 


y^=ia^         yi  =  a-\- bh-\-ch'^, 
D'où:  6y,„r=î/,-[_4î/i4-î/2. 


y,  =  a  +  2bh  +  ^ch\ 


2  .^ 


On  a  :      y,-{-y,  =  2^D,      %,  =  4aD4-4DC;      ^^=aD  +  yDG. 

L'extrémité  E  de  r ordonnée  moyenne  est  donc  aux  deux  tiers  de  la 
distance    DC . 

Supposons  l'arc  donné  par  ses  ordonnées  extrêmes  î/o  et  y^,  et 
par  ses  tangentes   aux   extrémités.    Il  résulte    des    propriétés    de   la 
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parabole  du  second  degré  (§  ^26)  que  ces  tangentes  se  coupent  en  T 
sur  l'ordonnée  SG  diamètre  conjugué  de  AB,  et  que  DG  :r=:CT. 

Le  point  G  est  donc  connu ,  et  Ton  est  ramené  au  cas  précédent. 

^".  —  Arc  du  troisième  degré. 

Soit  î/o,  î/i,  2/2,  î/3,  les  ordonnées  équidistantes  qui  correspon- 
dent aux  abscisses  : 

Transportons  Torigine  en  a.  On  a  : 
S  =  3hy^=j     {a-{-Jjx-\-cx'+fjx')dx  =  :iah+  ^  bh' +  ^ch^+ ^gh\ 


Fig.  129. 

Déterminons  les  constantes  a,  />,  c,  f/,  d'après  les  données  du 
problème  : 

.Vo  =  a,  î/,  r=  a  +  />/i  +  c/i*  +  gh\ 

1/,  =r  a  +  2bh  +  4c/t^  +  ^gh\ 
y,  =  a-{-  Uh  +  9c/i^  +  21gh\ 
On  vérifiera  immédiatement  la  formule  : 

^ym  =  }/o  +  %i  +  %2  +  i/3. 

3  

On  a  :      y^-]-y^z=2zG ,      3î/i  +  %2  =  66F;      ?/„.  =  IG  +  j  GF . 

L'extrémité  E  c/e  l'ordonnée  moyenne  est  donc  aux  trois  quarts  de 
la  distance    GF . 

Supposons  la  parabole  donnée  par  ses  ordonnées  extrêmes  y^  et  y^ 
et  par  ses  tangentes  aux  extrémités.  On  a  : 
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D'où  immédiatement  :     2i/^  =  L^-\--  2/o  M  +  (y,  —  ^  y',h 


[  I  

Donc,  pour  obtenir  le  point  E,  on  détermine  les  intersections  H  e^  K 
des  tangentes  aux  extrémités  de  Varc  de  parabole,  avec  les  ordonnées 
qui  sont  au  sixième  de  la  distance  a^.  On  joint  H  e^  K,  et  on  déter- 
mine  le  milieu  du  segment    HK . 

157.  Obtention  de  fonctions  nouvelles;  équations  différen- 
tielles. 

Effectuer  rintégration  :  ^=^  /    f{^)dx=z  /    ydx^ 

c'est  donc  trouver  une  fonction  S[x)  qui  admette  yr=:f(^x),  comme 
dérivée  ;  c'est  trouver  la  fonction  primitive  de  y.  Il  est  essentiel  de 
remarquer  que  le  plus  souvent  S  n'est  pas  exprimable  avec  les  fonc- 
tions particulièrement  simples  auxquelles  le  lecteur  est  habitué  :  sinus, 
cosinus,  ...  Au  contraire,  nous  verrons  que  les  logarithmes,  les  expo- 
nentielles et  une  infinité  d'autres  fonctions  employées  pour  représen- 
ter les  phénomènes,  se  présentent  tout  naturellement  comme  mesurant 
les  aires  limitées  par  des  courbes  de  construction  simple.  Toute  fonc- 
tion y^=zf(x)^  peut  servir  à  définir  par  intégration  une  nouvelle 
fonction  S{x) ,  à  laquelle  nous  sommes  libres  de  donner  un  nom 
et  une  place  dans  notre  catalogue  de  fonctions  étudiées  une  fois  pour 
toutes.  Il  suffit  d'en  dresser  des  tables  numériques  à  l'approximation 
jugée  nécessaire,  pour  que  la  fonction  S(.t)  devienne  utilisable  dans 
la  représentation  et  l'étude  des  phénomènes,  au  même  titre  que  le 
sinus  et  le  cosinus. 

La  méthode  ici  employée  pour  définir  de  nouvelles  fonctions ,  est 
un  cas  particulier  d'une  méthode  plus  générale  que  nous  étudierons 
au  Chapitre  XIII. 

L  équation:  -^  =  2/^  ~d^=^f^''^^ 

est  la  plus  simple  des  équations  différentielles ,  c'est-à-dire  des  rela- 
tions imposées  entre  les  dérivées  successives  d'une  fonction  et  la 
variable.  Nous  cherchons  ici  une  fonction  S(^)  dont  la  dérivée  soit 
une  fonction  connue  de  la  variable.  Autrement  dit,  nous  cherchons 
quel  doit  être  le  déplacement  d'un  mobile,  pour  que  sa  vitesse  ds  \  dt 
soit  une  fonction  donnée  à  l'avance  du  temps  t  : 

158.  Règles  d'intégration. 

Dans  le  cas  où    S[x)    est  composée  de  fonctions  usuelles,  il  n'est 
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pas  toujours  commode   de    les    découvrir.    Nous  énoncerons  d'abord 
quelques  règles   dites   d' intégration  qui   facilitent  les  tâtonnements. 

/".  —  L'intégration  va  de  soi  quand  la  quantité  sous  le  signe    /  est 

une  différentielle  exacte;  c'est  dire  qu'on  a  : 

Prenons  en   elfet  la  dérivée  des  deux  membres  ;  il  vient  (§  152)  : 

Les  fonctions  S  et  f  ont  môme  différentielle  ;  elles  ne  diffèrent  que 
par  une  constante  (§153).  Mais  S(.r)  doit  s'annuler  pour  x  =  Xq,  en 
vertu  de  la  définition  de  l'intégrale  ;  donc  : 

!2".  —  Le  procédé  connu  sous  le  nom  à^ intégration  par  parties  repose 
sur  l'identité  (§  9)  : 

d{uv)  =  udv-\-v(Iu,  udv  =  d[uv)  —  vdu,  (1) 

où  u  et  V  sont  des  fonctions  quelconques  de  la  variable. 

Intégrons  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  entre  les  mêmes 
limites,  ce  qui  est  permis  en  vertu  du  4"  du  §  153  : 

/    iidv  =   /    d(uv)  —   /    vdu  =  [uv  —  u^Vo)  —  /    vdu  ; 

./•'•(>  '^J'o  •yj-n  -y^ 

Uq,  Vq^     sont  les  valeurs  de  u  et  de  u  pour     x=^Xo. 

Ainsi  nous  avons  remplacé  la  recherche  de  l'intégrale  : 

/  udv^         par  celle  dv  l'intégrale  :  /  vdu, 

qui  peut  être  plus  facile. 

.V°.  —  Changement  di;  variable. 

On  ramène  souvent  à  des  formes  connues,  typiques,  canoniques ^ 
par  un  changement  de  variable. 

Par  exemple  : 

Revenant  à  la  variable  primitive  (|^  56)  : 


arcsin  z. 


f 


_^_^^_;_^_^__^__  r=rarc  sin  —  -\-  Constante. 
\a^  —  x^  ^ 


De  même  :        x^ -\- 2ax -\- b  =  {x -{-a)-  -\-  b  —  a-  =  z--[-h  —  a', 

en  posant  :  3  =  .r-j-a. 

On  trouve  ainsi  pour     L^  a-     (^  60)  : 

/  dx  1  X  — T—  a 

I  —  =,-]- ô r  -T  =    ,,   arc  tg    ,—-1 —  4-  Constante. 

I    x-  +  2ax-\-b        y//, —  a-  ^  \b  —  a'-   ~ 
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4".  —  Décomposition. 
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Fig.  430. 


On  sépare  la  fonction  en  une  somme  algébrique  de  plusieurs  autres. 
Nous  aurons  l'occasion  de  donner 
maints    exemples   de    cette    mé-     "^ 
thode. 

159.  Aire  d'une  para-    c 
bole. 

Considérons  la   parabole  géné- 
rale : 

y  =  ax''  ; 

nous     supposons     n     positif     et     o 
inférieur  à  l'unité  ;      n  est  d'ail- 
leurs quelconque. 

L'aire  OAB  a  pour  expression 

(%.  130): 

S = Çyd.  =  ra.'d. = -^  r."  -  .T=  ^"^  'i 

Jo  Jo  'i+l    L  Jo         «+l 

On  peut  encore  écrire  :  S 

Or  :  xy  =  aire    OGAB  ; 

donc:  aire     OGAO  =  ^^  [l --^]  =  ^^^. 

^'^^^^^^^-  aire  OGAÔ^|- 

Pour  la  parabole  ordinaire,  /ir=l  ;  2;  l'aire  OAB  est  deux  fois 
Faire  OC  A.  Il  importe  peu  que  les  échelles  ne  soient  pas  les  mêmes 
pour  les  X  et  les  y. 

160.  Aire  limitée  par  la  sinusoïde  ou  la  cosinusoïde. 
Théorèmes  sur  les  fonctions  périodiques. 

/°.  —  On  a  immédiatement  : 


xy 

/i  +  l 


Joco 


sin  X  dx  =  —  (cos  x  —  cos  x 


o),  fl 

J      X 


cos  xdx  =  sin  x  —  sin  Xq 


Le  lecteur  se  reportera  à  la  figure  40  pour  mieux  comprendre  le 
sens  de  ces  relations. 

^°.  —  Généralisons.  Soit  une  courbe  périodique  quelconque 
yz=f(x)^  mais  telle  que  pour  une  période  la  somme  des  aires  soit 
nulle.  La  nouvelle  fonction  : 


S[x)  ==  i    f[x)dx, 
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est  périodique  et  admet  la  même  période  que  /(a?).  Soit  J  la  période; 

on  a  :  jf{x)dx  =  0,  l^f{x)dx=  j        "^^ f{x)dx, 

en  supposant  que  x  contient  n  périodes  complètes  plus  une  fraction 
de  période.  En  effet,  nous  pouvons  écrire  : 

j:-£+r+j:+-+fi=j:- 

Mais  retrancher  un  nombre  quelconque    /i;    de  périodes  ne  change 
pas  la  valeur  des  ordonnées  de  la  courbe  à  intégrer. 


D  où  la  conséquence  :        1     z=:l  j 


S".  —  Supposons  que  pour  chaque  période  l'aire  ne  soit  plus  nulle. 
Soit  So  sa  valeur.  On  a  : 


f7(,r)</.r  =  /iS„+  p    "''f{x)dx. 

Jo  c'O 


4  .  —  Revenons  au  cas  t^".  Si  la  limite  supérieure  x  croît  indéfini- 
ment, l'intégrale  ne  tend  vers  aucune  valeur  déterminée  ;  elle  oscille 
entre  un  maximum  et  un  minimum. 

•oc 

Par  exemple  :  /      sin.r  </./•, 

est  un  nombre  quelconcjuo  compris  entre  0  et  2. 

Mais  supposons  la  l'onction  périodique  f[x)  multipliée  par  une 
fonction  <^[x)  qui  décroît  constamment  quand  x  varie  de  0  à  ^c ,  et 
s'annule  pour  x  infini.  L'intégrah'  : 

£  f(.r)o(.ryU, 

converge  vers  une  valeur  bien  déterminée.  Nous  montrerons  en  effet 
qu'alors  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  dune  série  infinie  à  termes 
décroissants,  alternativement  positifs  et  négatifs  (§  249,  3"). 

Nous  trouverons  au  x  ^^  270  et  309  des  applications  de  cette 
remarque. 

161.  Aires  du  cercle  et  de  Tellipse. 
11  s'agit   d'évaluer   l'aire   des  trapèzes  curvilignes  OGDG  dans  le 
cercle,  OBIIG  dans  l'ellipse  (iig.  i:il).  Posons:       (JÂ=rra,      Î)H  =  I). 
/"*.  —  Le  calcul  direct  est  immédiat.  On  a  dans  le  cercle  : 
aire  OGDG  =  aire  OGD  +  aire  ODG. 


ED  CD  CD 


X 


sin  arc ,  — —  =  arc  sm 


a  a     '  a  a 

Ne  pas  oublier  que  les  arcs  trigononiétriques  ne  sont  pas  des  lignes^ 
mais  des  rapports  de  lignes  au  rayon. 

a- 


On  a  :  aire  OGD  =  ^ 


m 
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En  effet,  l'aire  du  cercle  entier  est  za^  pour  un  arc  2tc  *  l'aire  du 
secteur  par  unité  d  arc  est  r.a^  ;  2::  =  a^  ;  2  ;  l'aire  du  secteur  dont 
l'arc  est      CD  ;  a,     a  la  valeur  ci-dessus  écrite.  D'où  : 


aire  OGD  =  -^r  arc  sin 

^  a 


L'aire  du  triangle 

ODG    est  : 

DG  :  2  =  xy 

:2  = 

x\/a"- 

'x\Ja 
-x^ 

)  :  2. 

arc  sin 

OGX 
En  définitive  :     ai 

1 

X 

2 

1 

2 

a 

^°.  —  Voilà  pour  le  cercle.  On  sait  que  jDOur  passer  à  l'ellipse,  il 
suffit  de  projeter  orthogonalement  sur  un  plan  II  faisant  avec  le 
plan  11'  du  cercle  un  angle  dont  le 
cosinus  est  b  \  a.  Autrement  dit,  il 
suffît  de  multiplier  par    b  \  a     (§107). 

On  a  donc  : 


aire  OBHG 


+ 


bx  \]a^  —  x'^ 
Ta 

.      X 


ab 

-fj-  arc  sm  — 
2  a 


En    particulier,    l'aire    du   quadrant 
s'obtient   en   posant 


y 

C 

"^T) 

E 

^ 

— - 

-/ 

X 

/ 

/" 

\  \ 

\ 

0 

/ 

F 

\ 

G 

cT 

a. 


Fig.  431. 


D'où  :     pour  le  cercle,     ^a^  ;  4  ;     pour  l'ellipse,     r.ab  \  4. 
,^°.  — ■  Reprenons  le  calcul  par  intégration.  On  a  : 

pour  le  cercle,       y  =  \/a^  —  x^  ;      pour  l'ellipse,        y  =  — ^'a-  —  x-  . 

Les  ordonnées  de  l'ellipse  sont  les  ordonnées  du  cercle  multipliées 
par  b  '.  a\  les  limites  d'intégration  sont  les  mêmes  :  les  aires  des 
trapèzes  curvilignes  sont,  par  suite,  dans  le  rapport   b  \  a. 

Nous  pouvons  donc  nous  borner  au  cas  du  cercle. 

Il  s'agit  d'obtenir  l'intégrale  : 

8=  r^/a^  —  x^  dx. 
Intégrons  par  parties  (§  158)  : 

x^dx  ,— =-  ,  a^dx 


x\/a' 


\fa' 


d\         2 

D'où  (§  153)  : 

Enfin   (§  56)   : 


2 


dx — 


2v/a^ 


y/a^ — x^  dx  — 


^^^rz:^dx==[^^^^f^^ 


2\/a''—x' 
a^dx 


2\Ja' 


y/a- 


7^  dx  = 


x\Ja^  — 


2 


+    rt  .         a. 

-r-  arc  sm  — . 
2  a 
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Pour  effectuer  la  dernière  intégration  indiquée,  on  écrira  (§  158)  : 


ër=''©V'-lv/- 


162.  Aire  de  la  cycloïde. 

Nous  avons  (§  100)  : 

x  =  R(^  —  sinO),         ij  =  R{i — cos  0)  ; 
(lx  =  R({  _cose)(/e,  i/cIx  =  R^{\  —  cos  6)2  (f 6. 

S=    /    ;/^.r  =  R»-('-^  — 2sinO  +  ^sin2e). 

Pour  obtenir  l'aire  d'un  arceau,   il   faut  prendre  2t.  comme  limite 
supérieure.    On     trouve     :       8  =  3x11*. 

L'aire  de  l'arceau  est 
trois  fois  l'aire  du  cercle 
générateur. 

163.  Moment 
statique  d'une  aire 
plane  :  axe  neutre. 

/".  —  L'aire  limitée 
par  la  courbe  fermée 
ABCDA     est  (§  154)  : 

S=  /  ydx —  /  y'dx  ; 
nous  écrivons  pour  abré- 
ger :        S=  /    ydx. 

Ceci  posé,   on   appelle   moment   statique  de  l'aire  par  rapport  à  la 
droite  Oa?  (fig.  132)  l'intégrale  : 


c 

■ 

\ 

a 

\ 

A                                                   / 

y 

cT 

Fig.  132. 


M 


9".  —  Cherchons  comment  varie  le  moment  statique  quand  on 
déplace  parallèlement  à  lui-même  l'axe  Ox  par  rapport  auquel  il  est 
pris.  Transportons-le  en  OV  distant  de  a.  Le  nouveau  moment 
statique  M'  est  : 


M' 


['  =  9-    /     (.y  —  aYdx  =  M  —  ai     ydx  +  ^  /     ^x. 
La  dernière  intégrale  est  nulle,  car  elle  vaut  par  définition  : 

r^dx—  r'dx=ù. 


Il  reste 
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Il  est  donc  toujours  possible  de  trouver  une  droite  telle  qu'on  ait  : 
M'  =  0,         M==:aS. 

On  l'appelle  axe  neutre.  Le  moment  statique  par  rapport  à  une 
di^oite  quelconque  est  égal  au  produit  de  l'aire  S  par  la  distance  de 
cette  droite  à  l'axe  neutre  qui  lui  est  parallèle. 

S"" .  —  A  chaque  direction  correspond  un  axe  neutre.  On  démontre 
que  tous  ces  axes  passent  par  un  même  point  qui  est  le  centre  de 
gravité  de  l'aire.  Mais  cette  proposition  nous  étant  inutile  ici,  je 
n'insiste  pas  (voir  Mécanique). 

4\  —  On  ramène  le  calcul  des  moments  statiques  au  calcul  d'une 
aire.  Il  suffit  de  tracer 
une  courbe  dont  les 
ordonnées  soient 
égales  à  la  moitié  du 
carré  des  ordonnées 
de  la  courbe  proposée. 
Il  y  a,  dans  ces  cal- 
culs d'aire,  des  ques- 
tions de  signes  avec 
lesquelles  il  faut  que 
le  lecteur  se  fami- 
liarise. 

Prenons  comme 
exemple  simple  le  cas 
d'un  triangle  AKC  ;  il  est  placé  de  manière  que  Ox  soit  un  axe 
neutre.  Quand  on  parcourt  le  triangle  dans  le  sens  des  flèches,  toute 
Taire  est  à  la  droite  du  promeneur  :  elle  est  donc  entièrement  posi- 
tive .(fig.  133). 

Construisons  la  courbe  dont  les  ordonnées  sont  égales  aux  carrés 
des  ordonnées  de  la  première.  Nous  obtenons  des  arcs  de  parabole  et 
une  droite.  Parcourons  la  courbe  dans  le  sens  des  flèches,  sens  imposé 
par  le  sens  dans  lequel  on  parcourait  le  triangle.  Nous  trouvons  une 
aire  positive  BaP'B  et  une  aire  négative  BFsyB.  Elles  sont  égales 
dans  le  cas  de  la  figure  133. 

164.  Moment  d'inertie  d'une  aire  plane. 

y®.  —  On  appelle  moment  d'inertie  d'une  aire  plane  par  rapport  à 
Ox  l'intégrale  : 


0 

^\ — -^^-^ 

a 

\ 
A 

^^B 

r^\^ 

C                            "^             D 

^                    a 

Fig.  133. 


I 


i    /  y^dx=lf  y^dx-^J^  y'^dx. 


Cherchons  comment  varie  le  moment  d'inertie  quand  on  déplace  la 
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droite   0.r    parallèlement   à    elle-même.   On   a   par   rapport   à   ()'./'  : 

l'=zj    /    {y—aydx  =  l  —  a  I  yH.r^3}  j  yd.r  —  ^  j  dx. 

La  dernière  intégrale  est  nulle.  Il  reste  : 

r  =  I  —  2aM  +  â^S  =  1  —  2aM'  —  a^S. 
La  relation  se  simplifie  quand    O'x     est  axe  neutre;    M'=z:0. 
Il  reste  :  1  =  1+  ^'S. 

Le  moment  d'inertie  I  par  rapport  à  une  droite  quelconque  est  égal 
au  moment  d'inertie  V  par  rapport  à  l'axe  neutre  parallèle  à  cette 
droite,  plus  le  produit  de  l'aire  par  le  carré  de  la  distance  des  deux 
droites. 

De  tous  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  des  droites  parallèles, 
le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  neutre  est  minimum. 

On  généralise  tous  ces  théorèmes  en  Mécanique. 

^".  —  On  ramène  le  calcul  des  moments  d'inertie  au  calcul  dune 
aire.  Il  suffit  de  tracer  une  courbe  dont  les  ordonnées  soient  égales 
au  tiers  du  cube  des  ordonnées  de  la  courbe  proposée. 

La  considération  des  moments  statiques  et  des  moments  d'inertie 
des  aires,  planes  est  fondamentale  dans  la  théorie  de  la  Résistance  des 
matériaux,  dans  les  Constructions  navales,  etc.  etc.. 


Planiinètres. 
Détermination  des  aires.  Intôyraplies. 

Nous  étudions  dans  les  paragraphes  suivants  les  méthodes  qui 
permettent  de  calculer  les  aires,  de  les  mesurer  mécaniquement,  de 
déterminer  mécanicjuement  les  moments  statiques  et  les  moments 
d'inertie,  d'obtenir  mécaniquement  la  courbe  intégrale. 

Signalons  d'abord  la  méthode  très  précise  qui  consiste  à  tracer  la 
courbe  y=f[x)^  à  grande  échelle  sur  du  carton  quadrillé  épais, 
à  découper  le  graphique  suivant  l'axe  des  abscisses,  la  courbe  et 
un  certain  nombre  d'ordonnées,  et  à  peser  les  morceaux  ainsi  obtenus. 
L'industrie  fournit  du  papier  assez  homogène  pour  que  les  poids  soient 
sensiblement  proportionnels  aux  aires. 

165,  Formule  de  Poncelet, 
Divisons  le  segment  00'  (aux  extrémités  duquel  sont  les  ordon- 
nées qui  limitent  l'aire  à  évaluer)  en  2n  parties  égales,  de  grandeur  h. 
Calculons  ou  mesurons  sur  notre  graphique  les     2/?  -\-  1      ordonnées 
orrespondantes  :     ?/„,  ?/i,  ...  y^n- 
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/".  —  Aux  extrémités  B,  G,  D,  ...,  des  ordonnées  impaires, 
menons  des  tangentes  à  la  courbe.  Les  n  trapèzes  ainsi  formés  ont 
respectivement  pour  aires  : 

2A2/i,         2%3,         2%„  ..., 
La  somme  de  ces  aires  s'écrit  : 

Remarquons  qu'il  est  inutile  de  mener  effectivement  les  tangentes. 
Tous  les  trapèzes  pas- 
sant par  le  point  B 
(par  exemple),  et  li- 
mités aux  ordonnées 
î/o  et  y. 2,  ont  même 
aire. 

Si  nous  considérons 
en  particulier  celui 
qui  est  formé  par  la 
tangente ,  c'est  en  vue 
de  déterminer  plus 
loin  une  limite  de 
l'erreur     commise. 


Fig.  134. 


5".  —  Traçons  les  cordes  joignant  les  extrémités  des  ordonnées 
précédemment  utilisées.  Nous  obtenons  ainsi  n  —  1  trapèzes;  la 
somme  de  leurs  aires  vaut  : 


2h 


^11^  +  11^+,,^^^^ 


Ajoutons  la  somme  des  aires  des  deux  trapèzes  terminaux  dont 
l'un  est  représenté  en  OABD.  Elle  vaut  : 

[%o  +  ^i)  +  %.«-i+2/2«)]:2. 

D'où  :  S2  =  Sj  +  -y  [(î/o  +  y.u)  —  (2/1  +  2/2n-i)  I . 

Si  nous  avons  pris  soin  d'opérer  sur  un  arc  de  courbe  dont  la 
courbure  conserve  le  même  signe  en  tous  ses  points ,  l'aire  à  évaluer 
est  comprise  entre  les  deux  aires  Sg  et  S^.  Nous  pouvons  aisément 
déterminer  une  limite  de  Terreur:  elle  est  : 


"2"  [(2/0  —  2/1) +  (2/2«  —  2/2n-i)]- 

Le    lecteur    trouvera    aisément  une    représentation  graphique   de 
cette  quantité. 

On  pourra  prendre  pour  valeur  de  l'aire  la  moyenne  (So  +  Si)  .'  2. 
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166.  Formule  de  Simpson. 

/°.  —  Par  trois  points  d'abscisses  équidistantes  0,  /i,  2/i,  et 
d'ordonnées     s,  3',  3",     faisons  passer  un  arc  de  parabole  (§  156)  : 

y  =  a -\- bx -\- cx^- .  (i) 

Les  coefficients     a,  b,  c,     sont  déterminés  par  les  conditions  : 

3  =  3,  z'  =^a-\-  bh-\-ch-,  z"  =  a-]-2bh -\- ich'^. 

L'aire  limitée  par  la  parabole  (I)  est  : 

ar=     /     ydx  =  \ax+^-^  +  ^T  =  ^{3a  +  'Sbh-\-ïch'l 

Exprimons-la  en  fonction  de     3,  3',  z" .     On  trouve  aisément  : 
■.i.  =  k{z+lz'  +  z"). 

^°.  —  La  méthode  de  Simpson  revient  k  diviser  le  segment  00' 
en  2/1  parties  et  à  remplacer  par  des  arcs  de  paraboles  les  n  arcs 
que  déterminent  les  ordonnées  paires. 

Les   aires   limitées   par  ces  paraboles  ont  pour  expressions  : 

{h  :  3)  (//.  +  %.+ y,),         (h  :  3)(y,  +  4.v,  +  .,/,j,  ... 
On  trouve  immédiatement  pour  leur  somme  : 

Remahqi.e  L 

Si  la  courbe  présente  un  point  d'inllexion,  on  ne  peut  évidemment 
pas  l'assimiler  à  un  arc  de  parabole  passant  par  ce  point.  La  méthode 
précédente  n'est  applicable  (|ue  si  le  point  d'inflexion  se  trouve  jus- 
tement sur  une  ordonnée  paire,  c'est-à-dire  au  point  d'aboutissement 
de  deux  arcs  appartenant  à  des  paraboles  différentes.  On  sera  géné- 
ralement conduit  à  diviser  l'aire  en  deux  parties  séparées  par  l'or- 
donnée du  point  d'inflexion,  et  à  les  évaluer  séparément. 

On  peut  encore  généraliser  la  méthode  de  Simpson,  et  utiliser  un 
arc  de  parabole  cubique  (§  156;  voir  aussi  >^  172). 

Remarque  IL 

Si  les  ordonnées  sont  fournies  par  l'expérience,  elles  ne  sont  géné- 
ralement pas  équidistantes.  On  })eut  procéder  alors  de  deux  manières. 

/°.  — -  On  détermine  une  courbe  passant  au  mieux  (§  263)  par  les 
points  expérimentaux;  elle  permet  de  calculer  des  ordonnées  équidis- 
tantes. 

t^°.  —  Avec  un  pistolet,  on  trace  au  jugé  une  courbe  régulière 
entre  les  points  déterminés  par  l'expérience;  on  mesure  sur  le  gra- 
phique les  ordonnées  équidistantes.  Ordinairement  la  seconde  méthode, 
plus  grossière,  est  largement  suffisante.  Mais  on  n'empêchera  pas  les 
expérimentateurs  de  s'exagérer  la  précision  de  leurs  expériences. 
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167.  Planimètre  d'Amsler. 

Ce  merveilleux  appareil,  de  construction  simple  et  de  grande  pré- 
cision, a  une  théorie  assez  délicate,  mais  qui  vaut  la  peine  d'être 
approfondie  (fig.  135). 

Il  est  destiné  à  donner  l'aire  limitée  par  une  courbe  fermée  S.  Il 
se  compose  de  deux  tiges  OA,  AB,  articulées  en  A;  OA  porte  en  0 


Fig.  135. 

une  pointe  effilée  qu'on  plante  dans  le  papier;  AB  porte  en  B  une 
pointe  mousse  avec  laquelle  on  suit  le  contour  S. 

Le  prolongement  de  AB  sert  d'axe  à  une  roulette  R  qui  appuie 
sur  le  papier  et  tourne  quand  B  se  déplace.  11  s'agit  de  montrer  que 
la  rotation  de  la  rou- 
lette est  proportionnelle 
à  l'aire  S  quand  B  fait 
un  tour  complet.  Elle 
est  mesurée  à  l'aide 
d'une  graduation  tracée 
sur  la  jante  de  la  rou- 
lette ;  un  totalisateur 
donne  le  nombre  de 
tours. 

i\  —  Tout  point  du 
plan  accessible  à  la 
pointe  B  est  repéré  par 
les  deux  coordonnées  6 
et  6.  L'angle  0  est 
mesuré  à  partir  d'une 
droite    fixe    OX    quel-  •        nx     \u 

conque  supposée  tracée  sur  le  papier;  ^  est  l'angle  des  tigesOA,  AB. 

Soit  ^  invariable  et  6  variable.  Pour  chaque  valeur  de  ^,  B  décrit 


Fig.  136. 
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une  circonférence  g  de  centre  0;  l'ensemble  de  ces  courbes  constitue 
le  premier  faisceau  de  lignes  de  repère. 

Soit  4>  variable  et  0  constant.  Pour  chaque  valeur  de  Q,  B  décrit 
une  circonférence  t  de  rayon  constant  et  de  centre  A,  A',  ...;  leur 
ensemble  constitue  le  second  faisceau  de  lignes  de  repère.  La 
figure  136  montre  deux  lignes  7,,  ^2,  du  premier  faisceau,  deux 
lignes T,,  T2,  du  second. 

^\  —  Posons  :         (JÂr=a,      AB  =  b,      Al\  =  c,      PH=/); 

P  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  AB  ;  le 
point  R  est  celui  où  le  plan  de  symétrie  de  la  roulette  coupe  l'axe 
autour  duquel  elle  tourne.  On  a  : 

m^  =  a'-{p  +  cf  +  [b+{p  +  c)]\ 

Pour  une  autre  valeur  >lii  de  l'angle  6,  on  a  : 

OB;  ^  a^  _(;>.  +  c)^  +  [b  +  (/>,  +  c)]\ 

Retranchons  :  UBJ  — (JB'  =  2/;(/),  — /)). 

S".  —  L'angle  6  restant  invariable,  augmentons  0  de  dO.  Le  point  R 
décrit  un  arc  de  circonférence  RR,  de  centre  0,  de  rayon  7,  de  lon- 
gueur     RÏii  =  q(I() . 

La    composante   RI    de   ce    déplacement    normale  à  AB  est  : 

m  =  qdHcosUÏ{P  =  qd(i{p  :  q)=pd^. 

Elle  est  seule  utile  pour  faire  tourner  la  roulette;  la  composante 
parallèle  à  AB  ne  produit  qu'un  glissement  latéral  do  la  jante  sur  le 
papier.  Telle  est  l'hypothèse  fondamentale  sur  laquelle  repose  toute 
la  théorie.  Soit  r  le  rayon  de  la  roulette;  l'angle  dont  elle  tourne  est  : 

Qi=pdii  :  r. 

4'\  —  Considérons  (fig.   136)  le  parallélogramme  curviligne  infini- 
ment petit  formé  par  les  quatre  courbes      7,,  Cj?  '^1»  '^2- 
Evaluons  son  aire  : 

(/S  =  aire  BB.GiG  =  secteur  Oyv^  —  secteur  OGG,  =  (D^f  —  OQd^  \  2. 
D'après  le  t  :  dS  =  (p,—p)bdf}. 

Evaluons  la  rotation  de  la  roulette,  quand  la  pointe  mousse  décrit 
le  pourtour  du  parallélogramme. 

Pendant  les  parcours  égaux  et  de  sens  inverses  BjCj  et  GB,  la 
roulette   tourne   de  deux   angles  égaux   et    de   sens   contraires. 

Restent  les  parcours  BB,  et  GjG  pour  lesquels  les  relations 
sont  : 

D'où:  dS  =  br{oL^  —  a). 
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L'aire  du  parallélogramme  est  proportionnelle  à  la  rotation  totale 
de  la  roulette. 

5°.  —  Pour  parfaire  la  démonstration,  il  suffit  de  remarquer  que 
l'aire  à  mesurer  peut  être  décomposée,  au  moyen  des  faisceaux  a  et  t 
en  une  série  de  petits  parallélogrammes  à  chacun  desquels  la  théorie 
précédente  est  applicable.  On  ne  laisse  en  dehors  de  cette  décompo- 
sition que  des  triangles  dont  la  somme  est  un  infiniment  petit.  Il  est 
inutile  bien  évidemment  de  parcourir  les  lignes  de  division,  puis- 
qu'elles le  seraient  chacune  deux  fois  en  sens  contraires,  ce  qui  amè- 
nerait pour  la  roulette  deux  rotations  égales  et  de  sens  contraires  : 
leur  somme  disparaîtrait  dans  la  rotation  totale.  11  suffît  donc  de 
parcourir  la  courbe  limite. 

Remarque  I.  —  Pour  étalonner  l'appareil,  on  mesure  une  aire  de 
forme  simple,  un  carré  par  exemple,  dont  on  calcule  directement  la 
surface. 

Remarque  II.  —  Opérons  sur  des  cercles  de  centre  0  [à  inva- 
riable, ^°).  La  rotation  de  la  roulette  pour  un  tour  complet  est 
2'Kp  :  r.  Il  existe  donc  un  cercle  F  pour  lequel  la  rotation  est  nulle. 
Son  rayon  est  donné  par  la  condition  : 


Pour  les  cercles  de  rayons  plus  grands,  la  rotation  de  la  roulette 
est  dans  un  sens;  elle  est  du  sens  contraire  pour  les  cercles  de  rayons 
plus  petits. 

Remarque  III.  —  11  résulte  de  là  que  si  le  point  fixe  0  est  à  l'inté- 
rieur de  la  surface  à  mesurer  (ce  qui  n'arrive  que  si  la  surface  est 
très  grande),  on  doit  ajouter  à  l'aire  obtenue  l'aire  du  cercle  F. 

168.  Planimètre  linéaire. 

i°.  —  Le  planimètre  linéaire  se  compose  d'un  chariot  monté  sur 
deux  galets  G  qui  sont  guidés  par  une  rainure  rectiligne  XX  creusée 
dans  une  barre  lourde  et  épaisse.  Le  point  A  décrit  une  droite  Ox 
parallèle  à  la  rainure;  sa  position  est  repérée  par  la  distance  a:7  =  0A. 

Le  bras  AB  qui  porte  la  roulette  tourne  autour  du  point  A.  Sa 
direction  est  repérée  par  l'angle  ^  qu'il  fait  avec  Ox.  En  B  est  fixée 
la  pointe  mousse  avec  laquelle  on  suit  le  pourtour  de  la  surface 
dont  on  veut  déterminer  l'aire.  L'appareil  est  équilibré  par  rapport 
aux  galets  au  moyen  d'un  contrepoids  non  représenté.  On  a  : 

y^bsin<l/.  (1) 

Quand  le  point  A  se  déplace,  l'angle  ^  restant  invariable,  le 
point  B  décrit  une  droite  dont  la  position  dépend  de  ^  d'après  la 
relation  (1).  L'ensemble  de  ces  droites  constitue  le  faisceau  a. 

Quand  le  point  A  reste  fixe,  B  décrit  un  cercle  de  centre  A. 
L'ensemble  de  ces  cercles  égaux  constitue  le  faisceau  t. 
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^".  —  L'aire  du  parallélogramme  BCGiB,  est  : 

dS=:BG  .  ce;.  sinGG,B,  =  />  .  d'I  .  dx  .  cos^. 

Forçons  la  pointe  mousse  à  suivre  son  pourtour. 
Pour  les  côtés     BG,   G^Bi,     les  rotations  de  la  roulette  sont  évi- 
demment égales  et  de  sens  contraires.   Dans  le  parcours   BB,   pour 


Fig.  Ul. 


lequel  6  est  constant,   la  rotation  de  la  roulette  est  proportionnelle 
à  la  composante  B^D   du  déplacement  normale  à  la  tige  AB.  On  a  : 


B,L)=:J.r  .  sin-y 

Soit  a  la  rotation  de  la  roulette  : 

sin  '!/ 


a  = ^  dx. 

r 


Pour  le  parcours  GG,,  la  rotation  (de  sens  contraire)  est  donnée 
par  la  même  formule  dans  laquelle  on  remplace  Ç/  par  '{/-[-(/'^.  On  a 
donc  pour  la  ditrérence  des  rotations,  par  suite  pour  la  rotation 
totale  dans  le  parcours  complet  BGG,B,B  (au  signe  près)  : 


cos  >l 

dy.  = dx  .  d^  ;       d  ou  : 


(/S 


dy. 


Reprenant  le  raisonnement  ,)''  du  paragraphe  précédent,  on  conclut: 

S  =  Jbrx. 

a  est  la  rotation  totale  de  la  roulette  quand  la  pointe  mousse 
décrit  le  pourtour  de  Taire  à  mesurer. 

3'\  —  Gomme  on  le  voit,  la  théorie  du  planimètre  linéaire  est 
plus  simple  que  celle  du  planimètre  polaire  ;  l'appareil ,  malheureuse- 
ment plus  cher,  est  plus  précis.  Mais  sou  grand  avantage  est  de 
permettre ,  grâce  à  une  légère   complication  mécanique ,   de  mesurer 
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les  moments  statiques,  les  moments  d'inertie,  d'une  manière  géné- 
rale toutes  les  intégrales  de  la  forme  : 


if 


dx. 


169.  Mesure  mécanique  des  moments  statiques  et  des 
moments  d'inertie. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  passer  ce  paragraphe;  il  y  reviendra 
avec  plus  de  profit  lorsqu'il  connaîtra  la  définition  des  intégrales 
doubles  (j5§  306  et  suivants). 

i°.  —  En  définitive,  il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  la  rota- 
tion de  la  roulette,  pendant  que  la  pointe  mousse  décrit  dans  le  même 
sens  tous  les  petits  parallélogrammes  curvilignes,  est  : 


/Ji=^...,=-,LjJ...,, 


en  vertu  de  la  relation  : 

y  =z  b  sin  'h , 


dy  =zh  cos  ^  .  d'b. 


On  a  le  même  résultat  en  ne  décrivant  que  le  pourtour  extérieur, 
car  les  chemins  intérieurs  sont  parcourus  deux  fois  en  sens 
inverses. 

j^°.  —  Supposons  maintenant  que  la   roulette   R  soit   montée  sur 
une   tige  qui  tourne  autour 
du  point  A  et  fait  avec  Ox 
un    angle    y   lié  mécanique- 
ment à  l'angle  'b  (fig.  138). 

Le  raisonnement  ^°  du 
paragraphe  précédent  nous 
apprend  que  la  rotation  de 
la  roulette  pour  le  parcours 
BGG,B,B  est  : 

7  ^0^7       7         7 

doL  = dx  dy . 

« 

Il   faut   en    effet    projeter 

le  déplacement   élémentaire 

BBi  non  plus  sur  AB,  mais  sur  le  prolongement  de  AR. 

Quand  la  pointe  décrit  le  pourtour  extérieur  de  l'aire ,  la  rotation 
totale  de  la  roulette  est  : 


Fig.  138. 


—     //   dx  .  C0& y  dy=:. -y   j  1    dxd{smy)=—    I 


Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse. 


sin  y  .  dx. 
44 
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S".  —  Au  moyen  d'engrenages  faciles  à  imaginer,  établissons  entre  y 
et  >l)  l'une  des  relations  : 

■/  =  'i.       y.  =  ^  +  ï-'       -/^^'i. 

La  première  relation   nous  ramène  au  paragraphe  précédent  :   la 
rotation  aj  de  la  roulette  mesure  Taire  S. 
La  seconde  donne  : 

sin  y  =^  sin  (  2'|  -|-  Y  j  =  cos  2'}  =  1  —  2  sin"»}  ; 

La  première  intégrale  est  nulle  pour  un  parcours  fermé  (§  lo4); 
il  reste  donc  (au  signe  près)  : 

4M  =  //raa. 

La  troisième  relation  donne  (§  226)  : 

sin  y  =  sin  3'J/  =  3  sin  6  —  4  sin^  6  ; 


^^=-17^  J  y^''-4rj  .'^'^^-^ 


3S  _j^[ 


b-r  b^r 

D'où   :         S  =  />/'a, ,         M  =  —r-  a. ,         I    -  —r.y  {'^^i  —  «s) • 

4^".  —  On  démontre  aisément  que  les  résultats  sont  les  mêmes 
quand  l'axe  AR  ne  passe  pas  par  le  point  A ,  mais  coupe  l'axe  Ox 
à  une  distance  de  A  fonction  seulement  de  'b  et  ne  dépendant  pas  de  x. 
Peu  importent  en  etfet  les  rotations  (juaiul  .r  est  constant  et  '}  variable, 
puisqu'elles  sont  toujours  égales  et  de  signes  contraires  pour  chacun 
des  parallélogrammes  élémentaires,  et  se  détruisent  dans  la  somme. 
Quand  .r  varie,  seule  l'inclinaison  de  l'axe  de  la  roulette  intervient 
sur  sa  rotation;  sa  position  par  rapport  au  point  A  est  inditlerente , 
pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  modifiée  par  une  variation  de  x. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  les  dispositifs  mécaniques,  parce  que, 
très  simples  à  comprendre  l'appareil  en  main,  ils  le  sont  beaucoup 
moins  sur  des  figures. 

170.  Intégraphe  Boys. 
Aucun  exercice  n'est  plus  capable  de  montrer  en  quoi  consiste  une 
intégration  que  l'étude   des  inté(jraphes,   c'est-à-dire   des  appareils 
destinés  à  tracer  mécaniquement  la  courbe  : 

Y  =  S{^)  =  ff{x)dT,  (1) 

à  partir  de  la  courbe     /y  =f[x),     donnée  graphiquement. 
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Nous  choisissons,  pour  le  décrire,  le  plus  simple  et  lun  des  plus 
ingénieux,  dû  à  Boys  (%.  139). 

/'.  —  Soit  XX  une  règle  parallèle  à  Taxe  Ox.  Faisons  glisser  des- 
sus une  pièce  D ,  dont  le  point  A  décrit  l'axe  0.^.  Autour  du  point  A 
tourne  la  tige  AB.  Sur  AB  glisse  la  pointe  mousse  P,  qu'on  appuie 
toujours  le  long  du  bord  CE  parallèle  à  Oy  et  avec  laquelle  on  suit 
la  courbe  à  intégrer.  On  a  : 


tga  = 


PC 


y   _  f{^) 


AC        AC 


AC 


Donc  tga  est  proportionnelle  à  lordonnée  y,  puisque  AC  est  cons- 
tant. 

^°.  —  De  l'équation  (1)  nous  tirons  : 

dY  ^  dSjx) 
dx  dx 


f{x)  =  AC  .  tga. 


Yzr=S(ii7),     dont  la  pente  soit  pro- 


II  faut  donc  tracer  une  courbe 
portionnelle  à  tga,  égale 
à   tg  CL,    si    nous   prenons 
AG  pour  unité. 

Imaginons  un  mobile  T 
automatiquement  main- 
tenu sur  la  même  abscisse 
que  le  point  P  et  lié  à 
la  tige  AB  de  manière 
que  la  direction  de  son 
mouvement  soit  toujours 
parallèle  à  cette  tige.  Il 
décrira  la  courbe  intégrale 
cherchée. 

S"".  —  Pour  assurer  la 
condition  géométrique  ci- 
dessus  imposée,  on  uti- 
lise une  roulette  dont  le  plan  est  normal  au  papier.  Quand  elle  est 
suffisamment  appuyée  sur  le  papier,  elle  se  déplace  toujours  dans 
la  direction  de  son  plan;  le  frottement  empêche  le  déplacement 
transversal.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  obtenir  mécaniquement  que 
le  plan  de  la  roulette  reste  parallèle  à  AB,  le  point  de  contact  avec 
le  papier  se  projetant  en  T. 

4°.  —  Voici  le  dispositif  employé  (fig.  140).  Le  système  SjSa  est  cons- 
titué par  deux  lames  articulées  qui  laissent  le  point  T  se  déplacer  libre- 
ment dans  sa  glissière.  Les  lames  portent  normalement  les  axes 
de  trois  poulies  égales;  la  poulie  P^  est  invariablement  liée  à  la 
tige  AB;  Pg  est  liée  à  la  roulette  (voir  la  petite  figure  140);  enfin  Pg, 
autour   de   l'axe    de  laquelle   tournent   S^    et    Sa,    sert   de  poulie   de 


Fig.  139. 
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renvoi  pour  les  fils  F.  On  ne  peut  donc  modifier  la  direction  de 
AB  sans  faire  tourner  simultanément  du  même  angle  les  trois  pou- 
lies. Si,  pour   une  position   de  AB,  le  plan  de  la  roulette  R  lui  est 

parallèle,  il  lui  reste  indéfiniment  pa- 
rallèle. 

En  définitive,  l'expérience  consiste 
à  faire  glisser  D  le  long  de  XX,  en 
maintenant  la  pointe  mousse  P  à  la  fois 
contre  CE  et  sur  la  courbe  à  intégrer. 
La  roulette  R,  dont  le  plan  est  toujours 
parallèle  à  AB,  décrit  automatiquement 
la    courbe   intégrale. 

Re  MA  RÔLE. 

Il  est  possible  de  construire  des  in- 
tocfraphcs:  il  est  impossible  de  cons- 
truire des  dérivateurs.  Pour  intégrer, 
on  part  de  la  grandeur  des  ordonnées 
d'une  courbe  pour  conclure  la  pente 
dune  autre  courbe;  l'expérience  montre 
(jue  les  inévitables  zigzags  que  l'on  pro- 
duit autour  de  la  courbe  à  intégrer,  ne 
suppriment  pas  la  régularité  de  la  courbe 
intégrale. 

Pour  dériver,  au  contraire ,  on  part 
do  la  pente  d'une  courbe  pour  con- 
clure l'ordonnée  d'une  autre  courbe. 
Les  inévitables  zigzags  autour  de  la 
cour])e  intégrale  se  traduiraient  par  des 
variations  formidables  des  ordonnées 
de  la  courbe  dérivée.  D'où  l'impossibilité  d'un  appareil  mécanique  qui 
ne  soit  pas  illusoire,  d'où  la  dilficulté  de  déterminer  graphiquement 
la  pente  d'une  courbe  (§  19). 


Fig.  140. 
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FONCTIONS  DEFINIES  PAR  LEURS  DERIVEES  [suite] 


Intégrales  de  Fresnel. 

171.  Définition  des  fonctions  G  et  F. 

Nous  allons  étudier  un  premier  exemple  de  fonctions  définies  par 


Fig.  141. 

les  aires   limitées  au  moyen   de  courbes   relativement  simples;  leur 
importance  est  capitale  en  Physique. 

Les  fonctions  dites  de  Fresnel  sont  définies  par  les  intégrales  : 

r    T.v^  r  •  ^^^ . 

Gr=    /     cos-y-c/?;,         ^—    I     ^lu -^-aî^'. 
Construisons  d'abord  les  courbes  (fig.  141)  : 


y  =  cos  -^ 


sin 


2    • 
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Le  tracé  point  par  point  ne  présente  aucune  difficulté,  puisque 
nous  possédons  des  tables  des  sinus  et  des  cosinus.  Nous  pouvons 
immédiatement  déterminer  les  points  remarquables,  maximums, 
minimums  et  zéros.  Ils  correspondent  aux  valeurs  de  v  pour  les- 
quelles r-  est  égal  à     1,  2,  3,  4,  ...;     d'où  : 

î;=  1,000,       i,414,       1,732,       2,000,       2,236,       2,449,... 

Les  deux  courbes  se  coupent  quand  on  a  : 

cos  —^  =r  sm    2    j         tg  ■  2^  =  1  • 
La  valeur  de  v-  est  donc  égale  à  2A-|-0,d  : 

t;=:0,707,         1,581,         2,121,         2,549,  ... 

^*'.  —  Ce  premier  travail  effectué,  nous  avons  une  idée  nette  de 
l'allure  des  fonctions  G  et  F  (fig.   142). 

Les   courbes   //    (fig.    141)    forment    des   boucles    dont  les   aires, 


Fig.  142. 


alternativement  positives  et  négatives,  vont  en  décroissant.  Donc, 
quand  la  limite  supérieure  d'intégration  varie  de  O  à  oc,  les  intégrales 
F^',  G*  (fig.  142)  sont  toujours  positives,  alternativement  crois- 
santes et  décroissantes. 

Leurs  maximums  et  minimums  correspondent  aux  points  d'inter- 
section des  courbes  ;/  avec  0.r  (§  153). 

Les  maximums  et  minimums  de  G^  sont  donnés  par  la  condition  : 


dv  —  "' 


T.V- 

COS— s-  =  0. 


i=\2k-\-i  . 
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Les  maximums  et  minimums  de  F'^  sont  donnés  par  la  condition  : 

r/F  .     T,v-  

-y7  =  0,  sin-^  =  0,  v  =  \2k  , 

Pour  v  =  0,  les  deux  courbes  F  et  G  partent  de  l'origine,  mais 
non  de  la  même  manière.  L'ordonnée  y  =  cos  [r.v- [  2)  conserve 
une  valeur  voisine  de  1  pour  des  valeurs  notables  de  v.  Son  aire, 
mesurée  entre  l'ordonnée  à  l'origine  et  une  ordonnée  variable,  est 
donc  très  sensiblement  proportionnelle  à  v.  Donc  la  courbe  G  est 
presque  rectiligne  au  départ  de  l'origine. 

La  courbe  F  est  au  contraire  tangente  à  Taxe  des  abscisses. 

A  mesure  que  v  croît,  les  aires  alternativement  positives  et  néga- 
tives des  courbes  y  deviennent  de  plus  en  plus  petites.  Les  intégrales 
G  et  F  oscillent  toutes  deux  autour  d'une  droite  D  dont  elles  se  rap- 
prochent indéfiniment.  L'ordonnée  de  cette  droite  est  0,o  (§  309). 

S"^'  —  Présentons  ici  une  remarque  capitale. 

Bien  que  les  courbes  G  et  F  se  rapprochent  indéfiniment  de  la 
droite  D ,  celle-ci  n'est  pas  une  asymptote  ;  les  courbes  G  et  F  ne  lui 
deviennent  jamais  identiquement  parallèles.  Pour  des  valeurs  très 
grandes  de  t\  elles  font  de  part  et  d'autre  de  D  des  oscillations  dont 
les  amplitudes  sont  très  petites,  mais  dont  les  zéros  sont  eux-mêmes 
extrêmement  rapprochés;  les  pentes  des  tangentes  aux  deux  courbes, 
pentes  mesurées  par  les  quotients  : 

dG  r,v^-  dV  .      r.v^ 


cos— Ti— ,  — ; —  =  sin 


dv  — """    2    '  dv  — ^"^    2    ' 

n'en  continuent  pas  moins  à  osciller  entre  les  limites  ■±:_  l. 

De  sorte  que  nous  avons  deux  courbes  qui  se  confondent  aussi 
exactement  que  nous  le  voulons  avec  une  droite,  et  qui  cependant 
n'admettent  pas  cette  droite  pour  tangente.  A  quelqu'un  qui  ne  serait 
pas  prévenu  et  observerait  les  courbes  pour  des  abscisses  grandes ,  elles 
donneraient  l'image  de  fonctions  continues  n'admettant  pas  de  dérivée. 

A  la  vérité  elles  en  admettent,  mais  dont  les  variations  sont  extrê- 
mement rapides. 

172.  Calcul  des  fonctions  G  et  F. 

La  méthode  de  Simpson  (§  166)  revient  à  substituer  à  la  courbe 
des  arcs  de  parabole.  Elle  rentre  dans  la  méthode  plus  générale  qui 
consiste  à  remplacer  un  arc  de  la  courbe  à  intégrer  par  un  arc  d  une 
autre  courbe  pour  laquelle  l'intégration  s'effectue  au  moyen  de 
fonctions  dont  on  possède  des  tables.  Dans  le  cas  présent,  il  est  tout 
indiqué  d'essayer  des  arcs  de  sinusoïdes,  que  nous  superposerons  le 
et   le   plus   simplement  possible   aux   arcs  des  courbes  de  la 


mieux 
fig.   141 

Soit  à  calculer  :  /  cos-^-dv. 


r 
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OÙ  H  est  une  quantité  constante  quelconque ,  2a  une  quantité  suffi- 
samment petite. 

/".  —  Posons  :  v=^a-\-u. 

Quand  v  varie  de  a  à     a-|-2jc,      u  varie  de  0  à  2a.  Donc  : 
cos^V-c?t^=    /       cos  ^  (a -\-  iiy  du 

/2a  ^ 

COS  y{3-4"^^")  ^"' 

puisque  /)ar  hypothèse  or,  par  suite  u-  qui  lui  est  toujours  inférieur, 
sont  des  quantités  assez  petites  pour  être  négligeables  devant  a-. 
L'intégration  est  maintenant  possible  avec  des  sinus  : 

/*'"         -  fi'/  T' 

/        cos-^[a"--{-2au)du=^\^s\n2\^'^-\-^^^)\     , 

cos  "2    ^^^'  =  ^a    ^^^  T  (^'"  +  ^^^^  ""  ^^"  ^      ' 


On  trouverait  de  même  : 


pa  +  2a^      /"         'sin-f  ^t^rzr-  J^    |  COS  |- (a' +  4aa)  —  COS  ^J . 

Si  donc  on  connaît  les  valeurs  G^  et  F",  on  peut  calculer  les 
valeurs  voisines  : 

^".  —  La  méthode  précédente  de  calcul  a  l'inconvénient  que  la 
valeur  do  l'élément  d'intégrale  n'est  exacte  qu'à  l'une  des  extrémités 
de  l'intervalle,  pour  î;=:a,    ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour    u  =  0. 

On  obtient  une  meilleure  approximation  en  posant  : 

v  =  a-\-  a-f-  u. 

La  variable  u  varie  maintenant  entre     —  7.  et  -|-  a. 
Un  calcul  identique  au  précédent  donne  : 

g:  -^  "  =  ^  ,)  [sin  I-  [(a  +  .)^  +  2  (a  +  a).]]  ^  ; . 

=  -Z(^[J^  [si^  i  (a  +  ^)  (a  +  •^^)  —  sin  |-  (a  +  3c)  (a  —  x)J 
On  trouve  de  même  : 

Fr'^  =  -~^^j[cos^(a+,)(a  +  3.)-cos-|-(a  +  ..)(a-:<)]- 
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Nous  insistons  sur  ce  calcul  parce  qu'on  procède  toujours  d'une 
manière  analogue  pour  calculer  approximativement  une  intégrale  au 
moyen  de  fonctions  dont  on  possède  des  tables. 

173.  Table  des  intégrales  de  Fresnel. 


-/ 


cos    2    ^^5 


F  et  G  sont  multipliés  par  10'*. 


-/ 


IZV' 


F  =:    /      sin  -^  dv. 


F 


0,0 

0 

0 

2,5 

4574 

6192 

0,1 

1100 

5 

2,6 

3889 

5500 

0,2 

1999 

42 

2,7 

3926 

4529 

0,3 

2994 

141 

2,8 

4675 

3915 

0,4 

3975 

334 

2,9 

5624 

4102 

0,5 

4923 

647 

3,0 

6057 

4963 

0,6 

5811 

1105 

3,1 

5616 

5818 

0,7 

6597 

1721 

3,2 

4663 

5933 

0,8 

7230 

2493 

3,3 

4057 

5193 

0,9 

76i8 

3398 

3,4 

4385 

4297 

1,0 

7799 

4383 

3,5 

5326 

4153 

1,1 

7638 

5365 

3,6 

5880 

4923 

1,2 

7154 

6234 

3,7 

5419 

5750 

1,3 

6386 

6863 

3,8 

4481 

5656 

1,4 

5431 

7135 

3,9 

4223 

4752 

1,5 

4453 

6975 

4,0 

4984 

4205 

1,6 

3655 

6386 

4,1 

5737 

4758 

1,7 

3238 

5492 

4,2 

5417 

5632 

1,8 

3363 

4509 

4,3 

4494 

5540 

1,9 

3945 

3734 

4,4 

4383 

4623 

2,0 

4883 

3434 

4,5 

5257 

4342 

2,1 

5814 

3743 

4,6 

5672 

5162 

2,2 

6362 

4556 

4,7 

4914 

5669 

2,3 

6268 

5525 

4,8 

4338 

4968 

2,4 

5550 

6197 

4,9 

5002 

4351 
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Aires  en  coordonnées  polaires  ;  loi  des  aires. 

174.  Différentielle  d'un  secteur. 

Reprenons  la  figure  60.  Les  aires  des  surfaces  OAD  et  ADB  ne 
s'annulent  pas  de  la  même  manière  quand  c/6  tend  vers  0.  Le  sec- 
teur 0AD=:rV/6  :  2,  ne  contient  qu'une  quantité  infiniment 
petite  en  facteur.  L'aire  du  triangle  ADB  est  à  la  limite  le  produit 
rd^dr  ;  2,  qui  contient  en  facteurs  deux  quantités  infiniment  petites. 
Elle  est  négligeable  devant  la  première.  On  a  donc  : 

dS=rhI()  :  2. 

Cherchons  l'expression  de  dS  en  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires. Prenons  la  droite  O.r  de  référence  pour  axe  des  abscisses. 
On  a  : 

.T  =  rcosO,         //=:rsinO; 

dx=  —  r  sin  0  dO  -|-  cos  ()dr,         dtj  =  r  cos  0  </0  -f"  sin  6  dr  ; 

2dS  =  r-d()  =  jrdy  —  yd.r. 

175.  Loi  des  aires. 

L'expression  de  Taire  en  coordonnées  polaires  tire  son  importance 
du  fait  suivant  :  lorsqu'un  point  A  est  attiré  par  un  centre  fixe  0 
suivant  une  loi  quelconque,  il  décrit  une  courbe  plane  dont  le  plan 
contient  le  point  O,  ce  qui  est  évident  par  raison  de  symétrie.  Le 
rayon  vecteur  OA,  qui  joint  le  point  au  centre  d'attraction,  balaye 
des  aires  proportionnelles  aux  temps  mis  à  les  balayer,  ce  qui 
résulte  des  principes  de  la  Dynamique. 

Cette  loi  des  aires  se  traduit  par  l'équation  : 

r^-dO  =  2Cdt,  (1) 

où  dt  est  la  dilîérontielle  du  temps,  C  une  constante. 

Le  problème  mécanique  consiste  à  déterminer  la  trajectoire,  non 
pas  sous  la  forme  /'(r,0)  =  0,  d'une  fonction  des  coordonnées  (ce 
qui  spécifierait  uniquement  sa  nature  géométrique),  mais  sous  la 
forme  : 

r  =  /•,(/),  0  =  /,(/), 

OU  sous  la  forme  équivalente  : 

x  =  \u{t),        y  =  \\{t), 

où  t  est  le  temps.  L'équation  (1)  n'est  pas  suflisante  pour  résoudre  le 
problème;  on  doit  lui  adjoindre  une  autre  condition  qui  exprime  la 
loi  particulière  d'attraction.  En  d'autres  termes,  il  s'agit  de  détermi- 
ner à  la  fois  la  trajectoire  et  la  loi  suivant  laquelle  elle  est  par- 
courue. 
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Notre  but  actuel  est  tout  géométrique.  Nous  nous  donnerons  donc 
le  centre  d'attraction  et  la  trajectoire;  nous  chercherons  comment 
cette  trajectoire  doit  être  parcourue  pour  que  la  loi  des  aires  soit 
satisfaite. 

176.  La  trajectoire  est  une  ellipse;  l'origine  des  coor- 
données (centre  d'attraction)  est  au  centre  de  symétrie  de 
Tellipse. 

Prenons  l'ellipse  sous  la  forme  : 

x  =  a  cos  u ,  y  =  bsinu\ 

u  est  une  certaine  fonction  du  temps  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
On  a  :  dx^=  —  asinudu,  dy  =  b  cos  u  du; 

xdy  —  ydx  =  ah  (cos-  u  -f-  sin^  u)  du:=^ab  .  du. 

Si  les  aires  balayées  sont  proportionnelles  aux  temps  employés,  on 
doit  écrire  : 

abdu  =  Cdt,  abu  =  Ct^ 

en  posant  u  =  0,  pour  ^  =  0.  La  période  T  est  donnée  par  la 
condition  que  pendant  le  temps  T  le  mobile  accomplisse  un  tour 
entier;  autrement  dit,  que  la  variation  2-  pour  u  corresponde  à  la 
variation  T  pour  i.  D'où  la  condition  : 

27:ab  =  CT,         C=:2'ab:T,  u  =  27:t:T. 

L'angle  auxiliaire  u  doit  donc  varier  proportionnellement  au  temps; 
le  facteur  de  proportionnalité  est     2t.  :  T,     où  T  est  la  période. 

C'est  précisément  ce  que  nous  avons  admis  aux  §§  114  et  suivants; 
en  effet,  l'hypothèse  fondamentale  en  Optique  et  en  Electricité  est  que 
tout  se  passe  comme  si  les  points  mobiles  étaient  attirés  par  des 
centres  fixes  proportionnellement  à  l'écart  avec  la  position  d'équilibre 
(élongation). 

177.  La  trajectoire  est  une  conique;  l'origine  des  coor- 
données (centre  d'attraction)  est  l'un  des  foyers. 

1"  —  Prenons  la  conique  sous  la  forme  (§109)  : 

a(l— g^) 
i  -{~e  cos  6  ' 
Pour  l'ellipse,  on  a    e<l;     pour  l'hyperbole,    e>l.    Enfin  pour  la 
parabole,    e=[;     comme     a(i — e^)     doit  rester  fini,  nous  le  pose- 
rons égal  à  p. 

La  loi  des  aires  s'exprime  donc  dans  tous  les  cas  par  la  condition  : 

(T+S3reF  =  ^'^''  (*) 

OÙ  A  est  une  constante.  Cette  équation  définit  la  loi  suivant  laquelle 
tourne  le  rayon  vecteur.  Nous  pousserons  les  calculs  à  bout  pour 
l'ellipse  et  la  parabole. 
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!2°.  —  Pakabole. 

On  vérifiera  que  la  relation  (2)  redonne  (1)  par  différentiation  : 


1)'     ^=^['^i^h^'il  (2) 


en  se  rappelant  que  :        1  -|-  ces  0  =  2  cos-  -^  • 

Pour  ^  =  0 ,  on  a  0  =  0;  on  suppose  donc  que  le  mobile  passe 
au  sommet  de  la  parabole  à  l'origine  des  temps.  Dans  l'hypothèse 
contraire,  il  faut  remplacer  t  par  t  —  Ûq;  /<,  représente  l'époque  du 
passage  au  sommet  de  la  parabole. 

,3°.  —  Ellipse. 

Les  calculs  sont  un  peu  plus  longs.  On  ne  trouve  de  résultat 
simple  qu'en  utilisant  l'angle  u  comme  auxiliaire.  11  faut  donc  com- 
mencer par  relier  u  et  6. 

On  a  dans  la  ligure  82  : 

Oy  =  OF4"T^'         acos  ti  ==rcos6 -)-c. 

On  a  (^  109)  :  r  =  a{\  —ecosu). 

,.,    ,  cos  ti  —  e  ,  cos  f/  —  e 

D  ou  :       cosO=:-j      ,        0  =  arc  cos -7-       . 

1  —  e  cos  u  '  1  —  e  cos  u 

Ceci  posé,  des  calculs  sans  dilliculté  permettent  d'exprimer  (l)  en 
fonction  de  u. 

On  calculera  d'abord  1  -|-ecosO,  ce  qui  est  immédiat.  On  calcu- 
lera (/O  en  dilFérentiant  l'arc  cosinus  (5:}  56).  On  trouvera  aisé- 
ment : 

u e  S\l\  u  =::  iùt .  (3) 

Ainsi  u  n'est  plus  proportionnel  au  temps;  il  varie  d'une  manière 
plus  compliquée. 

La  formule  (3)  est  fondamentale  en  Astronomie.  Les  planètes 
se  déplacent  sur  leur  trajectoire  de  manière  que  le  rayon  vecteur 
qui  les  joint  au  foyer ,  balaye  des  aires  proportionnelles  aux 
temps. 

Gomme  les  ellipses  décrites  sont  très  voisines  du  cercle,  l'excentri- 


cité :  e  =  c  \  a:=^  \la-  —  A*  ;  a , 

est  très  petite;  peu  s'en  faut  que  u  ne  varie  proportionnellement  aux 
temps. 

La  formule  (2)  sert  à  calculer  le  déplacement  des  comètes  sur  leurs 
trajectoires. 
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Équations  naturelles  et  intrinsèques  des  courbes  planes. 


178.  Équations  naturelles  des  courbes  planes. 

/°.  —  Les  courbes  sont  données  par  leurs  équations  naturelles 
quand  les  coordonnées  des  points  sont  exprimées,  en  fonction  d'une 
variable  auxiliaire  u,  par  les  intégrales  : 


p  cos  u  du, 


y—yo 


/     p  sin  u 


du.       (1 


p  est  une  fonction  de  u.  Pour     u==Uq,     on  a  le  point  A  (fig.  143) 
de  coordonnées     x  =  Xq,     y=yQ. 

Voici  la  raison  du  nom  de  ces  équations. 
Différentions-les  ;  on  a  (§  153)  : 

dx  =  p  cos  u  du,         dy  =  p  sin  u  du  ; 

flq^i  . 

~^  =  i^u,  ds  =  yjdx^  +  dy^  =  p  du. 

Il  résulte  de  là  que  u  est  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec 
l'axe  Ox  ;  p  est  son  rayon  de 
courbure  ;  ds  son  élément  d'arc. 
Par  suite,  les  coordonnées  x,  y, 
d'un  point  sont  exprimées  en 
fopction  des  propriétés  fonda- 
mentales de  la  courbe  au  voi- 
sinage de  ce  point. 

i^**.  —  En  efPet,  prenons  l'arc  s 
comme  variable  indépendante 
et  donnons-nous  la  fonction  : 

(2). 


La    courbe   peut    être    cons-  Pig  443 

truite    de    proche    en   proche. 

Parvenus  en  un  point  B,  connaissant  par  conséquent  la  valeur  de  s 
et  la  direction  actuelle  de  la  courbe,  nous  calculerons  le  rayon 
de  courbure  et  déterminerons  le  centre  de  courbure.  Nous  trace- 
rons un  élément  d'arc  ds  avec  ce  point  comme  centre.  Nous  com- 
mencerons les  opérations  pour  la  valeur  s-]^ds  de  la  variable,...  et 
ainsi  de  suite. 

La  courbe  est  donc  construite  indépendamment  de  tout  système 
particulier  d'axes  de  coordonnées,  grâce  à  la  connaissance  seule  de 
ses  propriétés  intrinsèques.  Mais  une  fois  construite,  nous  sommes 
évidemment  libres  de  la  rapporter  à  deux  axes  rectangulaires,  dont 
la  position  et  l'orientation  sont  arbitraires  dans  le  plan. 
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C'est    alors    qu'intervient    la    variable    auxiliaire    u,    définie     par 
l'équation  : 


cls 


1  i      ds  /     ds 


(3) 


La  fonction     u  =  ¥{s),     une  fois  connue,  les  relations  (1)  donnent 

les  valeurs  des  coordonnées 
X  et  y  en  fonction  de  u  et 
par   conséquent  de  s. 

La  constante  arbitraire  ii^ 
correspond  à  l'orientation  ar- 
bitraire des  axes  ;  les  cons- 
tantes .To  et  î/o  correspondent 
à  la  position  arbitraire  de 
l'origine  des  coordonnées. 

;j».  —  Le  cas  le  plus 
simple  est  celui  où  p  est  cons- 
tant. 

L'intégration  est  immé- 
diate : 


X  —  -^0==^  p(sm  u 


sm  Wo)» 
î/  —  Yo  z=  —  c(cos  u  —  cos  Uo). 
Nous  pouvons  écrire  : 

{x  —  Xo  -|-  p  sin  Uo)-  +  {y  —  .Vo  —  p  cos  UoY  ~  p*, 
qui  est  bien  l'équation  d'un  cercle. 

On  vérifie  aisément  les  équations  (1)  sur  la  figure  144. 


w 


Soit    A    le  point   de   coordonnées     Xq^  i/q^ 


w, 


soit  B   le   point  de 


coordonnées     x,  ij^  u.     On  a  : 

X  —  Xo=  LG  =  KG  —  KE  =  p  sin  ti  —  p  sin  Uo, 

y  —  y^  z=  Tu  =  TL  —  DL  =  p  cos  Uo  —  f  ^^^  "• 

179.  Développante  de  cercle. 
Nous  pouvons  mettre  ses  équations  sous  la  forme  (§  99)  : 

X  =  R  cos  u  -f-  R"  sin  u  1=  R  -(-  /    B.u  cos  u  du, 

y  =z  R  sin  u  —  Ru  cos  u  =  j    Ru  sin  u  du. 

€,0 

R  est  le  rayon  du  cercle.  11  résulte  de  là  que  le  rayon  de  courbure 
de  la  développée  est  p  =  Ru.  Il  est  proportionnel  à  l'arc  AD 
(fîg.  77)  comme  il  résulte  de  la  définition  même  de  la  développante. 
L'angle  que  nous  appelons  ici  u  est  l'angle  0  de  la  figure  77. 

L'élément  d'arc  a  pour  expression  :     ds  =  l{udu. 

Intégrant,  il  vient  :  25  =  Ru-. 
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Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  arbitraire,  puisqu'on  doit  avoir 
s  =  0  pour  u=:0.  Ainsi  l'arc  de  développante  est  proportionnel 
au  carré  de  l'angle   que  fait  la  tangente  avec  la  droite  de  référence. 

180.  Radioïde  aux  arcs;  spirale  de  Cornu. 

Le  système  de  coordonnées  que  nous  étudions,  s'impose  quand  on 
définit  la  courbe  par  une  relation  entre  le  rayon  de  courbure  p  et  l'arc  s. 

/".  —  Par  exemple,  nous  voulons  une  courbe  dont  la  courbure 
1  ;  p  en  un  point  soit  proportionnelle  à  la  distance  s  de  ce  point  à  un 
point  0  pris  pour  origine  des  arcs,  distance  comptée  sur  la  courbe. 
Je  dis  qu'on  a  : 


X 


cos  ^  v^ 


.  dv,       y 


-/--- 


(1) 


En  effet,  mettons  sous  la  forme  normale.  11  faut  poser  : 


izv 


''  =  2u 


cosu  du 


y 


TZV 


sinu  du. 


Donc  le  rayon  de  courbure  et  l'arc  ont  pour  expressions  : 
;  ds=:i  ^  du  =  adv,         s  =  av. 


?="■ 


D'où  enfin 


1 


«, 


ce  qui  est  la  condition  exigée. 


La  courbe  cherchée 
est  donc  définie  par  les 
intégrales    de    Fresnel 

(§  ni)  : 

x  =  aGl  y  =  ^K 
^°.  —  Nous  la  cons- 
truirons aisément  point 
par  point  au  moyen  de 
la  table  du  §173.  C'est 
une  spirale  représentée 
dans  la  figure  145  ;  elle 
est  employée  dans 
l'étude  de  la  diffraction 
et  dans  celle  des  rac- 
cordements. Son  rayon 
de  courbure  est  infini 
à  l'origine  ;  il  diminue 
progressivement  et  tend 
vers  0  en  s'approchant 
des  points  asymptoliques 


Fig.  145. 

J  et  J',     dont  les  coordonnées  sont  (§  309)  : 

ic=:î/  =  ±0,5a. 
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Il   est  facile   de   montrer   qu'une    spire   se   confond   d'autant  plus 
approximativement  avec  un  cercle  que  s  ou  y  sont  plus  grands. 
On  a  en  effet  : 

(/p  ds 

y— """r- 

Or,  à  mesure  que  s  croît,  une  spire  correspond  à  une  valeur  de  As 

de  plus  en  plus  petite  ;  le  rayon 
de  courbure  le  long  d'une 
spire  reste  constant  de  plus 
en  plus  rigoureusement.  Par 
suite,  la  spire  se  confond  de 
mieux  en  mieux  avec  un 
cercle. 

La  figure  suppose  a  r=  1 . 
On  a  inscrit  sur  la  courbe 
la  valeur  de  s,  ou  de  v  qui  lui 
est  égale. 

Considérons  un  arc  Pj  P.^ 
de  la  spirale  dont  les  points 

Fig.  14C.  .     .       ^  1       »   .    j 

extrêmes  correspondent  a  des 
valeurs    i;,    et    v.,    de    la     variable  v    (fig.   146). 

On  a  par  définition  : 

OÂ  =  g;*,       oii  =  g;%       âb  =  g:;. 

De  même  :      ÔC  =  F:* ,  ÔÔ  =  F;%  CD  =  F;.;, 

D'où  :  ^rd^X=(F;;:)'+(G^;)^ 


Rectification  ti«»s  courix's  planes, 
intégrales  elliptiiiues. 


181.  Rectification  des  courbes. 
Rectifier  une  courbe,  c'est  chercher  la  longueur  d'un  arc  de  cette 
courbe.    Nous    avons   démontré,   au    §   76.  que   l'élément    d'arc    ds 
s'exprime  en  fonction  des  accroissements  infiniment  petits    dx,  dy, 
par  la  relation  : 


ds^  =  dx~-\-dy^,  ds  =  dx 

Le  radical  est  une  certaine  fonction  de  x 


v'+m 


f[x)dx. 


f(x)^  connue  par  hypo- 
thèse puisque  la  pente  est  connue.  Il  représente  l'inverse  du  cosinus 
de  l'angle  a  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  (fig.  58). 

On  a  évidemment  :         dx  =  ds  cos  ol. 
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Pour  trouver  l'arc  de  courbe  compris  entre  deux  abscisses    Xq  et  x, 
nous  sommes  donc  ramenés  à  effectuer  l'intégration  : 


Jxq 


182.  Curvimètre. 

Avant  d'aller  plus  loin,  disons  comment  on  mesure  expérimen- 
talement la  longueur  d'une  courbe,  opération  nécessaire  non  seule- 
ment dans  la  pratique,  mais  encore  pour  l'étudiant 
comme  vérification  de  ses  calculs. 

Le  curvimètre  est  constitué  par  une  roulette  fine- 
ment dentée  R  [mollette)^  dont  le  rayon  est  choisi 
de  manière  que  la  circonférence  vaille  50  millimètres. 
Le  pourtour  est  divisé  en  50  parties  (fig.  147) 


AK 


La  mesure  de   la   longueur   d'un   arc   de   courbe 


TT 


consiste  à  faire  rouler  dessus  la  roulette  et  à  déter- 
miner le  nombre  de  tours  et  la  fraction  de  tour  qui 
résultent  de  l'opération.  L'axe  de  la  roulette  est 
une  vis  le  long  de  laquelle  elle  s'avance,  pour 
chaque  tour,  de  la  longueur  du  pas.  Le  nombre 
entier  de  tours  est  donné  par  une  graduation  G 
dont  l'équidistance  est  égale  au  pas  de  la  vis.  La  pj^  ^^^ 

fraction  est  fournie  par  la  différence  des   numéros 
des    divisions    de  la    roulette    qui  se  trouvent  en  regard  de  la  gra- 
duation à  la  fin  et   au   commencement  de  l'opération.    Avec  un  peu 
d'habitude,   on  obtient  le  résultat  à  une  fraction  de  millimètre  près. 

183.  Arc    d'ellipse  ;   intégrale    elliptique   de  seconde 
espèce     £^(9). 

j".  —  Soit  à  évaluer  l'arc  d'ellipse  BD ,  compté  à  partir  du  point 
B  dans  le  sens  de  la  flèche  (fig.  148).  Prenons  pour  variable  auxiliaire 
l'angle  o  complément  de  l'anomalie  excentrique  définie  au  §  107. 


On  a  : 


1    ^L__l  . 


r  =  a  sin  o , 


y 


=  bcos 


ad(^\/ 


sin^ 


ds  =  doya.'^  cos'^  cp  -^  b''^  sm'-'  o  = 

Posons      (a-  —  j6-)  :  a^  =  k-  ;      k  est   l'excentricité   que   nous   dési- 
gnons par  la  lettre  c  au  §  107.  On  a  donc  : 

s  =  a  I    Y 1  —  k^  sin^  cp  d(^. 

^0^  —  L^  fonction   que  nous    rencontrons  ici,    s'appelle   intégrale 
elliptique  de  seconde  espèce.  On  pose  : 

'cp. 


P'V'l  —  ^'  sm''  9.  da^  =  E,.(9). 
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Fig.  1W. 


9  s'appelle  l'amplitude;  k  est  le  module  toujours  supposé  <1.  La 
fonction  E  qui,  pour  une  valeur  donnée  du  module,  est  une  fonction 
de  Tamplitude,  ne  s'exprime  pas  au  moyen  des  fonctions  usuelles  les 

plus  simples.  C'est  une 
nouvelle  fonction, d'im- 
portance capitale  dans 
toutes  les  parties  de  la 
Physique  et  de  la  Mé- 
canique. 

Quand     l'amplitude 
vaut   t:  :  2,    rinté^ale 
est    complète  ;    on    la 
désigne  par    E^.,   ou  E 
q\iand  il  n'y  a  pas  d'am- 
biguïté sur  le  module; 
aE^  représente  donc  le 
quart   de    la    circonfé- 
rence   elliptique    pour 
une    excentricité    k. 
Pour     /»=0,    l'ellipse    devient    un    cercle  ;    on    a   évidemment    : 
E=  1,5708,    le  quart  de  la  circonférence  du  cercle  de  rayon  a  valant 
Tza  :  2. 

Pour  A;=1,  l'ellipse  évanouissante  se  réduit  k  son  grand  axe; 
le  quart  de  la  circonférence  de  l'ellipse  est  donc  égal  à  a  ;  on  a  : 

On  écrit  souvent  : 

,»g  

k^  =  s'\n-j,  Eâ(o)=/    ^i — sin*  a  sin*  (p  t/<p. 

On  trouvera  plus  loin  les  tables  de   la  fonction  E. 

3'^.  —  La  représentation  géométrique  de  E  conduit  immédiatement 
aux  relations  suivantes,  dans  lesquelles  nous  omettons  d'écrire  le 
module  qui  reste  le  même  (comparer  au  5:$  160,  3"    : 

^{^+'?)  =  ^^'-^{j-9)'  E(::+9)  =  2E  +  E(,p), 

e(-^  +  ?)  =  4E-e(|--?),         E(27:  +  o)  =  4E  +  E(ç), 

Par  exemple ,  les  deux  premières  de  ces  relations  expriment  les 
égalités  évidentes  : 


BDAE  r=  BDAEB'  —  EB'  =  2  BDA  —  BD 


BDAB'G 

^t  ainsi  des  autres. 


BDAEB'  +  B'G  =  2  BDA  +  BD  ; 
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184.  Arc  d'hyperbole  ;  intégrale  elUptique  de  première 

Pour  calculer  un  arc  de  l'hyperbole,  repérons  ses  points  à  l'aide 
d  une  variable  auxiliaire  (p. 

Décrivons  le  cercle  de 
rayon  Ô A  =  a  ;  d  un 
point  G  défini  par  l'angle  (p, 
menons  une  tangente  à  ce 
cercle  ;  elle  coupe  Ox  en 
un  point  B  qui  définit  l'abs- 
cisse du  point  P. 


On  a 


x^ 
a- 


r 


1 


X 


y 


%9 


sin  o 
Posons  : 

a^  :  {a^ -\~  b^-)  =  k\ 

Pour  éviter  des  difficultés 
qui    apparaîtront    tout    à 


Fig.  149. 


l'heure,  comptons  l'arc  de  courbe  à  partir  du  point  A  dans  le  sens  de 
la   flèche  ;  s   est  nul  pour     o=j,     et  croît  quand  9   décroît. 
Ceci  posé,  on  trouve  aisément  : 

c?çp 


sm-' 


? 


sm''© 


Intégrons  par  parties 


J 


\/ 1  —  k'^  sin^  o 


do 


sin'^o 


158)  : 
-cotg(p\/l 


k-  sin^o 


^   /       cos^  o  d^ 
^  J    V  i  — ^sin^  0  ' 


cos^o 


1 


yi  —  A;2  sin^ 


=  irs/î- 


k"  sin^  o  — 


F- 


1 


o         "-  "^        Y^l  —  A^  sin^  o 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  pousser  le  calcul  plus  k  bout,  nous 
constatons  que  Tare  de  courbe  s'exprime  d'abord  au  moyen  d'un  terme 
qui  ne  contient  que  des  fonctions  circulaires,  ensuite  au  moyen  de 
l'intégrale  elliptique  de  seconde  espèce,  enfin  au  moyen  d'une  nou- 
velle fonction  que  nous  appellerons   intégrale  elliptique  de  première 


espèce 


Fa.(?) 


Jo        VI- 


do 


¥  sin^  (p 
Gomme  précédemment,  9  est  Vamplitude,  k  est  le  module. 
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185.  Intégrales  qui  se  ramènent  aux  intégrales  ellip- 
tiques de  première  et  de  seconde  espèces. 

II  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage  de  rechercher  systéma- 
tiquement quelles  sont  les  intégrales  dont  le  calcul  se  ramène  aux 
intégrales  elliptiques.  Nous  donnerons  seulement  les  plus  simples, 
celles  qu'on  rencontre  dans  les  applications. 

yo      r A^ ^  r ^2 . 

y,      \/(i—x^)(i—  kV)       y,      V 1  —  /f* sin^ 9  ' 


on  posera  :     .r-. 

r=sm  cp. 

^   £ 

V/(1+^ 

-)(1+/)^ 

r'-) 

on  posera  :     .n 

^tgo, 

]f-=\- 

-P"' 

^   / 

vV(l- 

(l.r 

.r)(l-A-^ 

-r)     ^ 

on  posera  :     x- 

=  sin-  0 

J.      ^/i  _  /c2  sin*  9   ' 


-  j         x^dx     y  ''  cos*9(/9 

2 

on  posera  :         A-=r=1  ;  2,         .r  =  coso. 

Nous  avons  vu  plus  haut  comment  on  ramène  cette  dernière  inté- 
grale aux  formes  canoniques. 

tf.  —  Pour  simplifier  les  intégrales  : 


J     Y^l— 2/ccos.;  +  /t*  J 


cos  '^  d<}^ 


y/l— 2A-COS6  +  A» 

on  posera  :  sin  (o  + -i^)  ^= /rsin  o. 

186.    Intégrales    elliptiques    considérées    comme   des 
aires. 

/".  —  Construisons  les  courbes  (fig.  150): 


y  =  y  1  —  A-  sin-  9  ,  c  =  1  ;  y/l  —  k^  sin*  9  , 

pour  dos  valeurs  diverses  de  A-.  A  toute  courbe  ?/,  correspond  une 
courbe  3  obtenue  en  prenant  pour  ordonnées  les  inverses  des  ordon- 
nées de  la  première.  En  effet,  pour  le  même  module  et  la  même  valeur 
de  9,  on  a  :     yz  =  \. 

Pour    /cr=0,    les  deux  courbes  se  réduisent  à  1  horizontale  d'ordon- 
née \. 
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Pour  l'autre  limite  k  =  i,  la  courbe  y  est  une  cosinusoïde  ; 
comme  le  radical  doit  toujours  être  pris  positivement,  Tare  de  cosi- 
nusoïde entre  TT  :  2  et  TT  est  remplacé  par  son  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  des  abscisses.  La  courbe  z  possède  une  asymptote  verti- 
cale pour    (p  =  7u  :  2,    puisqu'on  a  alors    y  =  0. 

Outre  les  précédentes,  la  figure  150  représente  les  courbes  y  et  z 
pour    k^  =  0,in    et    A:2  =  0,36. 

^''-  —  Les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèces 


Fig.  150. 

sont  les  aires  limitées  au  moyen  des  courbes  que  nous  venons  de 
construire,  au  moyen  des  axes  de  coordonnées,  enfin  d'une  ordonnée 
déterminée  par  la  limite  supérieure  (amplitude). 

Pour  les  intégrales  complètes,  cette  seconde  ordonnée  correspond  à 
t:  ;  2.  Si  /i  =  0,  les  intégrales  complètes  valent  l'une  et  l'autre 
le  rectangle  qui  a  l'unité  pour  hauteur,    t:  !  2    pour  base.  D'où  : 

Eo  =  Fo  =  -:2. 

L'intégration  est  possible  avec  les  fonctions  usuelles  pour  k=\  ; 
on  a  : 


E, 


/ 


-/ 


J(p 


coso.(/9=-sinç),  _         ,       ^^g^ 

Nous  aurons  l'occasion  de  revenir  sur  la  fonction    Fi   (§  213), 
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187.  Tables  des  intégrales  elliptiques  complètes. 


F^ 


y/l  —  sin*a  sm*(p 


en  fonction  de  Tangle  a  variant  par  degré  de  0  à  90". 


a 

F 

E 

Oo 

1  5708 

1  5708 

1 

5709 

5707 

2 

5713 

5703 

3 

5719 

5697 

4 

5727 

5689 

5o 

15738 

1  5678 

6 

5751 

5665 

7 

5767 

564!» 

8 

5785 

5632 

y 

5805 

5611 

10- 

1  5828 

1  5589 

1 

5854 

5564 

2 

5882 

5537 

3 

5913 

5507 

4 

594G 

5476 

150 

15981 

1  5442 

6 

6020 

5405 

7 

6061 

5367 

8 

6105 

5326 

9 

6151 

5283 

20o 

1  6200 

15238 

1 

6252 

5191 

2 

6307 

5141 

3 

6365 

5090 

4 

6426 

5037 

X 

F 

E 

250 

16490 

14981 

6 

6557 

4924 

7 

6627 

4864 

8 

6701 

4803 

9 

6777 

4740 

300 

16858 

1  4675 

1 

6941 

4608 

2 

7028 

4539 

3 

7119 

4469 

4 

7214 

4397 

35- 

17312 

1  4323 

6 

7415 

4248 

7 

7522 

4171 

8 

7633 

4092 

9 

7748 

4013 

40o 

17868 

1 3931 

! 

7992 

3849 

2 

8122 

3765 

3 

8256 

3680 

4 

8396 

3594 

450 

18541 

1  3506 

6 

8691 

3418 

7 

8848 

3329 

8 

9011 

3238 

9 

9180 

3147 
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a 

F 

E 

a 

F 

E 

50o 

19356 

13055 

70o 

2  5046 

11184 

1 

9539 

2963 

1 

5507 

1096 

2 

9729 

2870 

2 

5998 

1011 

3 

9927 

2776 

3 

6521 

0927 

4 

20133 

2681 

4 

7081 

0844 

550 

2  0347 

12587 

750 

2  7681 

10764 

6 

0571 

2492 

6 

8327 

0686 

7 

0804 

2397 

7 

9026 

0611 

8 

1047 

2301 

8 

9786 

0538 

9 

1300 

2206 

9 

30617 

0468 

60o 

21565 

12111 

80o 

31534 

10401 

1 

1842 

2015 

1 

2553 

0338 

2 

2132 

1920 

2 

3699 

0278 

3 

2435 

1826 

3 

5004 

0223 

4 

2754 

1732 

4 

6519 

0172 

650 

2  3088 

11638 

850 

38317 

10127 

6 

3439 

1545 

6 

4  0528 

0086 

7 

3809 

1453 

7 

3387 

0053 

8 

4198 

1362 

8 

7427 

0026 

9 

4610 

1272 

9 

5  4349 

0008 

900 

oc 

10000 

188.  Intégrales  de  première  espèce  F. 


Modules  a 

=  0° 

9" 

180 

270 

360 

450 

540 

630 

720 

810 

900 

9  =  90 

1571 

1571 

1571 

1572 

1573 

1574 

1575 

1576 

1577 

1577 

1577 

180 

3142 

3143 

3146 

3152 

3159 

3167 

3176 

3183 

3189 

3193 

3195 

270 

4712 

4716 

4728 

4747 

4772 

4800 

4829 

4856 

4878 

4892 

4897 

360 

6283 

6293 

6320 

6365 

6423 

6491 

6563 

6633 

6690 

6729 

6743 

45" 

7854 

7872 

7924 

8009 

8123 

8260 

8411 

8561 

8692 

8781 

8814 

540 

9425 

9454 

9540 

9682 

9879 

10124 

10405 

10700 

10971 

11169 

11242 

63° 

10996 

11039 

11168 

11386 

11694 

12093 

12575 

13118 

13664 

14097 

14268 

720 

12566 

12626 

12807 

13116 

13564 

14167 

14939 

11886 

16964 

17972 

18427 

810 

14137 

14215 

14454 

14866 

15478 

16328 

17481 

19028 

21094 

23685 

25421 

900 

15708 

15805 

16105 

16627 

17415 

18541 

20133 

22435 

25998 

32553 

OC 
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189.  Intégrales  de  seconde  espèce  E. 


Modules  a 

zzz  00 

90 

180 

270 

360 

450 

540 

630 

720 

810 

90° 

q,  :_-.  9" 

1571 

1571 

1570 

1569 

1569 

1568 

1567 

1566 

1565 

1565 

1564 

IH'> 

3142 

3140 

3137 

3131 

3124 

3116 

3108 

3101 

3095 

3091 

3090 

■270 

4712 

4708 

4696 

4678 

4654 

4628 

4601 

4576 

4557 

4544 

4540 

.S6" 

6283 

6274 

6247 

6204 

6149 

6087 

6024 

5966 

5919 

5888 

5878 

ïb" 

7854 

7836 

7785 

7704 

7600 

7482 

7360 

7246 

7153 

7092 

7071 

0.4" 

9425 

9396 

9312 

9179 

9006 

8806 

8598 

8401 

8237 

8129 

8090 

t)3" 

10996 

10953 

10828 

10627 

10365 

10060 

9736 

9423 

9156 

8975 

8910 

72" 

12566 

12507 

12333 

12053 

11685 

11250 

10780 

10315 

9907 

9617 

9511 

81" 

14137 

14060 

13K31 

13463 

12974 

12391 

11751 

11102 

10507 

10057 

9877 

900 

15708 

15611 

15326 

14864 

14248 

13506 

12681 

11826 

non 

10338 

10000 
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190.  Définition  du  logarithme  naturel. 

/".  —  Rapportons  l'hyperbole  équilatère  (§  117)  : 

à  de  nouveaux  axes  rectangulaires  faisant  avec  les  premiers  un  angle 
e=:  —  45°.     Pour  obte- 
nir   la    nouvelle    équa-     "^-^ 
tion,    il  faut   remplacer 

(§  78)  : 

X      par      (^  +  -0  ~2~  ' 


Yj    par    (— 


X 


2    ' 


D'où,  en  supprimant 
les  accents  : 

xri  =  i. 

C'est  l'équation  de 
l'hyperbole  équilatère 
FGDD'  rapportée  à  ses 
asymptotes  qui  sont  rec- 
tangulaires (§  117).  Le 
point  G  a  pour  coor- 
données : 


FGDD  =  ffyperboJe  é^u77a  ^ére .'  i^) = -1 
GAMN  =  Zayar/t/imi^ue  :  u=/oçjc 


Fig.  451. 


5°.    —  On  appelle   logarithme  naturel  d'un   nombre  x  représenté 
par  la  longueur  ÎÎB,  l'aire  AGDBA  (fig,  151)  : 


log^=  /   'ndx=  I    -^, 


L'aire  est  limitée  par  l'axe  Ox^  l'hyperbole  et  les  ordonnées  d'abs- 
cisses 1  et  iT. 
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Nous  définissons  ainsi  une  certaine  fonction  de  x,  y  =  \ogx,  dite 
fonction  logarithmique.  A  chaque  ordonnée  BDM  d'abscisse 
X  =  OB  supérieure  à  l'unité ,  correspondent  une  aire  positive 
AGDBA  et,  par  suite,  un  point  M  de  la  logarithmique  situé  au-des- 
sus de  0.T- 


On  a  :  C r.dx  r=  0 ,         log  1  =  0. 


e'i".  —   Nous  conservons  la   même  définition  pour  les  logarithmes 
des  nombres  inférieurs  à  l'unité  : 

log 


/'""=/ 


X 


Les  ordonnées  yj  sont  encore  positives;  mais  dans  le  passage  de 
1  à  X  (qui  est  maintenant  inférieur  à  1),  les  variations  dx  deviennent 
négatives.  Donc  le  logarithme  du  nombre  représenté  par  x  =  OE<<l, 
est  mesuré  par  l'aire  EFGA,  mais  comptée  néf/ativement. 

De  la  symétrie  de  l'hyperbole  par  rapport  à  OC  bissectrice  des 
axes,  on  ])cut  inmiédiatement  tirer  que,  si  le  logarithme  d'un  nombre 
très  grand  est  lui-même  très  grand  (ce  qui  est  le  cas)  ) ,  le  logarithme 
d'un  nombre  très  petit  est  négatif  et  très  grand.  Nous  verrons  en 
effet  qu'on  a  : 

logoc  =  -[-oc,  logO  = wT. 

Les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  log-arithmes  réels. 

Nous  admettrons  qu'on  a  dressé  une  tabh»  de  logarithmes  naturels 
par  l'un  des  procédés  ci-dessus  exposés;  par  exemple,  en  traçant 
l'hyperbole,  et  en  déterminant  au  planimètre  d'Amsler  les  surfaces 
comprises  entre  des  ordonnées  successives  (5:;  167),  ou  en  décrivant 
mécani(juement  la  courbe  intégrale  (j:^  170). 

191.    Logarithmes    d'un    produit,    d'une    puissance. 
Généralisation  de  la  notion  de  puissance. 
/".  —  Soient  les  abscisses  (fig.  151)  : 

ÔÂ=1,  ÔA'^A;  ÔB==.7,  ÔW  =  kx. 

Elles  déterminent  des  aires  ACDB  et  A  CD  B  que  je  dis  égales. 
En  elTet,  supposons -les  divisées  chacune  en  n  parties  par  des  ordon- 
nées équidistantes.  L'équidistance  sera  A*  fois  plus  grande  pour  la 
seconde  aire  que  pour  la  première ,  puisqu'on  a  : 

ÂB  =  .r  — 1,  Â7B'  =  A.r  — A  =  A-(.r  — 1). 

Mais  les  ordonnées  ou  hauteurs  moyennes  des  trapèzes  curvilignes 
ainsi  obtenus  sont  respectivement  A  fois  plus  petites  pour  la  seconde 
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aire  que  pour  la  première,   en  vertu  de  l'équation  de  la   courbe  : 

et  ainsi  des  ordonnées  intermédiaires.  Donc  les  aires  sont  égales. 


On  a  :  AGDB  -f  BDD'B'  =  ACG'A'  +  A'C'D'B'  ; 

donc  :  aire  ACG'A'  =  aire  BDD'B' . 

Ceci  posé,  on  a  par  définition  : 


aire  ACBD  =  log  x,        aire  ACD'B'  =log  kx,         aire  ACG'A'  =  log  /c. 
Or  :       AGUB'  ==  AGDB  +  BDD'B'  =  AGDB  -f-  ACG'A' . 
D'où  la  relation  fondamentale  où  le  nombre  k  est  quelconque  : 
log  kx=:lo^x-\-\og  k. 

Le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes 
des  facteurs. 

'2".  —  La  propriété  se  généralise  immédiatement  pour  un  nombre 
quelconque  de  facteurs;  on  a,  en  effet  : 

log"  [uv)w  =  log  [UV)  -\-  log  IV  =z  log  u  -\-  \og  V  -|-  log  w, 

puisque  la  multiplication  est  une  opération  associative  et  permutative. 
Corollaire  I.  —  Soit  à  calculer  le  logarithme  de  a;",  où  n  est  posi- 
tif et  entier.  On  a  : 

logic"  =  log  [x  .  X  .  X  ,..)  =1:^  log  a: -|- log  X -j-  ...  =n  logo;. 

Corollaire  II.  —  Soit  à  calculer  le  logarithme  de  : 


P-         ± 


où  p  est  positif  et  entier.  On  a  par  définition  et  en  vertu  du  corol- 
laire I  : 

4 

z^  =  X,  log  z^  =  log  X  =p  log  c,  log  s  =  —  log  X. 

q 

Corollaire  III.  —  Soit  à  calculer  le  logarithme  de     z  =  xJ . 
z^  =  x^,         yj  log  2  =  y  log  ip,  log  z  =  —  logx. 

Généralisation.  —  Ainsi  la  même  règle  s'applique,  que  l'exposant 
positif  soit  entier  ou  fractionnaire.  Nous  la  généralisons  pour  un 
nombre  incommensurable.  Les  logarithmes  fournissent  donc  le  moyen 
de  calculer  une  puissance  n  positive  quelconque  d'un  nombre.  Nous 
prenons  dans  la  table  le  logarithme  de  ce  nombre ,  nous  le  multi- 
plions par  n  ;  nous  cherchons  enfin  le  nombre  correspondant  à  ce 
nouveau  logarithme. 


236  eu  uns  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 

Cette  règle  s'applique  à  l'élévation  aux  puissances  comme  à  l'ex- 
traction des  racines. 

192.  Logarithme  d'un  quotient  :  généralisation. 
i".  —  Comparons  les  logarithmes  des  nombres  inverses      Ae  =  Xj 
OE=z\  ;  X  (fig.  151).  Par  définition,  on  a  : 

log  X  =  aire  \Cfe  ,  log  (1  '.  x)  =  —  aire  EFCA. 

Un  raisonnement  calqué  sur  celui  du  paragraphe  précédent  prouve 
que  les  aires  en  question  sont  égales;  d'où  : 

\ogxz=z  —  log(l  '.  x). 
1 


!!^".  —  Mais  on  peut  écrire 


X 


d'où  :  \ogx~^  =  —  logx. 

1 

De  même  :      log     „  =  log  (j?")    '  =  —  logx"  =  —  nlogx. 

La  règle  du  paragraphe  précédent  s'applique  donc  aux  exposants 
négatifs  quelconques. 

:;?'•.—  On  a  :       log  —  -^  log  u  +  log  --  =logu  —  log  v. 

La  table  de  logarithmes  permet  donc  d'eifectuer  les  divisions.  On 
cherche  les  logarithmes  des  nombres  u  et  r,  on  en  fait  la  dilTércnce; 
on  cherche  enfm  le  nombre  qui  a  cette  différence  comme  logarithme  : 
c'est  le  quotient  demandé. 

193.  Fonction  inverse  du  logarithme  :  exponentielle. 

/".  —  Nous  venons  de  définir  une  fonction  :  ^i=log.r.  Nous 
concevons  qu'on  en  puisse  calculer  des  tables  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  0  et  ^«^  (voir  plus  loin).  Il  suffît  même  d'effec- 
tuer les  calculs  pour  les  nombres  compris  entre  I  et  ^c,  puisqu'un 
nombre  et  son  inverse  ont  des  logarithmes  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

Au  lieu  de  considérer  y  comme  fonction  de  x^  regardons  x  comme 
fonction  de  //  : 

.r  =  (nombre  dont  le  logarithme  est  y),         x  =  o{y)' 

La  table  des  logarithmes  permet  de  calculer  immédiatement  la 
nouvelle  fonction.  Naturellement  nous  lui  chercherons  un  titre  plus 
court.  11  est  fort  remarquable  que  nous  la  connaissions  déjà  dans 
des  cas  particuliers,  et  que  nous  n'ayons  qu'à  généraliser  un  symbo- 
lisme déjà  existant. 
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:9°,  __  Soit  e  un  nombre  qui  est  encore  à  déterminer.  J'ai  toujours 
le  droit  de  poser  pour  chaque  nombre  x  et  chaque  logarithme  y  : 


e  ne  restant  pas  nécessairement  le  même  quand  x  varie. 

Quel  que  soit  le  nombre  x  positif,  il  est  bien  évident  que  je  peux 
trouver  un  nombre  e  qui ,  élevé  à  une  puissance  égale  au  logarithme 
connu  y  àe  X  ^  redonne  le  nombre  x.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  com- 
pliquer par  la  considération  de  nombres  incommensurables.  Je  n'ai 
qu'à  remplacer  y  par  une  fraction  voisine  de  sa  valeur  exacte;  je 
pourrai  toujours  après  tâtonnements  déterminer  un  nombre  e. 

Mais  ce  qui  nest  pas  évident,  c'est  que  la  valeur  trouvée  pour  e 
sera  la  même  pour  tous  les  nombres  x  et  les  loffarithmes  y  corres- 
pondants. De  sorte  que  la  fonction  inverse  du  logarithme  sera 
définie  par  la  relation  : 

X  -^  e-\ 

où  e  est  un  certain  nombre  à  déterminer  une  fois  pour  toutes. 
Nous  appellerons  exponentielle  la  fonction  e^. 
S°.  —  Soit     Xj,  X.2,  x^,  ...     des  nombres  dont  les  logarithmes  sont 

2/1'  ?y2,  ••• 

On  a  :  ?/j=ilogXi,         y^=^\ogx^,  ...; 

y,  +  y,-\-...=\ogx,-\-logx.^-{-,..=\og{x,x.,x,...). 

Passons  aux  fonctions  inverses;  supposons  que  le  nombre  e  soit 
unique;  montrons  que  les  résultats  obtenus  dans  cette  hypothèse 
sont  conformes  :  d'abord  aux  propriétés  des  logarithmes,  ensuite 
aux  règles  de  calcul  des  exposants. 

On  a  :  Xi  =  e^',         x.-=e''%  ...; 

x^  iTo  iC3  . . .  =  e^'  e^*  e"^  ...=  e'"  ^y^^^^-  -, 

Repassons  aux  logarithmes.  Nous  retrouvons  la  formule  : 

2/i  +  2/2  +  ,V3+   •••=l0g(-^'l''î^2^3  ...)• 

Naturellement  le  nombre  <?,   apparaissant  comme  unique  pour  les 
produits,  l'est  aussi  pour  les  puissances. 
4°.  —  Appliquons  aux  quotients.  Soit  : 

y^  =  \ogXi,       y^  =  log Xo ;       î/i  —  y 2  =  log x^  —  log x,  =  log  -7- . 
Admettons  le  nombre  e  unique  ;  on  a  : 

Repassons  aux  logarithmes  : 

2/1— 2/2  =  log  (.ri  :  a:,). 
On  démontrerait  inversement  et  par  l'absurde  que  si  le  nombre  e 
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n'est  pas  toujours  le  même,  on  ne  vérifie  pas  les  propriétés  des  loga- 
rithmes en  appliquant  les  règles  de  calcul  des  exposants. 

5*^.  —  Reste  à  trouver  ce 
nombre  e. 

Il  représente  l'abscisse 
x  =  UB  (iig.  152),  telle  que 
le   logarithme  soit  égal  à  1  : 

11    faut    donc   chercher   un 
_    point  B  tel  qu'on  ait  : 

^     aire  AGDB  =  aire ÔICÂ  =  1. 

Peu  importent  les  procédés 
qui    ont    elFectivement    servi 


Fig.  i; 

au  calcul.  On  trouve 
par  suite 


(?  =  2,718:j; 
log  2,7183==!. 


194.  Logarithmes  naturels    des  nombres   de     1  à  300 
multipliés  par     11)  000  ^^  10. 


0 

1 

- 

3 

' 

5 

6 

7 

8 

0 

0 

—  OC 

0000 

(i!t31 

I098(i 

1  3863 

1609  5 

17918 

19  459 

20794 

21972 

1 

23026 

23979 

25839 

256  59 

26390 

27080 

27725 

2S332 

28903 

29  444 

2 

29957 

30  5  45 

30910 

31355 

31780 

32188 

32581 

32958 

33322 

33673 

■.\ 

3i0l2 

3  4339 

3  5657 

3  5965 

35263 

35553 

35835 

36109 

36375 

36635 

4 

368K8 

37135 

37376 

37612 

37841 

38066 

382S6 

38501 

38712 

38918 

.j 

39120 

39318 

39512 

39703 

39889 

40073 

40253 

40  430 

40604 

40775 

G 

i09l3 

41108 

41271 

41531 

4 1588 

417  43 

41896 

42047 

42195 

42341 

7 

;2i85 

42626 

5276() 

42904 

43040 

43175 

43307 

43438 

43567 

4369  4 

8 

Î3820 

43953 

44067 

4  5188 

4  5308 

4  5  526 

4  4543 

44659 

44773 

44886 

<t 

5  5998 

45108 

55217 

45326 

45433 

45538 

45643 

i5747 

45849 

45951 

10 

46051 

46151 

56249 

46347 

46444 

46539 

4663  4 

46728 

46821 

46913 

11 

17001 

47095 

57185 

47273 

47362 

474  49 

47536 

47621 

47706 

47791 

12 

.i7875 

47958 

48050 

48121 

48202 

48283 

48362 

48441 

48520 

48598 

13 

•58675 

58752 

48828 

4S903 

58978 

49052 

49126 

49199 

49272 

4934  4 

14 

59  416 

49487 

59558 

49628 

■59698 

49767 

49836 

49904 

49972 

50039 

15 

50106 

50172 

50238 

50304 

50369 

50  53  4 

50498 

50562 

50626 

50689 

16 

50751 

50815 

50876 

50937 

50998 

51059 

51119 

51180 

51239 

51299 

17 

51358 

51416 

51  575 

51533 

51590 

51647 

51704 

51761 

51817 

51873 

18 

51929 

51985 

52040 

52094 

52149 

52203 

52257 

52311 

5236  4 

52417 

19 

52470 

52522 

52575 

52627 

52678 

52730 

52781 

52832 

52882 

52933 

20 

52983 

53033 

530S2 

53132 

53181 

53230 

53278 

53327 

53375 

53423 

21 

53471 

53518 

53565 

53613 

53659 

53706 

53752 

53799 

53845 

53890 

22 

53936 

53981 

54026 

54071 

54116 

54161 

54205 

54249 

54293 

54337 

23 

54380 

54424 

54467 

54510 

5  4553 

54595 

54638 

54680 

54722 

54764 

2i 

54806 

54848 

54889 

54930 

54971 

55012 

55053 

55093 

55134 

55174 

25 

55214 

55254 

55294 

55333 

55373 

55412 

55451 

55490 

55529 

55568 

26 

55606 

55645 

55683 

55721 

55759 

55797 

55835 

55872 

55909 

55947 

27 

55984 

56021 

56058 

56094 

56131 

56167 

56204 

56240 

56276 

56312 

28 

56347 

56383 

56419 

56454 

56489 

56524 

56560 

5659  4 

56629 

56664 

29 

56698 

56733 

56767 

56801 

56835 

56869 

56903 

56937 

56971 

57004 

30 

57037 

57071 

57104 

57137 

57170 

57203 

57235 

57268 

57301 

57333 
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195.  Table  de  valeurs  de  la  fonction  e^ 
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X 

ex 

X 

gx 

X 

e< 

X 

e'' 

X 

e^ 

0,1 

1,1052 

2,1 

8,1662 

4,1 

60,340 

6,1 

445,86 

8,1 

3984,5 

0 

1,2214 

2 

9,0250 

2 

66,686 

2 

492,75 

2 

3641,0 

3 

1,3499 

3 

9,9742 

3 

73,700 

3 

545,57 

3 

4023,9 

4 

1,4918 

4 

11,0232 

4 

81,451 

4 

601,85 

4 

4447,1 

5 

1,6487 

5 

12,1825 

5 

90,017 

5 

665,14 

5 

4914,8 

6 

1,8221 

6 

13,463 

6 

99,48 

6 

735,10 

6 

5431,7 

7 

2,0138 

7 

14,880 

7 

109,95 

7 

812,41 

7 

6002,9 

8 

2,2255 

8 

16,445 

8 

121,51 

8 

897,85 

8 

6634,2 

9 

2,4596 

9 

18,174 

9 

134,29 

9 

992,27 

9 

7332,0 

1,0 

2,7183 

3,0 

20,086 

5,0 

148,41 

7,0 

1096,63 

9,0 

8103,1 

1,1 

3,0042 

3,1 

22,198 

5,1 

164,03 

7,1 

1212,0 

9,1 

8955 

2 

3,3201 

o 

24,533 

2 

181,27 

2 

1339,4 

2 

9897 

3 

3,6693 

3 

27,113 

3 

200,3  t 

3 

1480,3 

3 

10938 

4 

4,0552 

i 

29,964 

4 

221,41 

4 

1636,0 

4 

12088 

5 

4,4817 

5 

33,115 

5 

244,69 

0 

1808,0 

0 

13360 

6 

4,9530 

5 

36,598 

6 

270,43 

6 

1998,2 

6 

14765 

7 

5,4739 

7 

40,447 

7 

298,87 

7 

2208.3 

7 

16318 

8 

6,0496 

8 

44,701 

8 

330,30 

8 

2410,6 

8 

18034 

9 

6,6859 

9 

49,402 

9 

365,04 

9 

2697,3 

9 

19930 

2,0 

7,3891 

4,0 

54,598 

6,0 

403,43 

8,0 

2981,0 

10,0 

22026 

196.  Table  de  la  fonction  e 


X 

e-.T 

X 

€••-■'■ 

X 

e-'' 

X 

e--^' 

X 

e-''' 

0,1 

0,90484 

1,1 

0,33287 

2,1 

0,12246 

3,1 

0,0450i9 

4,1 

0,016573 

2 

81873 

2 

30119 

2 

11080 

'i 

040762 

2 

014996 

3 

74082 

3 

27253 

3 

10026 

3 

036883 

3 

013569 

4 

67032 

4 

24660 

4 

09073 

4 

033373 

4 

012277 

5 

60653 

5 

22313 

5 

08208 

5 

030197 

5 

011109 

6 

0,54881 

6 

0,20190 

t) 

0,074274 

6 

0,027324 

6 

0,010052 

7 

49659 

7 

18268 

7 

067205 

7 

02472 i 

7 

009095 

8 

44933 

8 

16530 

8 

060810 

8 

022371 

8 

008230 

9 

40657 

9 

14957 

9 

055023 

9 

020242 

9 

007447 

1,0 

36788 

2,0 

13534 

3,0 

049787 

i.O 

018316 

5,0 

006738 

197.  Dérivée  du  logarithme   et  de  la  fonction   expo- 
nentielle. 

i^.  —  Nous  avons  insisté  sur  cette  proposition  que  définir  une 
fonction  par  l'aire  d'une  courbe,  c'est  la  définir  par  sa  dérivée 
(§1S2).    _  . 

Nous  n'avons  donc  pas  à  chercher  la  dérivée  du  logarithme,  sim- 
plement parce  que  nous  la  connaissons  : 


y=\og 


j        X    ' 


dy  =id\o^x^= 


dx 
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L'accroissement  de  la  fonction  est  en  raison  inverse  de  la  valeur 
actuelle  de  la  variable.  Nous  connaissons,  par  suite,  la  dérivée  de  la 
fonction  inverse  : 

de' 


x  =  è',  dx  =  xdy  =  e^dy , 


dy 


=:^. 


Les  dérivées  de  tous  les  ordres  de  la  fonction  exponentielle  sont 
identiques  avec  celle-ci,  proposition  fondamentale  et  connue  depuis 
plusieurs  siècles.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  la  méthode  suivie  dans 
cet  ouvrage  pour  introduire  les  logarithmes,  est  celle  même  de 
l'inventeur,  Neper  (vers  KiOO). 

^".  —  Grâce  aux  expressions  précédentes,  on  établit  aisément  une 
formule  souvent  employée  dans  la  théorie  des  erreurs. 

Soit  :  Y  =  u"'  î;"  î^''  — 

une  fonction  composée.  Prenons  les  logarithmes  et  dérivons  : 

log  Y  -=  m  log  u-\-  n  log  f  -f-  /)  log  w-\-  ... 

div    , 


rfY 

du     .        di 

Y^ 

=  m           t  -  n 

u       '           V 

Appliquons  cette  formule  à  des  variations  petites.  Elle  prend  pour 
énoncée  :  l'erreur  relative  sur  Y  est  éyale  à  la  somme  des  erreurs 
relatives  sur  w,  v,  i(\  ...,  mnllipUées  par  les  puissances  correspon- 
dantes.   Ces    puissances  sont  positives  ou   négatives;  corrélativement 

les  erreurs  sur  Y  qui 
proviennent  d'erreurs 
sur  u,  t%  ...  sont  ad- 
ditivesou  soustractives. 

198.  Différents 
systèmes  de  loga 
rithmes. 

Au  lieu  de  l'hyper- 
bole équilatère  xr,  =  i. 
prenons  l'hyperbole  éga- 
lement équilatère  : 

xr,^=M: 

M  est  un  nombre  positil 
quelconque  que  nous  appellerons  module  :  la  figure  ioS  représente 
deux  de  ces  hyperboles.  Nous  définissons  ainsi  un  nouveau  système 
de  logarithmes,     Logir: 

r         r  dx 

Yr=Log.r=  /    r,dx  =  M  I    — -^Mlogx: 

le   Log  d'un   nombre  x  est  donc  égal   au  logarithme  naturel  de  ce 
nombre  multiplié  par  le  module. 
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Fig.  153. 
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Tous  les  théorèmes  précédemment  démontrés  pour  les  logarithmes 
naturels  subsistent,  puisqu'ils  reposent  sur  la  seule  hypothèse  que 
les  abscisses  et  les  ordonnées  sont  en  liaison  inverse^  quelle  que  soit 
la  valeur  constante  de  leur  produit. 

La  fonction  inverse  du  Logarithme  de  module  M  est  de  la  forme 
exponentielle  : 

j7=rE'',     analogue  k  la  précédente  :     .r=:e^. 

E  est  la  hase  du  nouveau  système  de  logarithmes. 
Nous   avons   identiquement,    en  prenant  les  logarithmes   naturels 
ou  non  des  deux  expressions  précédentes  : 

log  X  r=  Y  .  log  E  =  Log  X  .  log  E, 

Log  X  =  y  Log  e  =  log  x  .  Log  e  ; 

d'où  la  relation  :  log  E  .  Loge==l.  (1) 

Mais  nous  avons  trouvé  ci-dessus  : 

Log ^  =  M  log  j: ;     d'où  :     M  =  Loge=l  ;logE.         (2) 

199.  Logarithmes  vulgaires. 

/°.  —  Parmi  tous  les  systèmes  possibles  de  logarithmes  (en  nombre 
infini) ,  il  en  est  un  qui  tire  son  importance  capitale  de  ce  fait  que 
notre   système   de  numération  est  décimal;  c'est  celui  dont  la  base 

est  10  :  E  =  10. 

Reportons -nous  à  la  table  des  Logarithmes  naturels;  nous  trou- 
vons :  log  10  =r  2,3026  =  1  ;  0,4343. 

On  a  donc  :  M  =r=  0,4343. 

Pour  obtenu'  les  logaritlinies  vulgaires ,  il  faut  multiplier  les  loga- 
rithmes naturels  par  0,4343.  Réciproquement ,  pour  obtenir  les  loga- 
rithmes naturels,  il  faut  multiplier  les  logarithmes  vulgaires  par  le 
logarithme  naturel  de  10,  c  est-à-dire  par  V inverse  du  module 

1:M  =  2,3026. 

^°.  —  Nous  avons  dit  que  l'importance  des  logarithmes  vulgaires 
vient  de  ce  que  notre  numération  est  décimale.  De  l'équation  : 

x=[0\ 

on  conclut  que  les  logarithmes  de  10,   100,  1000,  ...  sont  1,  2,  3,  ... 

Les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  10"  et  10"^^  ont  n 
pour  partie  entière  [caractéristique) . 

Les  logarithmes  vulgaires  de  1  ;  10,  1  ;  100,  1  ;  1000,  ...  sont 
—  l,  — 2,  — -3,  ...  Soit  un  nombre  compris  entre  1  ;  10"  et 
1  ;  10"*"^;  son  logarithme  est  compris  entre     — n  et  — [n-\-i). 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Bouassk.  16 


242  COVRS  DE   MATHÉMAriQUES  GÉNÉHAIJES 

Au  lieu  de  l'écrire     — (7i-|-ai,     on  F  écrit     ■-{n.-\-{)-\-i^. 
On  a  évidemment  :  (î  -|-  :(  r=:  1 . 

Remarque. 

Si  les  logarithmes  vulgaires  sont  seuls  employés  dans  les  calculs, 
ce  sont  les  logarithmes  naturels  qui  se  présentent  toujours  dans 
l'étude  des  fonctions  et  la  représentation  des  phénomènes.  Gela  tient 
à  la  simplicité  des  coefficients  de  l'équation  différentielle  qui  les 
définit. 

200.  Logarithmes  d'addition  et  de  soustreu^tiou. 

On  calcule  rapidement  \o^ia-\-b)  et  log  (a  — 1)>  à  partir  de 
loga  et  de  log  7j,  au  moyen  des  lo(/arit/uncs  d'addition  et  de  soustrac- 
tion de  Gauss.  Les  tables  donnent  Jog(i-|-a:)  et  log(l — -x)'  ei 
fonction  de  log./-. 

/"'.  —  Soit  à  calculer  ]o'^  [a-\-  h)  connaissant  log  a  et  log/).  I 
suffit  évidemment  de  chercher  a  et  b  dans  la  table  ordinaire  de  loga 
rithmes,  de  faire  la  somme  a-\-  b,  enfin  de  ciiercher  le  logarithme 
de  cette  somme.  On  abrège  les  opérations  grâce  à  la  table  de  Gauss 

On  a  :       log  (a  +  h)  =  log  a  (l  +  f  )  =  log  a  +  log  {\  +  ^).     (1 

Posons  :  —=zx;         logx  =  log/>  —  loga:  (2) 

log  (a  +  b)  z::r  log  a  -f  log  (1  4-  .r).  (3; 

On  calcule  log  .r  au  moyen  de  l'équation  (2);  la  table  donn* 
\og(i-\-x)  en  fonction  de  logj-;  on  tire  log(a-\-b)  de  l'équa 
tion  (a). 

t^°.  —  Soit  à  calculer     log  (a  —  b)  : 

log  (a  —  />)  =  log  a  (  1  —  -^-  )  =x  log  a  +  log  (^  l  —  ^  )  ; 

logi&  —  log  a  =  log  x;         log  (a  —  b)  =ilog  a  -{-log  {\  — x). 

Pour  éviter  les  caractéristiques  négatives,  les  tables  donnent  habi 
tuellement  : 


d'où 


1 

log  {ji  —  b)  =  log  a  —  log  j-_^^ 


201.  Spirales  logarithmiques. 

Nous  pouvons  représenter  les  fonctions  logarithmique  ou  ex])< 
nentielle  par  des  courbes  en  coordonnées  polaires  :  nous  décrivor 
ainsi  deux  spirales  intéressantes. 
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/'\  —  Spirale  logarithmique  ordinaire. 
Soit  d  abord  (fig.  1S4)  : 


ae 


ni6 


mO  =  log  —  =  log  r  —  log-  a . 


L'angle   a  de  la  tangente   à  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur  est 
fourni   par  la   relation 

(§80)  : 

dd         1 
tg  a  r=  r  -T-  =  —  ; 
^  dr         m  ' 

il  est  constant  et  indé- 
pendant de  a. 

Rendons  compte  de 
ce  dernier  fait. 

Changeons  la  droite 
de  référence.  Prenons 
OX'  qui  fait  avec  OX 
l'angle  ô'.  On  a  : 

6  =  0  +  6', 

ôr=0  — e'. 

L'équation  de  la  spirale  devient  : 
r  =  ae'^i®-^')=: 


ae 


Fig.  154 


m6'\  ^m%  . 


> 


elle  a  même  forme  que  précédemment  avec  un  autre  coefficient. 
L'angle  a  est  constant;  puisqu'en  changeant  la  droite  de  référence, 
on  modifie  à  son  gré  le  coeflicient,  l'angle  a  n'en  doit  pas  dépendre. 
^°.  —  L'aire  S  du  secteur  limité  par  la  courbe  et  par  deux  rayons 
vecteurs  faisant  avec  OX  les  angles  Go  et  6i,  est  (§  174) 


r^db 


On  peut  aussi  écrire  : 

8'\  —  Pour 

6  =  0,     r  =  a  =  ÔB. 
Pour  6  <  0,   l'exponentielle  : 

^mo  =zl  ;  (e  —  "ïB] 

devient  plus  petite  que  l'unité 
le  rayon  vecteur  est  inférieur 
à  UB.    Pour   de  grandes  va- 
leurs négatives  de   6,   r  tend 
vers   0.    Donc    la  spirale   admet  Torigine  pour  point  asymptotique. 


Fig.  155. 
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Cependant  la  somme  des  aires  de  toutes  ces  spirales  en  nombre  in- 
fini tend  vers  une  limite  finie.  Faisons  dans  les  formules  du  ^"  : 

Oo  =  — oc,     r,  =  0, 
il  vient  :  S  =  /'î  ;  im. 

/".  —  Spirale  logarithmique  inverse. 

On  peut  aussi  construire  la  spirale  :     (^  =  ^^6""'. 

A  mesure  que  8  croît,  r  augmente,  mais  lentement.  Les  spires  se 
resserrent.  La  figure  1")5  montre  l'allure  de  la  courbe.  Elle  aboutit 
à  Torigine  (r  =  0)  suivant  la  direction  OT  qui  fait  avec  OX 
l'angle  Oo  (§  80,  S''). 

202.  Règles  à  calcul,  cercles  à  calcul. 

/".  —  Règles  a  calci  e. 

Divisons  une  règle  par  des  traits  dont  les  distances  au  trait  mar- 
qué 1  soient  proportionnelles  aux  logarithmes  (naturels  ou  vul- 
gaires, peu  importe,  puisqu'ils  sont  proportionnels)  des  nombres  ins- 


lig.  15f). 

crits.  Ainsi  les  traits  marqués  2,  ,*],  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  sont  à  des 
distances  du  trait  1  proportionnelles  h  :  :{0i,  477,  602,  699,  778 
845,  903,  954,  1000. 

Nous  pouvons  prolonger  indéfiniment  la  règle.  Les  traits  iO,  20 
30,  ...,  100,  se  placeront  les  uns  par  rapport  aux  autres  comme  pré 
cédemment  les  traits    1,  2,  3 10. 

C.lia(jue  série  de  10"  à  10"',  recommencera  la  série  !  à  10. 

Prenons  deux  règles  symétriques  et  appliquons  leurs  bords  divisés 
Dans  la  figure  156,  le  trait  1  de  la  règle  II  coïncide  avec  le  trait  3  di 
la  règle  I.  Le  trait  j:^  de  la  règle  II  coïncide,  par  suite,  avec  le  trai 
d'un  nombre  y  marqué  sur  la  règle  1  tel  qu'on  ait  : 

log yz=\og3-}-lo^x  =  log  3^,  y  =  Sx. 

Effectivement  nous  voyons  coïncider  les  traits  2,  3,  10,  de  11 
règle  II  avec  les  traits  (2X3  ==)6,  (3  X  3  =)9,  (10  X  ^  — )3  » 
de  la  règle  I. 

Plus  généralement,  faisons  coïncider  le  trait  i  de  la  règle  II  ave  3 
le  trait  z  de  la  règle  1.  Le  trait  x  de  la  règle  II  coïncide  avec  b 
trait  y  de  la  règle  I. 

On  a  :         log// =^log  3 -[-log.z-  =  Iog.r3,  y=xz. 
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10 


sont  identiques,  il  est  naturel  de 


Inversement,  pour  diviser  y  par  x,  nous  faisons  coïncider  les  traits 
y  et  X  des  deux  règles,  et  nous  lisons  le  trait  de  Tune  des  règles 
qui  est  en  regard  du  trait  1  de  l'autre. 

Les  intervalles  12,  2  3,  ...  sont  subdivisés  en  un  nombre  de  par- 
ties (non  équidistantes)  en  rapport  avec  leur  écartement.  Par 
exemple ,  si  la  règle  est  assez  longue ,  les  intervalles  de  1  à  2  et 
de  10  à  20  sont  subdivisés  par  des  traits  dont  les  distances  au  trait  i 
sont  proportionnelles  aux  logarithmes  des  nombres  11,  12,  13,  ..., 
19,  20. 

S".  —  Cercles  a  calcul. 

Puisque  les  séries  10"  à 
diminuer  l'encombrement 
de  l'appareil  en  traçant  les 
divisions  sur  deux  cercles 
concentriques,  mobiles  lun 
par  rapport  à  l'autre.  Cha- 
cun d'eux  porte  une  seule 
division  de  1  à  10.  L'ap- 
pareil est  représenté  figure 
157.  La  théorie  est  exacte- 
ment la  même  que  celle  de 
la  règle.  L'avantage  de  la 
disposition  circulaire  est 
que  Ton  ne  sort  jamais  des 
limites  de  la  règle,  qui  est 
devenue  indéfinie. 

S'\  —  La  précision  des 
calculs  au  moyen  de  la 
règle  ou  du  cercle  est  na- 
turellement très  limitée.  Vouloir  la  rendre  supérieure  au  millième 
est  une  aberration;  ces  instruments  très  utiles  et  très  remar- 
quables n'ont  pas  été  inventés  pour  cela.  Remplacer  une  opération 
arithmétique  (soit  directe,  soit  à  l'aide  d'une  table)  par  une  expérience 
minutieuse ,  c'est  remplacer  un  travail  machinal  et  nullement  fati- 
gant par  un  pointé  qui  exige  un  effort  d'attention  et  une  cer- 
taine habileté  visuelle  :  le  gain  est  plutôt  négatif.  D'autre  part, 
acheter  un  cercle  à  calcul  de  précision  (250  francs)  est  une  prodi- 
galité sans  nom,  alors  qu'on  trouve  des  machines  à  calcul  pour 
400  francs. 

Les  règles  et  cercles  usuels  coûtent  de  15  à  20  francs. 
Au  bureau,  les  carrés,  cubes,  racines  carrées,  racines  cubiques, 
inverses,  ne  se  calculent  ni  à  l'aide  de  machines  à  calcul,  ni  à  l'aide 
de  cercles  ou  de  règles,  pour  la  raison  qu'il  en  existe  des  tables  très 
portatives  de  1  à  10000  qu'on  peut  se  procurer  pour  quelques 
francs. 


Fig.  15- 
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203.   Remarque    sur    les    aires    comprises    entre    une 
courbe  et  son  asymptote. 

/°.  —  Le  lecteur  se  reportera  au  §  35  où  sont  construites  les  courbes  : 

t;  =  1:.^;  (1) 

n  est  quelconque,  mais  positif;  on  suppose     x^O. 

Toutes  admettent  les  axes  comme  asymptotes.  Elles  forment  deux 
faisceaux  [n^  \,  n  <^  l)  séparés  par  la  courbe  symétrique  t,x=  \, 
qui  est  une  hyperbole  équilatère.  Elles  passent  toutes  par  le  point  de 


Fip.  15X. 


coordonnées     x=z'q  =  \\     elles  ne  se  coupent  pas  ailleurs. 

Les  courbes  pour  lesquelles  /i>>l,  sont  plus  rapprochées  de 
Tasymptote  Oj^  que  de  l'asymptote  Oy;  ,  à  égalité  de  distance  de  l'ori- 
gine; c'est  l'inverse  pour     n<^{. 

i^.  —  Ceci  rappelé,  nous  nous  proposons  de  construire  les  courbes 
intégrales  (où  x  varie  entre  0  et  c^)  : 


On  a  immédiatement  (fig.  158)  : 

Pour     n  =rr  0 ,     s  se  réduit  à  la  droite  de  pente  l . 
Pour     n  =  1 ,  nous  retrouvons  la  logarithmique. 
Toutes  les  courl>es  Ssont  tangentes  entre  elles  poiu*    x  r=r  1  ;    elles  ad- 
mettent toutes  une  tangente  verticale      (/i  rr=  0  excepté)     pour  x  =  (). 


(2) 


(3) 
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S",  —  Voici  maintenant  le  problème  fondamental  que  nous  avons 
à  résoudre.  Toutes  les  courbes  dérivées  (i)  ont  Ox  et  Oyj  comme 
asymptotes.  Dans  quel  cas  l'aube  totale  comprise  entre  une  courbe  et 
son  asymptote  est -elle  finie? 

La  formule  (3)  répond  à  la  question  posée. 

Les  courbes  S  pour  lesquelles  n  >>  1 ,  tendent  vers  une  asymp- 
tote horizontale  pour  x^=oc;  les  aires  totales  comprises  entre  les 
courbes  r,  correspondantes  et  Ox,  restent  finies  et  égales  à  l  :  («  —  1). 
Mais  pour  ces  mêmes  courbes,  S  devient  infini  pour  x=zO;  les 
aires  comprises  entre  les  courbes  y;  correspondantes  et  0?/  sont  infinies. 

Inversement  pour  n<^{  ,  les  aires  comprises  entre  les  courbes  -r; 
et  Ox  sont  infinies;  les  courbes  S  s'élèvent  indéfiniment  quand  x 
croît.  Mais  les  aires  comprises  entre  les  courbes  y;  et  Oij  sont  finies; 
les  courbes  S  aboutissent  verticalement  pour  .rr=0,  en  un  point 
d'ordonnée     1  ;  [n — l). 

4°.  —  Ce  qui  se  passe  pour  ai=  l,  c'est-à-dire  pour  la  logarith- 
mique, découle  immédiatement  du  cas  général. 

A  mesure  que  n  supposé  >>  1  diminue ,  l'asymptote  horizontale 
de  la  courbe  S  s'élève.  A  mesure  que  n  supposé  <^  i  augmente, 
le  point  où  la  courbe  S  rencontre  l'axe  des  ordonnées  s'abaisse. 

On  en  conclut  pour     /i  =  l   : 

log  ^  =  ex: .  log  0  =  —  c-c. 

Remarque  1. 

Les  considérations  précédentes  suffisent  à  indiquer  dans  tous  les 
cas  si  l'aire  totale  comprise  entre  une  courbe  et  son  asymptote  est 
finie.  On  la  comparera  à  l'une  des  hyperboles  ci- dessus  étudiées.  Si 
elle  est  toujours  plus  éloignée  de  son  asymptote  qu'une  des  hyper- 
boles pour  lesquelles  l'aire  est  infinie,  Faire  à  évaluer  sera  infinie. 
Si  elle  est  toujours  plus  près  de  son  asymptote  qu'une  des  hyper- 
boles pour  lesquelles  l'aire  est  finie.  Faire  à  évaluer  est  finie. 

Pour  faciliter  la  comparaison»  on  choisit  Fasymptote  pour  un  des 
axes  de  coordonnées. 

Par  exemple,  soit  à  déterminer  si  l'intégrale  : 


f      sin  x 


est  finie. 


Nous  comparons  la  courbe  r^  =  1  ;  sin  x,  à  l'une  des  précédentes. 
Or,  pour  X  très  petit,  sin  x  se  confond  avec  x\  la  courbe  -/]  =  4  ;  sin  a;, 
se  confond  avec  y;  =  4  '.x.  L'intégrale  S  se  comporte  donc  comme 
un  logarithme  pour  x  très  petit  :  elle  est  infinie.  Gela  n'a  rien  d'éton- 
nant :  ici  l'intégration  est  possible,  et  l'on  a  : 


i 


(]:r  '  T 

■—. =  loff  t^  iT 

smr  »   o  2 
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Uemabqli:  II. 

Soit  à  intégrer  une  expressron  de  la  forme  : 


/ 


On  suppose  -/(a)  ^0,  et  généralement  que  yjx)  ne  s'annule  pas 
dans  l'intervalle  de  x^  à  .r, .  L'intégrale  n'a  de  sens  que  si  l'intervalle 
de  Xq  à  .r,  ne  contient  pas  a.  Car  au  voisinage  de  x  =  a,  l'intégrale 
est  comparable  au  logarithme  pour  j-  =  0.  Il  suffit  de  transporter 
l'origine  des  coordonnées  au  point    x  =  a,    de  poser  par  conséquent  : 

z  =  x  —  a,     pour  que  la  quantité  sous  le  signe   j    devienne  : 

dz 


^  l//>+^)J* 


Or,  par  hypothèse,  le  crochet  a  pour  3  =  0,  une  valeur  (inie 
quelconque,  que  nous  pouvons  considérer  comme  constante  pour  de 
très  petites  variations  de  z.  Tout  se  passe  donc  comme  si  nous  opé- 
rions sur     dz  ;  z. 

204.  Manières  suivant  lesquelles  les  fonctions  devien- 
nent infinies  ou  s'annulent. 

Considérons  les  fonctions  x'\  où  n  est  positif.  Quand  x  s'annule, 
.r"  s'annule.  Quand  ./•  croît  indéfiniment  (devient  infini)^  jt*  croît  lui- 
même  indélininient  [devient  infini). 

/".  —  Pour  la  même  grande  valeur  de  r,  calculons  les  valeurs  de 
x'\  en  donnant  à  n  une  série  de  valeurs. 

Nous  obtenons  des  résultats  (jui  croissent  à  mesure  que  n  aug- 
mente. Si  n  est  très  inférieur  à  1  ,  V accroissement  est  lent  (voir  les 
courbes  du  §  31).  A  la  limite  pour  ;i=rO,  on  a  x"  =  \,  si  grand 
que  soit  x  ;  la  fonction  x^  ne  devient  jamais  infinie. 

Nous   classerons   les    manières    suivant    lesquelles    les     fonctions 
deviennent  infinies,  en  les  comparant  à  une  puissance  de  la  variable 
Nous  définirons  ainsi  le  degré  de  la  fonction  pour  de  grandes  valeurs  di 
la  variable.  C'est  ce  que  nous  faisons  au  5:;  36  pour  les  fonctions  entières 

î^.  —  Pour  la  même  petite  valeur  de  x,  calculons  les  valeurs  dt 
x'\  en  donnant  à  n  une  série  de  valeurs. 

Nous  obtenons  des  résultats  qui  décroissent  à  mesure  que  n  ciug 
mente.  Si  n  est  très  inférieur  à  I,  la  diminution  est  très  lente  (voîj 
les  courbes  du  §  31).  A  la  limite  pour  n  =  0,  on  a  x"n=l,  s 
petit  que  soit.r;  la  fonction  x^  ne  s'annule  jamais,  sauf  pour  .r  =  0 
où  elle  perd  toute  signification. 

Nous  classerons  les  manières  suivant  lesquelles  les  fonctions  s'an 
nulent,  en  les  comparant  à  une  puissance  de  la  variable.  Nous  défi 
nirons  ainsi  le  degré  de  la  fonction  pour  de  petites  valeurs  de  h 
variable.  C'est  ce  que  nous  faisons  au  §  36  pour  les  fonctions  entières. 
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S"".  —  Ceci  posé,  cherchons  comment  log.T  devient  infini  quand  x 
croît  indéfiniment. 

Nous  avons  montré  au  paragraphe  précédent  que  log.r,  tout  en 
devenant  infini  pour  x  très  grand ,  sert  de  transition  entre  les  fonc- 
tions qui  restent  finies  et  celles  qui  deviennent  infinies.  Il  en  résulte 
que  le  quotient  :  log.r  ;  r", 

tend  vers  0,  si  petit  que  soit  n  (pourvu  qu'il  soit  positif,  c'est-à-dire 
pourvu  que  x"  tende  vers  l'infini). 

La  fonction  log  x  se  conduit  donc  comme  une  puissance,  sinon 
nulle,  du  moins  aussi  petite  qu'on  veut  de  la  variable. 

4"".  — ^- Ainsi  la  fonction  y  =  \ogx,  tend  vers  l'infini  avec  une 
lenteur  extrême  ;  il  faut  donner  à  x  des  valeurs  extraordinairement 
grandes  pour  que?/  prenne  des  valeurs  simplement  grandes  :  ce  qu'on 
vérifiera  à  l'aide  d'une  table  de  logarithmes. 

Inversement  considérons  la  fonction  :     e^. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  qu'elle  croît  prodigieuse- 
ment  vite  quand  y  croît,  plus  vite  que  toute  puissance  ?/"  de  la 
variable.  D'où  résulte  que  le  quotient  :  e^  ;  ?/",  (1) 

tend    vers   l'infini  quand  y  croît   indéfiniment,  si  grand  que  soit   n. 

La  fonction  exponentielle  se  conduit  donc  comme  une  puissance 
aussi  grande  qu'on  veut  de  la  variable. 

5".  —  Considérons  enfin  la  fonction  :     7/V~"=l  ;  [e-'  ',  y'').      (2) 

Puisque  la  fonction  (1)  tend  vers  l'infini  quand  y  croît  indéfini- 
ment, si  grand  que  soit  n,  la  fonction  (2)  tend  vers  0.  L'exponen- 
tielle négative  diminue  si  vite  quand  y  croît,  qu'on  peut  la  multiplier 
par  telle  puissance  qu'on  voudra  de  la  variable,  sans  pour  cela 
l'empêcher  de  s'annuler. 

205.  Courbe  en  cloche  et  courbe  intégrale. 

/".  —  Dans  la  Théorie  des  probabilités,  on  fait  grand  usage  de  la 
courbe  dite  en  cloche  :  r=e~''^ 


Fig.  459. 


Elle  est  représentée  dans  la   figure  159.   Elle  est  symétrique  par 


î50 
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rapport  à  l'axe  des  ordonnées,  ce  qui  signifie  que  l'ordonnée  est  la 
même  pour  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  la  variable. 
Pour  de  grandes  valeurs  de  x ,  elle  se  confond  avec  Taxe  des 
abscisses.  On  a  : 

dr,  :  dr  — —  2jre-"\ 

Pour  x  =  0,  clct  !  (Jx=iO:  la  courbe  est  tangente  à  ITiorizontale 
d'ordonnée  l. 

^".  —  On  utilise  aussi  la  courbe  intégrale.  Nous  multiplierons 
toutes  les  aires  par  le  facteur    2  ;  y  -  .     On  a  : 


-H 


dx. 


dx 


\- 


1,7' 


2:^-  rrr|,î3 


_  e 


La  courbe,  presque  rectiligne  au  départ  de  Torigine,  esi  un  peu 
au-dessus  de  la  bissectrice  des  axes.  Elle  tend  très  vite  vers 
l'asymptote  horizontale  d'ordonnée  1  (Jj  309}. 

Pour   xr=2,    on  a  déjà:    S  =  0,9953. 


206.  Tables  des  valeurs  des  fonctions 


et  e 


X 

(""* 

0    '* 

.;• 

.^^       1 

e-^' 

0,1 

2 

3 
4 

i,un)i 

1,0  iOB 
1,0901 
1,1735 
1.28  50 

0,99005 
96076 
91393 
85214 

77880 

2.6 

8 
9 

3,0 

H,G264 

1.4656  X  103 
2,54»2 
4,5918 
8,1031 

0,11592 

6«233X10-' 
39367 
22263 
123-41 

0.6 

S 

9 

1,0 

l , »333 
1,6323 
1,8905 
2,2479 
2,7183 

0,69768 
61^63 
52729 
44486 
36788 

3,1 

2 

3 

i 
5 

1,4913  X  10* 

2,8001 
5,2960 

1,0182  X  10» 
2,0898 

0,68005  X  10-* 
35713 
18644 

95402  X  10-» 
47851 

1.1 

2 
3 

4 
5 

3,3535 
4,2207 
5,4195 
7,0993 
9,4877 

0,29820 
23693 
18  552 
1 4086 
10540 

3,6 

8 

9 

5,0 

4,2507 
8,S205 

1,8673  X  106 
4,0329 
8.8861 

0,23526 
11337 

5355  5  X  10-6 
24796 
11254 

1,6 

7 

8 

9 

2,0 

1,2936  X  10 

1,7993 

2,j534 

3,6996 

5,4598 

0.77306  X  10-1 
55576 
39164 
27052 
18316 

4,1 

2 
3 
4 
5 

1,9976  X  107 
4,5809 

1.0718  ;<  10» 
2,5583 
6,2297 

0,50062X10-7 
21829 

93303  X  10-8 
39088 
16052 

2.1 

2 
3 

5 

8,2269 

1,2657  X  102 
.1,9834 
3,1735 
5,1802 

0,12155 
79070  X  10-2 
50418 
31511 
19304 

4.6 

7 

8 

9 

5,0 

1,5  576  X  109 
3,9228 

1,0143X  10»o 
2,6755 
7.2005 

0,64614x10-9 
25494 

98595  X  10-10 
37376 
13888 

I 
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S  = 


2 


V- 


e^''dx,     multipliées  par    10^. 


X 

0 

i 

2 

3 

5 

5 

6 

7 

8 

9 

0,0 

0000 

0113 

0226 

0338 

0451 

0564 

0676 

0789 

0901 

1013 

1 

1125 

1236 

1348 

1459 

1569 

1680 

1790 

1900 

2009 

2118 

2 

2227 

2335 

2443 

2550 

2657 

2763 

.  2869 

2974 

3079 

3183 

3 

3286 

3389 

3491 

3593 

3694 

3794 

3893 

3992 

4090 

4187 

4 

4284 

4380 

4475 

4569 

i662 

475» 

4847 

4937 

5028 

5117 

5 

5205 

5292 

5379 

5465 

5549 

5633 

5716 

5798 

5879 

5959 

6 

6039 

6117 

6194 

6270 

6346 

6420 

6494 

6566 

6638 

6708 

7 

6778 

6847 

6914 

6981 

7047 

7112 

7175 

7238 

7300 

7361 

8 

7421 

7480 

7538 

7595 

7651 

7707 

7761 

7814 

7867 

7918 

9 

7969 

8019 

8068 

8116 

8163 

8209 

8254 

8299 

8342 

8385 

1,0 

8427 

8468 

8508 

8548 

8586 

8624 

8661 

8698 

8733 

8768 

1/1 

8802 

8835 

8868 

8900 

8931 

8961 

8991 

9020 

9048 

9076 

2 

9193 

9130 

9155 

9181 

9205 

9229 

9252 

9275 

9297 

9319 

3 

9340 

9361 

9381 

9400 

9419 

9438 

9456 

9473 

9490 

9507 

4 

9523 

9539 

9554 

9569 

9583 

9597 

9611 

9624 

9637 

9649 

5 

9661 

9673 

9684 

9695 

9706 

9716 

9726 

9736 

9745 

9755 

6 

9763 

9772 

9780 

9788 

9796 

9804 

9811 

9818 

9825 

9832 

7 

9838 

9844 

9850 

9856 

9861 

9867 

9872 

9877 

9882 

9886 

8 

9891 

9895 

9899 

9903 

9907 

9911 

9915 

9918 

9922 

9925 

9 

9928 

9931 

9934 

9937 

9939 

9942 

9944 

9947 

9949 

9951 

2,0 

1. 

9953 

Intégration  des    fonctions   rationnelles  et    irrationnelles 

du  second  degré. 


Il  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  de  cet  ouvrage  de  faire  la  théorie 
complète  de  l'intégration  des  fonctions  rationnelles  ou  irrationnelles. 
Nous  n'en  dirons  que  ce  qui  sert,  c'est-à-dire  pas  grand'chose.  Nous 
supposerons  que  le  dénominateur  est  un  polynôme  du  second  degré. 

208.  Fonctions  rationnelles  :  le  dénominateur  est  un 
polynôme  du  second  degré  dont  les  racines  sont  réelles  et 
inégales. 

On  appelle  fonction  rationnelle  le  quotient  ^[x)  \  f[x)^  de  deux 
fonctions  algébriques  entières  de  x  (§  36).  On  peut  toujours  sup- 
poser F(a?)  de  degré  moindre  que  f[x)  ;  sinon  on  effectuera  la 
division.  On  a  : 

On   est   ramené   à   une   fonction    entière    ^(x) ,    et  à   un   quotient 

o[x)  ;  f[x)    où  o  est  de  degré  moindre  que  /*. 
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Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  nous  avons  donc  à  inté- 
grer l'expression  : 

par  hypothèse,  les  nombres  a  et  b  sont  réels  et  inégaux.  Posons  : 


Ax  +  B 


[X  —  a)[x  —  D)        X  —  <i    '    .r  —  />  '  ^    ^  '  ^        \   ^  . 

a  et   (^  sont  donc  déterminés  par  deux  équations  du  premier  degré. 

On  a  :  /     ^''^'^  ^  ^log  (.r  — a),  /   -^riT^  =  g  log  (x  —  A) . 

fi^-âî^j^ rf..=| ;.iog(,r-.)];;+[giog(.-z<)];.  (i) 

Remarque. 

D'après  le  §  203,  le  champ  d'intégration  de  Xq  h  x^^  ne  doit 
contenir  ni  l'une  ni  l'autre  des  racines  a  et  h.  De  plus,  pour  que  le 
logarithme  ait  un  sens,  il  faut  qu'il  porte  sur  une  quantité  positive. 
Donc  on  écrira  dans  (1)  x  —  a  ou  a — .r,  x  —  b  ou  b  —  x, 
suivant  les  cas,  de  manière  à  avoir  une  quantité  positive.  On  en  a  le 
droit,  car  : 


I     X  —  a         J     a  —  X  ^  ^ 


log(a 


Mais  un  seul  de  ces  loç/arit/imos  est  défini.  Puisque  par  hypothèse 
le  champ  d'intégration  ne  contient  ni  Tune  ni  l'autre  des  racines,  on 
est  sûr  que  les  ditrérences  a  —  .r,  b  —  .r,  ne  changent  pas  de  signe 
dans  l'intervalle  des  limites  ();;  .*i9). 

209.  Les  racines  sont  réelles  et  égales. 

La  décomposition  précédente  n'est  plus  possible.  L'identification 
donne  en  effet  : 

oL-\-^  =  \,  —a(oL  +  '^)=^n,  B  +  aA  =  0; 

cette   dernière    condition    n'est   généralement  pas  satisfaite,    puisque 
A,  B,  a,  sont  des  quantités  arbitrairement  imposées.   Ecrivons  : 

Ar-fB  _  B  +  aA  A 

(.r  —  a)*         [x  —  a)-    '"  x  —  a  ' 

-j —  ~^  .g  dx  =  —       _ —  -f-  A  log  [x  —  a)  -[-  Constante. 


D'où  :      / 


Le  champ  d'intégration  ne  doit  pas  contenir  a.  Sous  le  signe  log, 
on  écrira  (.r  —  a)  ou  (a — x),  de  manière  à  avoir  une  quantité 
positive. 
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210.  Les  racines  sont  imaginaires. 

On  peut  alors  toujours  ramener  le  polynôme  à  la  forme  : 

On«-  Aa.  +  B       _      A(x^p)  B  +  Ap 

"•!=»•  (^  ^pY  +  y.  (a,  -pY  +  gr^   -^    (x  _  pf+(f^  ' 

On  vérifiera  immédiatement  la  relation  : 

Les   limites  d'intégration   peuvent   être    quelconques,    puisque    le 
dénominateur  de  la  quantité  sous  le  signe    /   ne  s'annule  jamais. 

211.  Intégration  des  irrationnelles  du  second  degré. 

dx 


/°.  —  Soit  à  intégrer  :         / 


\/a-\-2bx^x^ 


.       i-r-i  o 

Posons:  \/a-\-2bx-\-x^- =z  —  x,  x=z,jt_.^. 

On  trouve  aisément  : 

J  viriT^^/ ^  ^ '°"  ^'' + '^- 

Il  suffit  maintenant  de  remplacer  z  par  sa  valeur  en  x. 
En  particulier  pour    j6  =  0  : 


/ 


dx 


==:log  {x-\-\Ja-\-x'^  )  -|- Constante. 


\la  -\-  x"- 

dx 

\Ja  -j-  2bx  —  ic* 

On  pose  :         sja  -\-  2bx  —  x'^  =  V^+  b-  —  {x  —  bf  ; 
X  —  b  dx  dz 


^''.  —  Soit  à  intégrer  :  1 


\/a  +  b^  }Ja  +  2bx  —  x^         \'i 

T-,   p                    I                dx  X  —  b 

linlm  .  /    -^ —  .    „ =  arc  cos 


/ 


\/a-^2bx  —  x'-  Va  +  /)2 


Sa  4 
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On  vérifiera  par  dérivation  Tidentité  suivante 

xdx 


f 


qui,   jointe   aux  identités  trouvées    ci -dessus,  permet   d'intég-rer   les 
expressions  de  la  forme  : 


/ 


Aa-+B 


\  a  +  2bj  ±: 
4" .  —  On  vérifiera  par  dérivation  l'identité  suivante  : 


/ 


d.r 


V!^- 


FoiK* lions  liyprrtiolhiiK's. 


212.  Définition  des  fonctions  hyperboliques. 

/'.  —  Soit  l'hyperbole 
équilatère  : 

,'-,r-^\.    (1) 

Traçons  le  cercle  de 
rayon  OA  tangent  au 
sommet  A.  D'un  point Q, 
menons  la  tangente  QT  : 
elle  définit  un  angle  ^ 
(voir  ji;  184,  où  Ion  uti- 
lise sous  le  même  nom 
1  angle  complémentaire  . 
De  Q  comme  centre,  tra- 
çons la  circonférence  TP  ; 
le  point  P  où  elle  coupe 
l'ordonnée  QP  appartient 
à    l'hyperbole .    On     a    : 

tg»,       or=i. 


Fig.  160. 


coso  ' 


TQ'  =  OQ'  —  or'  =  x'—\=zy\  OQ  cos  9  =  X cos  9 r=  OT  =r  1 . 

^^   —  Exprimons   maintenant   x  et  y   en   fonction   du    double  de 
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l'aire  du  secteur  OAP  jouant  le  rôle  de  variable. 
Posons  :  u  =  2  aire  OAP . 

u  =  2  aire  O  AP  r=r  2  aire  OQP  —  2  aire  AQP  =xy--2  f  .ydx. 
du  =  xdy  —  ydx. 
Utilisons  (1)  ;  on  trouve  aisément  : 

^  «^ '  y       X        ^n~y  ^ — y 

Intégrons:  u=^\og  (x-{-y),  — u=:log(.r  —  y). 

Il  ne  faut  pas  ajoutet*  de   constantes   d'intégration,    car   on    doit 
avoir  :  ii  =  0         pour         x=:i,         ,V  =  0  • 

D'où  enfin  :  .r -\- y  =: e"" ^         x  —  yz=ze~'''\ 

X — —  2      '      y  —     ~2      • 

^".   —  Nous   trouvons  là   deux  fonctions   de  la  variable  u  qui  se 

présentent  très  fréquemment  dans  les   applications.   On  leur  donne 

les  noms  de   cosinus  hyperbolique   et   de  sinus   hyperbolique  de   u. 

Nous  écrirons  donc  : 

e"4-c-"  1 

X  =.  cosh  u  = 4î = , 

À  cos  (p 

e"  —  e~  " 
î/==sinh  «=:— ^ =  tg9, 

^^tgii»  =  ^.^^_.=sino. 
On  vérifiera  facilement  la  relation  (§  197)  : 

X         cos  (p  '  ^   ^  \  4    '    2  / 

213,  Amplitude  hyperbolique. 

/».  -  La  fonction  :        u  =  log  tg  (^  + 1),        n  ^£^^ 

a  une  importance  extrême.  Elle  se  présente  dans  toute  une  série 
d'applications,  en  particulier  dans  la  construction  des  cartes  marines 
ou  de  Mercator.  Nous  devons  donc  en  dire  quelques  mots.  Aussi 
bien,  nous  l'avons  déjà  rencontrée  ;  c'est  à  elle  que  se  réduit  l'inté- 
grale elliptique  de  première  espèce  pour  A:=l,  a  =  90°  (§  186). 
Nous  appellerons  (p  Vamplilude  hyperbolique  de  V argument  w,  et 

nous  écrirons  :  (p=:Amhiz. 


!56 
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i^".  —  Le  calcul  en  est  immédiat,  si  Ton  possède  une  table  des  tan- 
gentes naturelles  (§  58)  et  une  table  suffisamment  étendue  des 
logarithmes  naturels  (§194).  On  peut  utiliser  une  table  ordinaire  des 
tangentes  donnant  les  logarithmes  vulgaires  et  multiplier  par  2,3026 
(inverse  du  module).  La  table  du  §  i6  permet  de  passer  des  valeurs 
de  o  en  degrés  aux  valeurs  en  arcs  et  inversement. 

Par  exemple,  soit     o  =  20°;     il  faut  donc  calculer  : 


LogtgSrj- 
Autrement  on  a  : 


u  =  log  tg  55°. 
0,1548,         0,1548X2,302 
tg  55"  =  1,4281, 


0,3563, 


log  1 ,  i2  =  0,3507,         log  1 ,43   -  0,3577. 

Par  interpolation  :        log  1 ,4281  ^  0,3563. 

/^.  —  En  vertu  de  la  relation       fIu  =  (Io  '.  cos^, 

la  courbe     u  =  f(o),     est  d'abord  tangente  à  la  bissectrice  des  axes 

pour  u  =  o  =  0.  Elle 
reste  longtemps  presque 
confondue  avec  cette  bis- 
sectrice, puis  s'élève  ra- 
pidement au-dessus  d'elle 
(lig.  161). 

Pour       o=iT,:2, 

on  a  :     u  =  ^r:, 

conformément  à  ce  que 
nous  avons  démontré  au 
§  203  que  l'aire  comprise 
entre  une  hyperbole  équi- 
latère  et  son  asymptote 
est  infinie. 

La  fonction  u  n'est  défi- 
nie que  pour  les  valeurs 
de   o  comprises  entre 

-hz  '  2; 

Fig.  161.  . 

en  dehors  de  ces  limites, 
la    tangente    devient    négative,     le    logarithme    est   imaginaire. 

Pour  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  o,  la  tangente 
prend  des  valeurs  inverses;  son  logarithme  prend  des  valeurs  égales 
et  de  signes  contraires.  Cela  résulte,  du  reste,  de  la  définition  de  la 
fonction  par  l'intégrale  définie.  Nous  donnerons  donc  seulement  les 
valeurs  de  u,  quand  o  varie  de  0  à  90°. 
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214,  Fonction      w  =  logtg(  ?  -j- 9  )î      (l^s    nombres    u 


sont  multipliés  par  10  ). 

o  =  Amplitude  hyperbolique    w  =  Amhzz,      «  =  latitude    croissante. 


cp  =  Amh  u 

u 

0  =  Amh  u 

u 

0  =  Amh  u           u 

1° 

175 

31 

5695 

61 

13525 

2 

349 

32 

5901 

62 

13891 

3 

523 

33 

6108 

63 

14268 

4 

698 

34 

6317 

64 

14659 

5 

873 

35 

6529 

65 

15063 

6 

1049 

36 

6743 

66 

15485 

7 

1225 

37 

6960 

67 

.   15921 

•   8 

1401 

38 

7179 

68 

16381 

9 

1577 

39 

7402 

69 

16857 

,  10 

1754 

40 

7628 

70 

17355 

11 

1930 

41 

7860 

71 

17877 

12 

2110 

42 
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+  ^ 

Dans  la  table  précédente,  les  angles  o  sont  exprimés  en  degrés, 
les  quantités  u  en  arcs.  Dans  les  Traités  de  navigation  ,  on  exprime 
généralement  w  et  9  en   minutes   de   soixante   au  degré.    La  minute 
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est  en  effet  l'unité  usuelle  ;  à  la  surface  de  la  Terre ,  elle  correspond 
au  mille  marin  de  1851", 80  (approximativement  1852™).  Pour  passer 
de  la  table  précédente  aux  tables  des  Traités  de  navigation,  on 
divisera  les  nombres  u  par  la  longueur  de  l'arc  d'une  minute,  soit 

0,017454: 1)0  r=  0,000. 2909. 

Par   exemple,     pour       q  =  10°^600    minutes,     la    table     donne 
ur=0,1754.  En  minutes  on  a: 

u  =  0,1754:  0,000.290.9  =  0,1754X3458  =  603,1. 

215.  Propriétés  des  fonctions  hyperboliques. 
/".  —  On  vérifiera  les  relations  suivantes  soit  directement,  soit  en 
utilisant  l'amplitude  (p. 

cosh*  u  —  sinh-  z;  r=:  I  ; 

cosh  u  -j-  sinh  u  =  <?",  cosh  u  —  sinh  u  z=r  e  ~  "  ; 

cosh  ( — u)  =  coshu,         sinh  ( — u)  =  —  sinhu; 

sinhO==0,  coshOr=1,  tghO=:0; 

sinhoc=oc,  cosh  v>c  =  ;-r: ,  tgh  c/^  r=  1 . 

^°.  —  Formules  d'addition. 

cosh  [u  -\-  v)  =z  cosh  u  cosh  v  -f-  sinh  /;  sinh  v , 
sinh  iu  -\-v)  =  sinh  u  cosh  v  -\-  cosh  u  sinh  v. 
Faisons:  u  =  v,     2r,     'ir.   ...:      il  vient: 

cosh  2ii  =  cosh'  u  -\-  sinh*  u  =  2  cosh-  u  —  1=2  sinh-  u  -j-  1 
sinh  2i;  =  2  sinh  u  cosh  u , 


S*".    FORMl  LES   DK   DÉRIVATION, 

(I  sinh  u  =  cosh  u  .  du  ^         il  cosh  u  =  sinh  u  .  du\ 

d  terh  u  = ri — .         *^  cott^-h  u  =r  —      -1, 

^  cosh*  u  ^  smh*  u 

4"  Fonctions  inverses. 


j"  =  cosh  li ,  u  =  arg  cosh  x  =  log  {x  -|-V  •^"  —  ^  K 

l  1  -4-iF 

a?  =  tgh  u ,  u  =  arg  tgh  x  =  -j  log  ^±^  ,  (^*  <  1  ) , 

1  x-\-  1 

j-rzzcotghu,        U  =  arg  cotgh  X  =  ^  log  —  -^—7-,        (x*>>l), 

X  =  sinh  iz,  u  =  arg  sinh  x  =  log  (a?  -]-  \^x*  -\-^  )• 
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On  vérifiera  les  relations  : 

arffsinha:^=    /   — — =4=r,  ars;-coshir=    /    '  --^r-, 

arg-tgha:^^   j   j^^^^  arg  cotgh  a?  =  —    /   ~^^^^  . 

Les  analogies  entre  les  fonctions  hyperboliques  et  les  fonctions 
circulaires  sont  remarquables;  rien  n'est  plus  propre  que  leur  étude 
pour  comprendre  comment  s'introduisent  et  se  définissent  des  fonc- 
tions nouvelles. 

216.  Chaînette. 

/*".  —  La  chaînette  (fig.  162)  a  pour  équations  : 

y  =  h  cosh  ^ ,  dy  =  sinh  -j-  .  dx  ; 

1  -|- sinh^  -V- 1  (/.T- rr=  cosh-  -T-  .  dx~ ,         s=  h  sinh  -j- . 

Ces  relations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  : 

7    ds  dy  ^         ^ 

^  dx  '  dx  '  '' 

Menons  la  normale  BN  au  point  B,  et  la  tangente  BT.  Projetons 


le  point  E,  pied  de  l'ordonnée,  sur  ces  droites.  Les  relations   préc( 
dentés  signifient  que  : 

W=.OA  =  h:'        BGrrzarcAB==:5. 
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2".  —  Calculons  le  rayon  de  courbure  (n^  91).  On  trouve  aisé- 
ment : 

P=-y-  :  h. 

Or,  dans  les  triangles  semblables     BFE,  BEN,     on  a  : 

BE'^BF.BN;       doù:     pr=BN. 

Le  centre  de  courbure  B  et  le  point  N  sont  à  la  même  distance  du 
point  B  de  part  et  d'autre  de  la  courbe.  En  particulier,  le  point  de 
rebroussement  A'  de  la  développée  est  à  une  distance  du  som- 
met A  : 

ÀA'  =  AO  =  /i. 

3°.  —  Le  problème  pratique  ordinaire  (Voir  Mécanique,  §  178) 
consiste  à  faire  passer  une  cbaînette,  d'axe  Oi/  vertical  et  de  lon- 
gueur /,  par  deux  points  dont  la  distance  verticale  est  />  et  la  dis- 
tance horizontale  a. 

Appelons  x'  et  .r"  les  abscisses  inconnues  de  ces  deux  points;  y' 
et  y"  leurs  ordonnées,  s'  et  s"  les  arcs  comptés  à  partir  du  point  le 
plus  bas.  On  a  : 

h  =z  y'  —  y"  =  h  (  cosh  -r cosh    r-  |, 

lz=s'  —  s'  =z  hl  sinh  j  —  sinh    r  ), 

—  2  -j-  -  cosh  -T-  cosh  —. 2  sinh  -j-  sinh  -j-  ) , 

l^  _  />'^  ^  /,-.  ('—  2  +  2  cosh  "''-^^]  =  2IC-  (—  1  +  cosh  I  V 
D'où  enfin  :     /-  —  b"^  =  \h-  sinh-  ,^^- ,        \'L-  —  />-  =  2h  sinh  -^ . 


Pour  déterminer  Ji,  on  est  ramené  à  l'équation  transcendante  : 

sinh  ./•  =  Ixj:. 

Sa  résolution  ne  présente  aucune  difficulté ,  grâce  à  la  table  numé- 
rique du  ,^  218.  On  détermine  l'intersection  des  deux  courbes  : 

y^  =:  sinh  .r ,  ^2  =  ^^'^^ 

Il  suffit  de  construire  la   première  au  voisinage   du  point  d'inter- 
section dont  on  connaît  immédiatement  la  position  approchée. 
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218.  Sinus  hyperboliques 
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219.  Intégrales  usuelles. 

/  cos  ./■  (Lr  =  sin  X ,  /  siii  x  dx  =  —  cos  ./•. 

/  col- ./■(/./•=  j    j^'^  ==logsinr, 

*/•         ,  /•     dx  ,  i       • 

/    iu:x(ix=    I    — i =1011: , 

/      "  I     cot^.r  ^  cos.r 

/  \/l    I    cos  .r  f/.r  ---  2y/l  —  cos  j^  ,         j  yji  —  cos ./   ilx  ^=  —  2\/l  -|-  cos ./  . 
/     .  ,  X        sin  2x 

'      a  +T==  ^'       J    a  +  h cos ..  =  ^■^::z^.  '^'^ ^^[^ ^^  2> 


a  —  />  


r  ■''     1  , 

/  .  =:=:  lOii;  liT  X. 

I     sinxcos./'  '^   '^ 

/     fT:-^  =  "*'^'t^''  — — -aiccotgx-, 

/*        (Jx 

I     -., ■  =:  arc  sin  ./•  =  —  arc  cos  x. 

/    ^  log  a^  (/a'-  :=::    ^    (l^^^  •/•  —  y)  ,  ^    -^J^^:  =  -^  tg  0?  +  log  COS  X. 

j  X  sin  X  dx  =  —  ./•  cos  x  4-  sin  j"  , 
/  x^  cos  ;/•  (/x-  =  (r*  —  2)  sin  ./•    | -  2./-  cos  x. 


CHAPITRE  XI 
THÉORIE  DES  QUANTITÉS  COMPLEXES 


220.  Notion  d'opération  et  d'opérateur. 
Jusqu'à  présent  le  lecteur  n'a  rencontré  que  les  opérations  algé- 
briques aux(juelles  il  est  habitué  (addition,  soustraction,...  ) 
plus  ou  moins  généralisées.  Outre  son  utilité  pratique  considérable, 
la  Théorie  des  quantités  coniple.res  olîre  l'intérêt  de  généraliser  la 
NOTION  d'opération  et  d'opérateur ,  de  montrer  comment  on  construit 
une  théorie  mathématique. 

Nous  pouvons  définir  arbitrairement  des  opérations  et  les  opéra- 
teurs qui  les  produisent,  à  la  seule  condition  qu'il  //  ait  compatibilité. 
Dans  l'espèce,  tout  repose  sur  un  opérateur  que  nous  désignons  par 
la  lettre  i  et  qui,  mis  en  facteur,  jouit  de  la  propriété  de  faire  tourner 
de  90°  les  droites  du  plan.  Les  opérations  usuelles  de  l'Algèbre, 
appliquées  sans  autre  modification  que  de  remplacer  partout  i*  par 
—  1,  produisent  des  résuU;ils  tout  dilTérents  de  ceux  que  nous 
connaissons.  L'addition  devient  une  composition  suivant  la  règle  du 
parallélogramme,  la  multiplication  se  traduit  par  une  rotation,... 
L'ensemble  de  ces  résultats  très  simples  constitue  le  Calcul  des 
I  m  ai I  inaires. 

Nous  savons  par  hypothèse  ({ue  les  opérations  admises  sont  légi- 
times (ce  qui  signifie  qu'elles  ne  peuvent  pas  conduire  à  des  résultats 
contradictoires).  Nous  ferons  donc  fonctionner  la  machine  que  nous 
allons  construire  :  elle  nous  fournira  indéfiniment  des  identités  qui, 
convenablement  interprétées,  seront  autant  de  théorèmes.  Du  reste, 
nous  pourrions  établir  directement  la  plupart  d'entre  eux,  d'une 
manière  moins  élégante,  il  est  vrai. 

Le  débutant  trouvera  dans  cette  circonstance  à  la  fois  une  raison 
de  confiance  et  une  preuve  de  l'importance  du  Calcul  des  Imaginaires. 

Ce  calcul  se  rapporte  au  plan  ;  ses  opérations  peuvent  être  géné- 
ralisées pour  l'espace  :  on  obtient  alors  le  Calcul  des  Quaternions. 
Mais  elles  deviennent  plus  complexes,  et  leur  difficulté  n'est  pas  com- 
pensée par  l'importance  des  résultats.  Nous  n'en  dirons  rien. 
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En  résumé,  nous  conseillons  au  lecteur  de  chercher,  en  étudiant 
3e  Chapitre,  à  comprendre  en  quoi  consiste  une  opération  mathé- 
matique, la  part  d'arbitraire  qu'elle  renferme,  enfin  la  nature  de  la 
sertitude  qu'elle  présente,  certitude  absolue  en  un  sens,  puisqu'elle 
3st  de  définition. 


221.  Déâuition  des  quantités  complexes. 

/".  —  Dans  le  plan  soient  tracés  deux  axes  rectangulaires  Oa?,  Oy. 
Jusqu'à  présent  nous  avons  considéré  les  distances  d'un  point  P  à 
ces  axes  comme  de  même  espèce^'  nous  allons  maintenant  les  regar- 
der comme  d'espèces  différentes ,  irréductibles  les  unes  aux  autres. 
Les  distances  à  l'axe  Oy 
[abscisses)  seront  dites  ré- 
elles; les  distances  à  l'axe 
Ox  [ordonnées)  seront  dites 
imaginaires.  Le  lecteur 
voudra  bien  dès  à  présent 
donner  aux  mots  réel  et 
imaginaire^  non  leurs  sens 
vulgaires,  mais  leurs  sens 
de  définition.  Il  n'y  a  rien 
que  de  très  réel  au  sens 
vulgaire  dans  les  quantités 
imaginaires. 

t.  —  Un  point  P  du 
plan  est  défini  par  une 
quantité  complexe,  c'est-à-dire  formée  d'une  quantité  réelle  et  d'une 
quantité  imaginaire.  Pour  ne  pas  les  confondre,  nous  mettrons  la 
lettre  i  en  facteur  de  la  quantité  imaginaire.  Le  point  P  est  donc 
complètement  défini  par  la  quantité  complexe: 
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Fig.  163. 
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Nous  pouvons  convenir  que  le  même  symbole  a-^bi  représente, 
non  plus  le  point  P,  mais  le  vecteur  QP  mené  de  l'origine  au  point  P. 
Il  va  de  soi  que  les  quantités  a  et  b  sont  susceptibles  de  signes  : 
par  convention,  a  est  compté  sur  Ox  positivement  à  droite  de  0, 
négativement  à  gauche  de  0;  b  est  compté  sur  Oy  positivement  au- 
dessus  de  0,  négativement  au-dessous  de  0. 

S°.  —  Multiplier  une  quantité  réelle  par  le  facteur  i,  c'est  la  trans- 
former en  une  quantité  imaginaire  :  le  vecteur  représentatif  OA  réel 
et  positif  vient  en  OA";  le  vecteur  OC  réel  et  négatif  vient  en   OC. 

Dans  ces  deux  opérations,  on  peut  dire  que  le  facteur  i  est  un 
opérateur  qui  fait  tourner  de  90°  dans  le  sens  de  la  flèche  le  vecteur 
auquel  on  l'applique. 

Cherchons  à  quelles  conditions  cette  règle  deviendra  générale. 
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Soit  OF  un  vecteur  a~\-hi',  le  vecteur  OP  obtenu  en  faisant 
tourner  OP  de  90**  dans  le  sens  de  la  flèche ,  a  évidemment  pour 
symbole  — h-\-aL  Pour  que  la  règ-le  énoncée  soit  «générale,  nous 
devons  avoir  identiquement  : 

[a-\-  I)i)i  =  —  h-\-ai,  d'où  :  i-  =  — l. 

Nous  conviendrons  d'appliquer  aux  quantités  complexes  les  règles 
ordinaires  du  calcul  algébrique  et  de  remplacer  partout  i*  par  —  1 . 

P.  —  Le  lecteur  doit  se  garder  de  poser  i  :=  )J^—  1  .  Le  signe  i 
indique  qu'on  porte  une  quantité  réelle  dans  une  certaine  direction; 
c'est  aussi  un  opérateur  qui  fait  tourner  un  vecteur  de  90°.  Effectuer 
deux  fois  l'opération  (multiplier  par  /,  puis  encore  par  z,  ce  que, 
pour  faire  bref,  nous  énonçons  multiplier  par  i*),  c'est  donc  retour- 
ner un  vecteur,  c'est  changer  son  signe;  l'opération  i-  est  donc  iden- 
tique à  l'opération  soustractive.  Nous  n'énonçons  pas  autre  chose; 
il  n'y  a  là  rien  de  mystérieux ,  rien  d'imaginaire  au  sens  vulgaire  du 
mot. 

222.  Somme,  différence  des  quantités  complexes. 

/".  —  Pour  délinir  l'extrémité  d'un  vecteur,  nous  pouvons  utiliser 
les  coordonnées  polaires,  au  lieu  des  coordonnées  cartésiennes. 
Nous  écrivons  si/mholiquenienf  : 

OM  =  m  (cos  ;/  -|-  i  sin  a  .  (2) 

m  est  le  module,  •^J.  Yar(jument  de  la  cjuantité  complexe.  Nous  pou- 
vons supposer  m  positif;  si  m  est  négatif,  nous  remplacerons  j.  par 
(jL-j-TC,      et  par  suite  m  par    — m. 

Les  équations  (i)  et  (2i  ont  une  interprétation  remarquable  que 
nous  généraliserons. 

On  appelle  somme  géométrupie  de  deux  vecteurs  la  diagonale  du 
parallélogramme  construit  sur  ces  vecteurs:  autrement  dit,  la  résul- 
tante de  ces  vecteurs.  (3n  a  donc  l'équation  si/mbolique  : 

OM^OVr.  +  OM.. 

Les  équations  (1)  et  (2j  n'expriment  pas  autre  chose. 

i^*.  —  Soit  maintenant  deux  vecteurs      OM    et    ON     [Vig.  164  . 
Nous  poserons  : 

OM  :=  m  (cos  jA  -|-  i  sin  u.) ,  ON  =  n  (cos  v  -|-  i  sin  v) , 

ÔM+CN==0P  — (mcosi7.+ncosv)  +  i(msin;j.4-risinv)==Ol\  +  OPo^ 

La  règle  est  donc  générale  :  L'application  aux  quantités  complexes 
des  règles  d'addition  des  quantités  algébriques  ordinaires  a  pour  résul- 
tat une  addition  géométrique. 

La  généralisation  va  d'elle-même  pour  la  soustraction. 
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223.  Multiplication  des  quantités  complexes. 

On  a  : 

[m  (cos  [j.  -\-  i  sin  t^)]  \ji  (cos  v  -|-  i  sin  v)J  =m  n  [cos  jy.  cos  v  -j-  i^  sin  \j.  sin  v 

-f-  i  (sin  ;a  cos  v  +  cos  -a  sin  v)]  =  mn  [cos  (p.  -]-  v)  -\-  i  sin([x  -j-  v)], 
puisque ,   les   calculs  faits  à  la  manière  ordinaire ,  nous  devons  rem- 
placer i-  par  — 1. 

Ainsi  le  produit  de  deux  vecteurs   OM  et  ON    est  un  vecteur  OR 
dont  le  module  nin  est  le  pro- 
duit des  modules,   et  l'argu- 
ment   [J--]-^     1^     somme    des 
arguments. 

Un  vecteur  quelconque  OM 
peut  donc  être  considéré  comme 
un  opérateur  qui,  appliqué  à 
un  vecteur  0^,  le  fait  tour- 
ner dans  le  sens  positif  d'un 
angle  égal  à  son  argument,  et 
l'allonge  d'un  nombre  de  fois 
égal  à  son  module. 

On  vérifiera  immédiatement 
qu'appliquer  l'opérateur  OMau 
vecteur  ON   revient  au  même 

que  d'appliquer  l'opérateur  ON  au  vecteur  OM;  la  multiplication 
de  deux  vecteurs  est  donc  une  opération  permutative,  tout  comme  la 
multiplication  algébrique  [à  la  différence  du  Calcul  des  Quaternions). 

Cette  règle  admet  pour  cas  particulier  la  multiplication  par  i. 

Posons  :  i=ir:  t?  (cos  a-j- i  sin  a). 

L'identification  donne  :  ar=l,  a=^T:'.2.  Le  module  du  vec- 
teur i  est  1  ;  son  argument  est  t:  !  ^  ;  il  est  représenté  par  le  vec- 
teur 01.  Multiplier  un  vecteur  par  i,  c'est  le  faire  tourner  de  z  ;  2 
dans  le  sens  positif. 

224.  Division  des  quantités  complexes. 

/°.  —  La  division  d'un  vecteur  par  un  autre  découle  immédiate- 
ment de  ce  qui  précède. 

On  a  : 


Fig.  164. 


i  sm  u. 


n  cos  V 


i  sin  V 


m[cos  [X    ^ 

=rr(m  ;  n)  [cos  (ij. —  v)  -|-  i  sin  (jx  —  v)]. 

En  effet,  le  quotient  doit  être  tel  que,  multiplié  par  le  diviseur,  il 
redonne  le  dividende  :  c'est  la  définition  même  du  quotient. 

^''.  —  Quantités  conjuguées. 

Nous  arrivons  au  même  résultat  par  une  autre  méthode  fort  inté- 
ressante. 
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Considérons  les  deux  quantités  dites  conjuguées  (voir  la  note  du 
§  110)  : 

cos  V -|- t  sin  V ,  cosv  —  isinv. 

Elles  représentent  deux  vecteurs  symétriques  par  rapport  à  Ox  et 
de  module  1.  Ces  vecteurs  sont  inverses  l'un  de  l'autre;  on  a  : 

(cos  V  -j-  i  sin  v)  (cos  v  —  /  sin  v)  ==-  cos*  v  —  i-  sin*  v  =  1 . 
D'une  manière  plus  générale,   on  appelle  vecteurs   conjugués  les 
vecteurs  symétriques  par   rapport  à   Oj-,  dont  par  suite  les  modules 
sont  égaux  et  les  arguments  égaux  et  de  signes  contraires  : 

a-\-hi,         a  —  bi. 
Leur  produit  est  : 

(a  -U  M)  (a  —  bi)  —  a^  —  i'b'-  =  a«  +  />^ 

C'est  un  vecteur  couché  sur  Ox,  ce  qui  est  évident  en  vertu  du  §  223. 

,*?".  —  Ceci  posé,  diviser  par     n  (cos  v  -|-  i  sin  v) ,     c'est  évidemment 

1 
multiplier  par  — (cosv  —  /sinv). 

On  a  donc  : 

m  (cos  !j.  +  f  sin  u)         m  ,  ,    .    .      >  ,  ... 

,  V    = — icos  a-l- isin  v)   cos  V  —  (smv) 

n  (cos  V  -|-  i  sm  v)  n    ^        »     '  >  ^  ' 

=  -^  [cos  (  ti.  —  v)  +  /  sin  (a  —  v) J .        • 

Diviser  par  un  vecteur  de  module  n  et  d'argument  v,  c'est  faire 
tourner  le  vecteur  dividende  de  l'angle  v  dans  le  sens  négatif,  et 
raccourcir  son  module  dans  le  rapport  de  ai  à  1. 

4''.  -  On  retrouve  les  mêmes  résultats  en  mettant  les  quantités 
complexes  sous  la  première  forme.  Pour  la  multiplication,  on  a  : 

(a  +  ib)  [c  +  id)  =  (ac  —  bd)  -\-  i  {ad  +  bc). 
Les  modules  des  quantités  données  sont  : 

m  =  \  a'  -j-  b-  :  n  =  y  c*  +  d*  • 

Le  module  du  produit  est  : 

y/(âc  —  bdf-{-{ad  -fbcY  =  y/â}c^  +  d^b*'-fa*d^^b^d' 
—  \'Ja*-^h*)l^^^^^ 
Les  arguments  des  quantités  données  sont  : 

jx  =  arctg(Z>  :  a),         v  =  arctg((/ ;  c). 
L'argument  du  produit  est  : 

Sivcig  [{ad -\- bc)  :  {ac  —  />(/)]  =  ij.-|-v, 

comme  on  le  vérifiera  en  appliquant  la  formule  du  §  60. 
5".  —  Passons  à  la  division  : 

^r+jb  _  (a -M/Ojc_— JJ)  _  (ac-^bd)  +  i{bc  —  ad) 
c4-id~~{c-\-id){c  —  id)~~    '  c^  +  d^  • 
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On  vérifiera  que  le  module  du  quotient  est  bien  égal  au  quotient 
des  modules,  et  son  argument  égal  à  la  différence  des  arguments. 

225.  Formule  de  Moivre. 

Élever  à  la  puissance  m,  c'est  multiplier  m  fois  l'unité  par  la  quan- 
tité donnée.  Les  règles  de  la  multiplication  sont  connues;  les  règles 
de  l'élévation  aux  puissances  s'en  déduisent  immédiatement.  On  a  : 

(cos  X  -\-  i  sin  x)"'  =  cos  mx  -\-  i  sin  mx. 

Identifions  dans  les  deux  membres  les  quantités  réelles  et  les  quan- 
tités imaginaires,   après  avoir  développé  par  la  formule  du  binôme. 


Il  vient  : 

cos  mx  =  cos'"  X  — 

m(m — 1)         „^    .,       -21 
— \ — T) — -  cos"* ~ -  X  sm^ x-\-  ... 
1.2                                    ' 

sin  mx=^ 

— j-  cos"*  ~  ^  X  sin  X  — 
1 

mim—i)  [m  — 2)         „^    „       . 
-  — ^ — f- 1-3 ^  cos"*  -  ^  ^  SI 

cosmx  et  sinmx  s'expriment  donc  en  fonction  rationnelle  de  sina; 
et  cos^. 

cos  mx  pe  contenant  que  des  puissances  paires  de  sin  a?,  s'exprime 
rationnellement  en  fonction  de  cos.r.  Au  contraire,  sin  m.r  ne 
s'exprime  rationnellement  en  fonction  de   sin  x   que  si  m  est  impair. 

En  particulier,  on  a  : 

cos  2x  =  cos-  X  —  sin-x,  sin  2j?  =  2  cos  x  sin  x  ; 

cos  3iP  =:  cos^  X  —  3  cos  X  sin-  x^       sin  3.r  =  3  cos^  x  sin  x  —  sin^  x  ; 

cos  htx  =z  cos*^  X  —  6  cos-  X  sin^  x  -\-  sin^  x , 

sin  4a7  =  4  cos^  x  sin  .x  —  4  cos  x  sin^  x. 

Ces  formules  peuvent  s'établir  sans  employer  les  imaginaires, 
mais  d'une  manière  moins  élégante. 

226.  Développement  des  puissances  du  sinus  ou  du 
cosinus.  Application  :  résolution  de  l'équation  du  troisième 
degré. 

Posons  :      u^=cosx-\-isinx,       v=:zcosx — Ismx. 

u  et  V  sont  conjuguées  :     uv  =  1 .     On  tire  de  là  : 

2cosx  =  u-\-v,  2is,mx=u  —  v. 

D'où  :     2"*  cos''*  X  =  {u  -\-  u)"*,         (2i)"*  sin'"  x  =  {u  —  u)"*. 

Ces  formules  contiennent  la  solution  du  problème.  Nous  ne  cher- 
cherons pas  les  expressions  générales  de  cos"'ic  et  de  sin"*  a?  qui  n'ont 
aucun  intérêt.  Nous  ferons  seulement  le  calcul  pour  les  valeurs  les 
plus  simples  de  m. 
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On  a  :      u^  =z cos px -\- i  sin px ,        if  =  cospx — isinpx; 

u^-\-v^  =  2  cos  px ,  u^  —  v^  =  2i  sin  px. 

i\  —  m  =  4. 
i 6  cos*  X  =  u'^  +  t^*  +  ^uH^  -\-  h^v^u  +  iw^u^  =  2  cos  4.r  +  8  cos  2x  -j-  6, 
8  cos*  x  =  cos  ix-\-  Ik  cos  2x-{-3', 
1 6  sin*  X  =  w*  -|-  v''  —  kii^v  —  iv^ii  -\-  ^v'^u"  =  2  cos  ix  —  8  cos  2x  -|-  6, 
8  sin*  X  =  cos  4ir  —  4  cos  '2x  -|-  l\. 

8  cos^  x=zu^  -^v^-\-  Su^v  -|-  3r-//  =  2  cos  3^-  -[-  ^  cos  2x^ 
4  cos^  .r  =  cos  Sx  -\-  3  cos  x  ; 
—  i  8  sin  '  r  :^  u^  —  v'^  -\-  liv^u  —  3?/-r  =  2/  sin  3.r  —  6/  sin  .r, 
4  sin^  ./■  =  —  sin  3x  -|-  3  sin  ./•. 

4  cos^  X  =  u-  -\-  ?'-  -j-  2iiv  —  2  cos  2.A  -|-  2,     2  cos-  x  =rr  cos  2x  -\-\  ; 
—  4  sin-  X  =  z/-  -|-  t'-  —  2//Î'  r^  2  cos  2x  —  2,     2  sin-  ./•  =  —  cos  2x-{-{. 
4°.   —   Application   :  »u:soij  tion  di:   i/koiation     x^  ~\~ px -\- q  t=  Çs ^ 

DANS     LE     CAS     OL     LES     THOIS     UACINKS     SONT     HÉIXLES     (  CAS     IKRÉDUCTIBIJ:) 

(comparer  au  .^  371). 

Supposons  />  négatif  et  y  assez  petit,  c<»ndition  que  nous  montre- 
rons nécessaire  pour  que  les  trois  racines  soient  réelles.  Ecrivons  donc  : 

.r:._p.r-j-r/=:rO.  '  (i) 


1^ osons  : 


=  2^/4^.  es,,  y  =  -2y^.cos:ia.  (2) 


La  seconde  équation  délinit  l'angle  3a  par  son  cosinus  ;  la  pre- 
mière donne  x.  En  substituant  les  valeurs  de  x  et  de  y  dans  Téqua- 
tion  (1),  on  trouve  une  identité  en  vertu  du  t^**. 

Pour  que  Tangle  3a  soit  réel,  on  doit  avoir  : 

cos^  3a  <  1 ,  21q-  —  4P3 r=  27r/-  +  4/>3  <  0 . 

L'angle   3a,    n'étant  délini  que  par  son  cosinus,  a  une  inlinité  de 
valeurs  (§  50).  On  vérifiera  que,  pour  ces  valeurs,   cos  a  prend  trois 
valeurs  généralement  difTérentes  et  trois  seulement. 
Voici  un  exemple  simple  pour  fixer  les  idées. 
Soit  : 

rr^  — 3x  +  2  =  0;  P  =  3,  q  =  2:  cos3:t  =  — 1. 

On  peut  prendre  : 

3a  =  7:,  :z=:z  :  3,  .r  =  2cosa=l; 

3a=37:,        a  =  z,  x=rrz  —  2; 

3ar=zr)r,        a  =  57::3,        ^=1. 
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Ainsi  Féquation  admet  la  racine  double   .r  =  1 ,  et  la  racine  simple 
—  2,    ce  qu'on  vérifiera  par  substitution. 

227.  Équations  binômes;  extraction  des  racines  d'une 
quantité  complexe. 

i°.  —  Soit  k  résoudre  l'équatiou  : 


r"*  =  cos  a  -]-  i  sin  a ,  .r  =  \/cos  a  -|-  i  sin  a  . 

Par  définition,  il  faut  trouver  un  vecteur  OR  qui,  élevé  à  la  puis- 
iance  m,  reproduise  le  vecteur  donné  OP ,  de  module  1  et  d'argu- 
ment a  (%.  165).  Je  dis 
qu'il  en  existe  m  différents, 
de  module  1  et  dont  les  ar- 
guments      f]/o,     'i/i,     ...  'l)m-,  , 

rentrent  dans  la  formule  : 


=-^--  + 


2kT. 


Fig.  165. 


En  effet,  élevé  à  la  puis- 
sance m ,  le  vecteur  de  mo- 
dule i  et  d'arg-ument  ^^., 
donne  un  vecteur  de  mo- 
dule 1  et  d'argument  : 

mà,,=::QL-\-2k7: , 
qui    se    confond    avec     le 
vecteur    donné     OP . 

La  figure  165  suppose     ni=3. 

^°.  —  Soit  l'équation  :      r'"  r=  p  (cos  a  -\-  i  sin  x). 

On  peut   toujours   supposer   p   positif  (§  222,  /"),   en   choisissant 
convenablement  l'angle  a.  On  a  pour  solutions  : 

m 

%•  ==  Vp  (cos6  ,.  -f-  i  sin  ^i)  ; 

m 

\/p    est  la  racine  m*^^*'  arithmétique  de  p. 

228.  Équation  du  second  degré. 

/".  —  Soit  à  résoudre  Féquation  où  p  et  q  sont  réels  : 


Les  racines  sont  :     3  = 


vî- 


y  ' 


Portons  sur  Ox  (fig.  166)  une  longueur  OB  =  — p  \  2  (nous 
supposons  /)  <C  0  et  nous  le  laisserons  invariable  dans  notre  dis- 
cussion). 

Tant  que  les  racines  sont  réelles  (c'est-à-dire  tant  que  q  est  néga- 
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tif,  OU  positif  et  assez  petit) ,  elles  sont  représentées  par  des  vecteurs 
Olr*  et  OP  qui  aboutissent  à  deux  points  P  et  F'  situés  sur  Ox  et 
équidistants  de  B. 

Si  p-  —  47  =  0,  les  points  P  et  P'  se  confondent  avec  B;  les 
racines  sont  égales. 

5°.  —  Supposons  enfin  />-  —  4(7<C0;  les  racines  sont  imagi- 
naires. 


Écrivons  : 


\/' 


Pi 
"4  • 


q  est  positif;  prenons  0C  =  v/<7  •  «le  dis  que  z  est  représenté  par 
Tun  ou  Tautre  vecteur  ()A,  ÛA  .  En  effet,  la  partie  réelle  de  ces 
vecteurs  est      DB  =  —  />  !  2  ;     la  partie  imaginaire  est  : 

BÂ    ou    BÂ7  ^  — BA. 

On  a  :  

(TA^'  =  DB^'  +  ÂB^ ;  ÀB  =  \/( ) A^  —  OW=\Jq  —  ^  . 

Ainsi    les    deux    racines    ont    le    module    \Jq    indépendant    de  p. 

L'angle  a  qu'elles 
font  de  part  et  d'autre 
de  Ox,  est  donné  par 
la  relation   : 

cosa  =  — p  ;  2\lq  . 

."?'*.  —  Montrons  di- 
rectement que  le  vec- 
teur OA  est  une  ra- 
cine de  l'équation. 
L'équation  symbo- 
lique : 

exprime  que  la  résul- 
tante des  trois  vec- 
teurs 3^,  pz,  7,  est 
nulle. 

Construisons-les. 

Le  vecteur  repré- 
sentatif de  q  est  00. 

On  a  :  n\oà.  z  =  yjq  ,  mod.;;-=ry. 

Puisque  z  fait  l'angle  a  avec  Oa?,  z^  fait  l'angle  2a.  Donc  le  vecteur 
représentatif  de  3-  est  OF . 

p  étant  réel,  le  vecteur  représentatif  de  pz  a  la  même  direction 
que  le  vecteur  z.  Nous  avons  supposé     /><lO;     donc  pz  est  dirigé 


s/ 

-__F_ 

Ë 

'       f           0 

/ 

3V\    / 

\    \  ^'/^ 

\.          B 

cm         P   • 
a'      / 

/ 

•^ 

'^^ 

^^-"^ 

OA  =  -.  OF  =  .'2  ; 

0E  =  —  p-,  Ç>G=pz\ 

0Â  =  — p:'2;       ÔC  =  V/'/. 
Fig.  166. 
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suivant  OG.  Evaluons  sa  grandeur.  Construisons  le  parallélogramme 
OFED;  évaluons  la  longueur  OK.    On  a  : 

longueur  C)E=:2  .  0H  =  2y  cosa=: — p\Jq. 
vecteur  OE=r: — pz;       d'où;       vecteur  OG=r=  —  vecteur  OE=:/)z. 

Les  trois  vecteurs  OF,  DD,'0G,  s'équilibrent:  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Remarque.  —  Il  faut  soigneusement  distinguer  la  longueur  OË, 
par  exemple,  du  vecteur  OE.  La  longueur  ÔË  est  considérée  indé- 
pendamment de  sa  direction;  c'est  une  quantité  réelle.  Le  vecteur  OE 
est  défini  en  longueur  et  en  direction;  c'est  une  quantité  complexe. 

4°.  —  Si  ^  croît,  p  restant  invariable,  les  racines  sont  données  par 
les  intersections  de  la  droite  invariable  A  avec  un  cercle  de  centre  O 
et  de  rayon  \lq  .  Si  q  devient  extrêmement  grand,  les  racines  sont 
très  approximativement  dirigées  suivant  0?/. 

229.  Généralisation  :  théorème  de  d'Alembert. 

/".  —  Généralisons  d'abord  pour  l'équation  du  2^  degré.  Nous  sup- 
posons dans  ce  qui  précède  que  p  et  q  sont  réels.  Si  p  et  q  sont  com- 
plexes, on  démontre  immédiatement  qu'il  existe  encore  deux  racines  : 
on  peut  trouver  deux  vecteurs  tels  qu'utilisant  l'un  ou  l'autre,  la 
résultante  des  trois  vecteurs  s-,  pz^  y,  est  nulle.  Toutefois,  si  p  et  q 
ne  sont  pas  réels,  les  racines  ne  sont  plus  conjuguées^'  elles  ne  sont 
plus  de  la  forme     a  +  bi. 

;^°.  —  Passons  au  cas  le  plus  général. 

On  démontre   qu'une  équation  de  degré  m  : 
A2'"  +  B2"'-^-f-...  =  0, 
dont  les  coefficients     A,  B,  ...     sont  réels  ou  complexes,  admet  ni 
racines  réelles  ou  complexes.  C'est  dire  qu'il  existe  m  vecteurs  tels 
quen   utilisant   l'un  d'eux,   les  vecteurs     A:;"*,    Bz.'""^      ...   ont  une 
résultante  nulle. 

Si  les  coefficients  A,  B,  ...  sont  réels,  les  racines  sont  conju- 
guées deux  par  deux  (de  la  forme  a^f^Z^j);  les  vecteurs  représen- 
tatifs des  racines  sont  deux  par  deux  symétriques  par  rapport  à  Taxe 
des  quantités  réelles. 

Nous  retrouvons  les  propositions  des  §,§  39  et  suivants.  Puisque  les 
racines  imaginaires  vont  deux  par  deux,  toute  équation  de  degré 
impair  à  coefficients  réels  a  certainement  un  nombre  impair  de 
racines  réelles;  toute  équation  de  degré  pair  à  coefficients  réels  a 
certainement  un  nombre  pair  de  racines  réelles. 

3".  —  Enfin  on  démontre  la  proposition  connexe  :  Tout  polynôme 
de  degré  m  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  est  décomposable 
d'une  seule  manière  en  m  facteurs  du  premier  degré  de  la  forme 
z  —  {a-\-bi)\  la  quantité  complexe  a-f-bi  est  une  des  racines  du 
polynôme  égalé  à  zéro  (§  40). 

Coui's  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  IS 
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Précisons  le  sens  de  cette  proposition  sur  le  polynôme  du  second 
degrv  :  z^-  -\-  6s  -'^  25  =  {z  -\-  3  —  ii)  (z  +  3  +  4i;. 

Les  racines  du  polynôme  égalé  à  zéro  sont  représentées  par 
les  vecteurs      OA,   OA',     symétriques  par  rapport  à    Ox  ffig.   167'. 

Soit  un  vecteur  arbitrairement  choisi       z  =  07j.     On  a  : 

ÔB  =6T-\-1B  r^OZ  — OA  =2  +  3  —  4/, 

OB'  =  OZ  +  ZF  ==  0 Z  —  OÂ  =r  3  +  3  -[-  t /  ; 

DÂ  =  —  3  -[-  ïi ,  OA'  =  —  3  —  4/. 

Les  additions  et  soustractions  sont  géométriques. 
La  proposition  énoncée  si«^niiie  que  le  vecteur,  produit  des  vecteurs 

OB,  OF,  est  la  ré- 
sultante des  trois  vec- 
teurs z-,  pz,  y,  où 
z  est  le  vecteur  OZ 
arbitrairement  choisi. 
Nous  énonçons  ces 
propositions  (dont  le 
plan  de  cet  ouvrage 
nous  interdit  la  dé- 
monstration), d'abord 
pour  généraliser  les 
idées,  surtout  pour 
habituer  le  lecteur  i\ 
l'emploi  des  imagi- 
naires dont  le  rôle 
d'outil  augmente  tous  les  jours.  Le  lecteur  les  vérifiera  sur  les  équa- 
tions binômes  (^  227)  pour  lesquelles  les  racines  sont  immédiatement 
calculables. 

230.  Exponentielle  d'une  quantité  complexe. 

1".  —  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  pas   attribué  de  sens  au  syn; 
bole     e^%     où  x  est  une  quantité  réelle.  Nous  sommes  libres  évidem- 
ment de  nos  définitions;  mais  cette  liberté  disparaît  si  nous  posons 
que  les  règles  du  calcul  des  exponentielles  réelles  doivent  s  appliquer 
aux  exponentielles  complexes . 

Montrons  que  nous  sommes  obligés  d'écrire  : 

e"  =  cos  X  -{-  i  sin  x.  (  1  ) 

Nous  vérifions  d'abord  la  règle  de  multiplication  (et  par  suite 
de  division,  d'élévation  aux  puissances,  d'extraction  déracines. 
On  a  conformément  à  l'équation  (1)  : 

e^  .  e*"  =:  e*^'  ^  "^  =  (cos  x  -|-  i  sin  .r)  (cos  //  -[-  ^  sin  y) 

=:  cos  {x-{-y)-\-i  sin  {x^y  . 
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'2°.  —  Mais  nous  savons  que  la  propriété  fondamentale  des  expo- 
nentielles est  la  conséquence  de  Féquation  dillerentielle  qui  les  définit. 
Voyons  ce  que  devient  celle-ci  dans  le  cas  des  quantités  complexes. 
Pour  les  quantités  réelles,  on  a  : 

de'^  =  ae'''  dx,,      où  a  est  réel. 

Les  opérations  algébriques  restant  les  mêmes  (pa?^  convention) 
pour  les  quantités  complexes  que  pour  les  quantités  réelles,  les 
règles  de  dérivation  demeurent  inaltérées,  puisque  dériver  revient  à 
effectuer  une  différence,  puis  un  quotient. 

On  aura  donc  pour  les  quantités  complexes  : 

de''  =  ie"  dx , 
ce  qui  est  conforme  à  l'équation  (1),  puisque  : 

d  (cos  X  -\-  i  sin  x)  =  ( —  sin  x  -j-  i  cos  x)  dx  =  i  (cos  x  -j-  i  sin  x)  dx. 

Les  deux  fonctions  qu'identifie  l'équation  (1),  auront  donc  toujours 
même  dérivée.  Elles  sont  égales  entre  elles  pour  .r  =  0  ;  elles  seront 
donc  toujours  égales.  En  définitive^  si  nous  voulons  donner  un  sens  au 
symbole     e%     ce  ne  peut  être  que  celui  défini  par  la  relation  (1). 

Remarque  1. 

La  fonction  e''  est  périodique  et  de  période  2t..  On  a  en  par- 
ticulier (traduire  le  symbole  exp.   par  exponentielle)  :     , 


exp  [i  'Àfi-iz)  =  1 ,  exp  f  i  2k7:  -j-  i  -^ 

exp  (^2/1-^;-^  i-)  =  —  L  exp(  i2A:'jî-|-/-^j  =  — i. 

Remarque  II. 

Toute  quantité  complexe  peut  se  mettre  sous  les  formes  équiva- 
lentes, où  a  et  [i  sont  supposées  réelles  : 

gPgia  _  ^p  +  ia  _  .  (cos  a  +  i  sin  a)  =  a -f- />i  ; 

Nous  avons  dit  qu'on  peut  toujours  prendre  p  positif;  son  loga- 
rithme est  donc  parfaitement  défini. 

231.  Logarithme  d'une  quantité  complexe. 

Le  paragraphe  précédent  ramène  l'exponentielle  d'une  quantité 
complexe  à  la  forme  a-\-bi,  c'est-à-dire  définit  l'exponentielle 
d'une  quantité  complexe,  nous  permet  de  représenter  sa  valeur  sur 
le  plan.  Nous  avons  : 

eP  +  ia  ^  gPgta  ^^j^j^i^  ^P(cos  a  -L  i  sin  a) .  (1  ) 

Pour  définir  le  logarithme  d'une  quantité  complexe,  nous  pose- 
rons :  p_|_^-^^log(^_|_^-) 
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Or  on  a  par  identification  des  équations  (1)  : 

1 


e^  =  v^a^  +  />%  i3  =r  lo^-  ^a^-  +  />^  .=  -^  log  (a^  +  b^) . 

a  .  b 

a  est  défini  sans  ambiguïté  par  son  cosinus  et  son  sinus,  le  radical 
devant  être  pris  avec  le  signe  -[-;  a  est  donc  défini  à  2kT.  près,  où  A: 
est  entier.  Appelons  a  une  valeur  possible;  il  vient  en  définitive  : 

log  {a  +  bi)  =  \  lo-  (a'  +  />M  +  /  {2kT.  +  a). 

Une  quantité  quelconque,  serait-elle  positive^  a  donc  une  infinité  de 
logarithmes,  puisque  le  nombre  entier  k  reste  arbitraire;  posant 
A:=:0,     on  retrouve  le  logarithme  ordinaire.  En  particulier  : 

log  1  ==/  .  2/fz,  log(—  [)  =  i[2k-\-i)T., 

log  (—  a)  :=  log  a  4-  log  (—  i)  =r  log  a  -j-  t  (2/f  +  1  )::. 
Ainsi  sont  introduits  les  logarithmes  des  quantités  négatives. 
232.  Fonctions  circulaires  d'une  quantité  complexe. 

/".  —  (Comparons  les  lormulcs  : 

ces  X  = ^ '  ^"^  •^-  =         2i '  tg  ^  =  t(e"^-i,e-")  ' 

aux  formules  qui  définissent  les  fonctions  hyperboliques  (^  212)  : 
c'  4-  ^'    "^  .    ,  e''  —  ^  "'  ,  e"  —  p  "' 

COSll  .V  = Tj ,  SHHl  X  =: ^ ,  tgh  X  =z 


2         '  '^c'"'-—  e'-t-e-*  • 

Les  fonctions  hyperbolicjues,  étant  composées  d'exponentielles, 
sont  définies  pour  des  valeurs  complexes  de  la  variable  (§  230); 
nous  pouvons  donc  remplacer  x  par  ix  dans  le  second  groupe  de  for- 
mules. Le  comparant  alors  au  premier,  il  vient  : 

cos  J7  =  cosh /.r ,  i  sin  .r  —  sinh /.r ,  iig  x  =  igh  ix. 

^°.  —  Admettons  la  (jénéraiUé  de  ces  formules;  appliquons-les  à 
une  quantité  x  purement  imaginaire.  Remplaçons  x  par  ix. 

cos  ix  =  cosh  i^x  =  cosh  ( —  x)  =  cosh  x , 
i  sin  ix  =  sinh  i'^x  =  sinh  ( —  x)  =  —  sinh  x ,        sin  ix  =  i  sinh  x  ; 

tg  ix  =  sin  ix  ',  cos  ix  =  i  tgh  x. 
3"".  —  Généralisons  pour  une  quantité  complexe  quelconque  : 
sin  [x  -\-  iy)  =  sin  x  cos  iy  -|-  cos  x  sin  iy  =z  sin  .r  cosh  y  -\-  i  cos  a?  sinh  ?/. 
cos  {x  -[-  iy)  =  cos  X  cos  iy  —  sin  j:-  sin  iy  =  cos  j:  cosh  î/  — -  i  sin  x  sinh  y . 
Ainsi  les  fonctions  circulaires  des  quantités  complexes  sont  rame- 
nées à  la  forme  a  ~[-  bi ,  par  suite  deviennent  représentables  par  un 
point  du  plan. 
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233.  Arcs  en  progression  arithmétique. 

Soit  à  calculer  les  sommes  : 

Sir=cosa-f-[^cos(a  +  ^)+...  +  p'""^  cos  [a  +  (m  —  1)S], 

S2  =  sin  a  +  .3sin  (a  +  5)  +  ...  -f  ^'"-^sin  [a  +  (m  — 1)3], 

de   m  cosinus  ou  sinus  dont  les  arcs  sont  en  progression  arithmé- 
tique, et  dont  les  coefficients  sont  en  progression  géométrique. 


Pour  cela ,  calculons  la  somme  : 


2^128  _j_        4_  gm  —  1  ei{m  —  !  )5" 


La  quantité  entre  crochets  est  une  progression  géométrique. 
Une  formule  élémentaire  (§  24S)  donne  : 

A  omJmB 

Il  suffit  d'identifier  dans  les  deux  membres  les  quantités  réelles 
et  les  quantités  imaginaires.  Pour  éviter  les  calculs  inutiles,  nous  ne 
traiterons  que  deux  cas  particuliers. 

i°.  —  [3  est  positif  et  petit.  Quel  que  soit  m  (pourvu  qu'il  soit 
assez  grand),  on  ne  commet  qu'une  erreur  insignifiante  en  posant 
g^r^rrO.      D'où  aisément  : 

ç,, (1  —  ^  cos  S)  cos  a  —  3  si n  ^  sin  a 

^  ~  1  +  ^''^-^^'c^'i  ' 

^, (1  —  P  cos  B)  sin  a  -f-  3  sin  S  cos  a  ,^y. 

^'  —  l-]-[i^  — 2^coso  ~~  •  ^^^ 

Dans  les  applications  optiques,  on  utilise  la  somme  des  carrés 
des  coefficients  de  cos  a  et  de  sin  a  dans  les  deux  expressions  pré- 
cédentes.  Evidemment  la  même  pour     S'^  et  S^,     elle  est  égale  à  : 

1  :'(i-f  .3^  — 2(3cosa). 

^°.  —  Le  second  cas  intéressant  est  celui  où  le  nombre  des  termes 
est  quelconque,  mais  où  l'on  a  ^  =  \.  Nous  avons  affaire  à  une 
série  d'arcs  en  progression  arithmétique  : 

S=e'''~ ■     — e'""—- -- 

1 e^^  e^^ 1    ' 

On  met  cette  expression  aisément  sous  les  formes  : 

s  =  exp  i  1^^  +  ____  sj  1^ exp  ^ exp  {-    -g-j J 

:    exp  ~  —  exp  (—  -^j  ; 

S  =  [cos  [a  +  -'"--!,)  +.  i  sin  («  +  -  -I5)]   [sin  -f  ;  s.n  |J  . 
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Séparant  les  quantités  réelles  des  imaginaires,  on  a  : 

^               /          m  — 1     \r  .     mo   .    .     c~| 
bi  =  cos  I  a  -^ ô 0  1    sin    ,j    .  sin  -^    , 

^2  =  sin  ^  a  -| g s  I    sin    2     •  sm  ^    • 

En  particulier  si     a  ==  0 ,     on  a  : 

S'i  =  1  -j-  cos  ô  -|-  . . .  -[-  cos  [m  —  1  )c , 
S';=0  4-sin  a+...  +  sinfm  — 1)S. 

bi  =  4^     1  -]-  sin        T/  -   -  0  .  sm  -^    , 


S" —  — 


cos-g- 


lim 


cos 


.  sin  . 


Krppéseiitalioii  ronfonno. 


234.     Fonction     des     quantités     constitutives    d'une 
variable    complexe. 

/".  —  Tout  point   A  (lu   plan  ./()?/   est  délini  par  ses  coordonnées 

cartésiennes     :       .r,     y, 


y 

r 

,r.,y 

N^ 

jH 

M 

cLc 

JC 

/*,    a. 


ou  polaires   : 

On  j)eut  aussi  bien  le  consi- 
dérer comme  défini  par  la  quan- 
tité complexe  (fig.  168^: 
z=:j-\-iy=:r (cos  2-\-  /sina). 

Quand  le  point  se  promène 
sur  une  courbe  MN.  la  quan- 
tité complexe  varie.  En  parti- 
culier, du  point  A  au  point 
voisin  H,  elle  augmente  de  : 

dz^XB=ÂC  +  CB, 

liz  =-^  dx  f-  idy . 

Cette  différentielle  repré- 
sente ^  d'après  nos  conventions,  non  pas  l'arc  de  courbe,  mais  la 
corde.   Du  point  A  au  point  N  quelconque,   on  a  : 

r  dz  =  (on;  —  Oâ;)  -f  /(on:  —  OA^)  ^-  corde  AN. 

D'où  cette  proposition  fondamentale,  du  reste  évidente  :  quand  on 
passe  d'un  point  à  l'autre  du  plan,  la  variable  z  subit  une  variation 
indépendante  du  chemin  parcouru. 

9°.  —  Considérons  un  second  plan  que  nous  appellerons  plan  des  w\ 
posons  :  w  =  (^ -\-  i'I  =  ^  (cos  0  -j-  i  sin  6) . 


A, 


Kig.  16H. 
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o  et  ^  sont  des  quantités  réelles.  Chacun  des  points  du  plan  iv  est 
défini  par  une  valeur  de  7v,  c'est-à-dire  par  une  valeur  de  o  et  une 
valeur  de  'J;  (fig.  169). 

Il   s'agit  de   relier  les  points  du  plan  z  aux  points  du  plan  w. 

;i".  —  On  pourrait  prendre  pour  o  et  •!>  des  fonctions  arbitraires 
de  .T  et  de  y  ;  la  correspondance  entre  les  points  des  deux  plans 
serait  parfaitement  déterminée.  A  une  courbe  Z  du  plan  z  corres- 
pondrait une  courbe  W  du  plan  iv. 

Pour  fixer  les  idées  par  un  exemple,  soit  la  correspondance  : 

A.  —  Considérons,  dans  le  plan;:,  les  droites  passant  par  l'orig-ine  : 
y  =  a,T.  Cherchons  les  courbes  conjuguées  dans  le  plan  iv.  On  a  : 

o  =  .T,         'i)  =  2ax;         'li  =  2ao. 

ce  sont  des  droites  passant  par  l'origine  du  plan  w. 

B.  -  Considérons,  dans  le  plan  s,  les  cercles  :     y~-\-x-=  R-. 
Dans  le  plan  u\  les  courbes  correspondantes  sont  les  ellipses  : 

.r--f  4o-  — 4R^ 

Et  ainsi  de  suite. 

4".  —  Mais  quand  q  et  0;  sont  choisies  arbitrairement,  il  n'existe 
pas  entre  les  courbes  Z  et  les  courbes  W  de  relation  intéressante. 
Aussi  se  borne-t-on  à  considérer  des  correspondances  plus  particu- 
lières, mais  d'intérêt  fondamental. 


235.  Existence  d'une  dérivée. 

—  Supposons  que  le  rapport     div  ;  d: 


ait  une  valeur  complexe 


u;  =  ^riip 


bien  déterminée  pour  tout  point  A   du  plan  z,  par  suite  pour  tout 

point    A'    correspondant   du    plan    w.    Étudions  les    propriétés    des 

correspondances  jouissant  de  cette  propriété  (fig.  169). 

Poser  :  dv>z=dz  .  sicosc 


i  sin  c 
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c'est  dire  qu'on  obtiendra  le  vecteur  A'B'=  c/ir,  à  partir  du  vec- 
teur ABr=:(/2,  en  multipliant  le  module  de  ce  dernier  par  s,  et 
en  augmentant  son  argument  de  l'arc  7. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'extrémité  B  du  vecteur  dz  décrit  une  cir- 
conférence de  centre  A,  l'extrémité  B'  du  vecteur  div  décrit  une  cir- 
conférence de  centre  A',  et  avec  la  même  vitesse  angulaire. 

En  effet,  5  et  7  ne  dépendent  par  hypothèse  que  du  point  A  et  non 
de  la  direction  AB  considérée. 

Soit  :     dz  =  m  (cos  ;j.  -|-  i  sin  |j,) ,       div  =  n  (cos  v  -|-  i  sin  v) . 

On  doit  avoir  :        dw  =:  dz  .  s  f  cos  c  -\-  i  sin  a) ,       ce  qui  implique  : 

n  --=^  ms ,  V  =  •/  -|-  7. 

i^".  —  Considérons  maintenant  deux  accroissements  AB,  AC,  de 
dz    à    partir   du    même    point   A.    Il    leur   correspond   pour   tv   deux 

accroissements     A'B',    A'(y ,     à  partir  du  point  A'.  On  a  : 

vi  =^  ij'i  +  7 ,       ^  =  y-  +  ^  ;       vi  —  V  =  (7-,  —  jj.. 

Donc  à  deux  courbes  quelconques  qui  se  coupent  en  A  dans  le 
plan  z  sous  un  certain  ant/le,  correspondent  dans  le  plan  w  deux 
courbes  qui  se  coupent  en  A'  conjugué  de  A  sous   le   même  angle. 

Les  figures  formées  dans  les  deux  plans  par  deux  systèmes  de 
points  conjugués  sont  semblables  dans  leurs  éléments  infiniment  petits. 

C'est  à  cette  propriété  que  les  modes  de  correspondance  ici  étudiés 
doivent  leur  nom  de  représentation  conforme. 

236.  Représentation  conforme.  Fonctions  conjuguées. 
/".  —  Cherchons   comment   sont  reliées  les  fonctions   o   et  'l  pour 
qu'il  existe  une  dérivée  unique  pour  chaque  système  de  points  con- 
jugués;  par  suite,  que  la  représentation  soit   conforme.  On  a  : 

'^'^'  =  ^x  '^''  +  "^îJ  '^'f  +  '  ijui  ''•''  +  Ô^  "^'f  )  ^  "  (^""^  '  +  '  ^'"  ')*      (^ ) 

De  la  relation  :     dz^zz^dx -\-id}i  ^=z  m  [cos  \j.-\-is\n\i.) ^ 

on  tire  :  dx  =z  m  cos  [i, ,  (///  ^^  m  sin  a. 

Identifions  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  en  remplaçant 
dx.,  dij^     par  leurs  valeurs,  et  en  posant     v==|x-|-'7.  Il  vient: 

-.  \-  m  cos  {JL  -|-  >.  ^  m  sin  ;j,  rrr  n  cos  (;j.  -|-  7)  -=  n  cos  z  cos  y.  —  n  sin  t  sin  v.. 

^J/  .    ^'l>         .  •    ,      \     \  -  I 

-s—  m  cos  [j.  -\-  -^  m  sm  ;;.  =  n  sm  (;j.  -]-  a)  =  n  sin  z  cos  .).  -\-  n  cos  7  sm  p.. 

1)  ou  :  -^  =^  —  cos  z ,         —  X  '  =  —  sin  <7  ; 

Ox         m  '  Oî/         m  ' 

3-^  =  —  sine,  -T-^=  —  cos  7. 

ôj-         m  '  Oî/         m 
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T^^    ^         C      .  ^?  M  ^?  M  /Ox 

Douenfm:  ^==^,  ô^  — ^-  (2) 

Telles  sont  les  relations  qui  doivent  exister  entre  cp  et  ^. 
On  a  les  relations  équivalentes  : 

^09,^^ ^  ^^   I   ^_^ 0-        iXs 

hx  ùy    '    ba?  ôî/  '  àx  àx  ~^  6y   ày  '        ^  ' 

hxj  ~^\àyj  ~\àyj     ^\hx 

Quand  les  conditions  (3)  sont  satisfaites,  la  dérivée  dw  '.  dz,  est 
complètement   déterminée   et   ne   dépend   que   du  point  A. 

On  peut  donc  la  calculer  au  moyen  d'accroissements  de  la  variable 
parallèles  aux  axes.  D'où  les  relations  : 

dw  ùw  ^w    .  ^w  ^  hw  .  ^w  ,„. 

dz         àx         à{iy)  ^  ^2/  '  ^y        ^  àx  '         ^  ^ 

Ces  dernières  formules  signifient  que  si  au  vecteur  ^AD  parallèle 
à  l'axe  0^  correspond  le  vecteur  AD',  au  vecteur  aC  parallèle 
à   Oy   correspond  le  vecteur   AC    égal  et  normal    à  AD'. 

C'est  en  effet  le  rôle  de  l'opérateur  i  de  faire  tourner  un  vecteur 
de     t:  ;  2     dans   le   sens  positif. 

^°.  —  Fonction  d'une  variable  complexe. 

Les  conditions  équivalentes  (5)  conduisent  à  la  notion  de  fonction 
d'une  variable  complexe,  telles  signifient,  comme  nous  allons  voir, 
que  o  et  i'^  sont,  non  pas  des  fonctions  arbitraires  de  x  et  de  ?/, 
mais  la  partie   réelle  et  la  partie  imaginaire  d'une  fonction  : 

io  =  f[z)  =  f[x-^iy), 

qui  dépend,   non  de  x  et  de   ?/   séparément,  mais  de  la  combinaison 
x^iy. 

On  a  dans  cette  hypothèse  : 

^^df  ^_df  b?/^_  J/  b£  _  .  df 

^x         dz   àx        dz  '  ôî/         dz  ùy        ^  dz  ' 

relations  identiques  aux  équations  (5). 

Les  fonctions  (p(a?,  ?/),  >^[x,  y),  qui  se  déduisent  comme  il  vient 
d'être  dit  d'une  fonction  quelconque  f  (z)  z=:  f  {x -\- iy) ,  sont  dites 
conjuguées. 

o"-  —  Comme  exercice,  nous  conseillons  au  lecteur  d'étudier  la 
transformation  : 

^v  =  cp  -f-  i'I^  =  log  z  =  log  [x  -\-  iy) , 

dans   le  cas  simple  où  le  point  A  décrit  un  cercle   de  centre  0.   Le 
point  correspondant  A'  décrit  une  droite  parallèle  O'^J;.  La  construc- 
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tion  lui  fera  comprendre  en  quel  sens  le  lo^^arithme  est  une  fonction 
périodique.  Il  étudiera  de  même  la  fonction  : 

dans  le  cas   où  .r  est  une   quantité    réelle  variant  de     —  ^  k    -[-  :>c. 

237.  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
(inversion). 

Prenons  pour  transformateur  la  fonction  : 

k^  h-  k* 

iv  z=       ,      pi  cos  0  -;-  i  sin  0)  =     / .  -■-"■ r^=  —  (cos  a —  i  sin  a). 

2   '      f^  '  '        /'(cos  a -f- «  sm  a)  r  ^  > 

D'où  les  conditions  :        p/=A-,  0  =  —  a. 

La  transformation  consistera  donc  à  changer  le  rayon  vecteur  en 

son  inverse,  et  à  prendre  la  symé- 
trique de  la  figure  obtenue  par  rap- 
port à  l'axe  Oo.  Mais  comme  le 
changement  d'une  figure  en  sa  symé- 
trique ne  change  pas  les  angles,  nous 
arrivons  à  ce  théorème  fondamental  : 
p.     |„Q  la  transformation  j)ar  rayons  vecteurs 

récipro(/ues  est  conforme;  autrement 
dit,  (Iru.f  sijstèrnes  do  points  conjuf/urs  par   inversion   constituent  des 
figures  infiniment  petites  semblables. 
Remarque. 

Nous  déduisons  les  propriétés  de  1  inversion  de  la  méthode  géné- 
rale, pour  habituer  le  lecteur  aux  (|uantités  imaginaires.  Il  est  facile 
de  les  établir  directement. 

Considérons  deux  points  A,   B,   et  leurs  inverses  A',  B'.  On  a  par 

hypothèse  :  ()A  .  ÔÂ  =  OB  .  UB'  --  0\ 

Donc  le  quadrilatère  ABB'A'  est  inscriptible.  Les  angles  marqués  : 
sont  égaux. 

Si  les  points  A  et  B  deviennent  très  proches,  les  droites  OA,  OV 
se  superposent.  Les  droites  AB  et  A'B'  deviennent  les  tangentes  au> 
points  homologues  de  deux  courbes  inverses.  Donc  ces  tangentes  fon 
le  même  angle  (en  sens  inverse)  avec  le  rayon  vecteur. 

Supposons  que  le  point  A  soit  commun  à  deux  courbes;  le  point  A 
conjugué  de  A  sera  commun  aux  inverses.  Il  résulte  de  la  proposi 
tion  ci-dessus  démontrée  que  deu.r  courbes  se  coupent  sous  le  mêni 
angle  que  leurs  inverses. 

Voici  d'abord  quelques  exemples  usuels  de  transformation  pa 
rayons  vecteurs  réciproques.  La  courbe  à  transformer  étant  unique 
les  propriétés  de  la  transformation  conforme  n'apparaissent  natu 
rellement  pas. 
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/".  —  Transformée  d'un  cercle. 

Nous  pouvons,  sans  diminuer  la  généralité  du  problème,   mettre 
e  centre   du  cercle  sur  l'axe  Ox.  L'équation  est  : 

c2 _j_  ^2  __  2ax  —  R2  -f  a^  =  0,        r-  —  2ar  cos  a  —  R^  -]   a^-  =  0.      (1) 

La  courbe  transformée  est  : 


R2).2_/,22apcos6  +  /t^=r0.    (2) 


C'est  également  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  l'axe  Oo. 

Si  le  cercle  (1)  passe  par  l'origine,  (R-  =  a^),  le  cercle  (2)  se 
transforme  en  une  droite  parallèle  à  Od;.  11  y  a  naturellement  réci- 
procité dans  la  transformation. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  figures  (§  238). 

^°.  —  Transformée  d'une  hyperbole  équilatère  ayant  l'origine 
POUR  centre. 


'2xy  =  a-,  2r-  cos  a  sin  a  =  r~  sin  2a  =  a-  ; 

/à  sin  26  :  f  =  a-,         a^f  =  k^  sin  20. 

La  transformée  est  une  Lemniscate  de  Bernoulli. 
La  figure   171    n'en   représente 
que  la  moitié. 


Zemn/scate  deMernou/// 


Fig.  171. 


Fig.  17'. 


S\ 


Transformée  d'une  parabole  passant  par  l'origine. 
y^  =  '^px ,  r  sin^  a  =  2/)  cos  a , 


k^  sin^  6 


:  2/)  cos  0 ,  ^^=-k- 


sin^e 


(2; 


p  ^  '  ^        "    2/)cose  * 

La  transformée  est  une  Cissoïde  de  Dioclès  (fig.  172). 
Elle  admet  une  asymptote  verticale  qui  correspond  aux  points  de 
la  parabole  voisins  de  l'origine.   Son  point  de  rebroussement  corres- 
pond aux  points  à  l'infini  de  la  parabole  (§  124). 
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4".  —  Transformée  d'une  conique  ayant  un  foyer  a  l'origine. 
Les  coniques  rapportées  à  leur  foyer  ont  en  coordonnées  polaires 
l'équation  générale  (§  177)  : 


1  ~\-e  cos  a 

<?  <  1      pour   l'ellipse;      ^=1      pour   la   parabole;      e>l      pour 
l'hyperbole. 

L'équation  de  la  transformée  est  donc  : 

po  =  k%[-^ecosb).  (2) 

C'est   un   Limaçon    de  Pascal.    La    courbe   ne   passe   par  l'origine 
(p=rO)     que   pour   la    parabole   (point   de   rebroussement),   et  pour 

l'hyperbole  (point  double  or- 
dinaire). 

L'équation  d'un  cercle  pas- 
sant par  l'origine  est  : 

pp  =  /tVcos  6. 

On  peut  donc  définir  le  li- 
maçon comme  obtenu  à  partii 
d'un  cercle  passant  par  l'ori- 
gine, en  prenant  sur  le  rayoi 
vecteur    OA    et    de    part    e 
d'autre  du  point  A  du  cercle 
une    longueur  invariabL 
ÀB  =  AB'      (ici     représenté» 
par     h-  :  />;  voir  J^  144). 
Si  la  longueur  AB  est  supérieure  au  diamètre,  la  courbe  ne  pass< 
pas  par  l'origine  (transformée  de  l'ellipse).   Si  elle  est  égale  au  dia 
mètre,   la   transformée    y  a   un  point  de  rebroussement  (parabole 
Enfin   si   elle   est    inférieure,    on    a    la   courbe    représentée   dans   1 
figure  17)i;  elle  est  l'inverse  d'une  hyperbole. 

238.  Faisceaux  de  courbes  orthogonales;  inversion. 

Prenons  dans  le  plan   3   deux   faisceaux  de  courbes   orthogonales  . 
c'est-à-dire  se  coupant  toutes  à   angle  droit.    Les  courbes  correspon 
dantes  dans  le  plan  tv  se  couperont  également  à  angles  droits  ;  c'e^  l 
la  conséquence  de  la  représentation  conforme. 

On  voit  l'importance  de  cette  proposition  dans  les  nombreus*  - 
questions  d'Hydrodynamique,  d'Acoustique,  d'Electricité,  de  Magnt  - 
tisme  (lignes  équipotentielles  et  lignes  de  force),  où  l'on  a  besoin  (  ' 
connaître  des  faisceaux  de  courbes  orthogonales.  Naturellement  noi  s 
choisirons  dans  le  plan  z  les  faisceaux  de  courbes  les  plus  simple^  . 
par  exemple  : 


Fig.  173. 
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/°  les  droites  parallèles  à    Ox    et  les  droites  parallèles  à    Oy  ; 

^°  les  droites  passant  par  un  point  et  les  cercles  ayant  ce  point 
pour  centre. 

Utilisant  comme  transformateur  une  fonction  quelconque  f[z), 
nous  obtiendrons  dans  le  plan  w  deux  nouveaux  faisceaux  de  courbes 
orthogonales. 

Usons  d'abord  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

/°.  —  Les  droites  parallèles  à  0^  donnent  des  cercles  tang-ents 
à  0(p  ;  les  droites  parallèles  à  Oy  donnent  des  cercles  tangents  à 
0<]).  Les  deux  faisceaux  de  cercles  obtenus  sont  formés  de  courbes 
orthogonales.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  la  figure  et 
de  discuter  le  problème. 

:^".   —  Prenons  comme  centre  d'inversion  le  point  A  et  transfor- 
mons le  faisceau  de  droites 
qui   se    coupent  en   M,   et  •         ^ 

le   faisceau  de  cercles  qui 
ont  M  pour  centre  (fig.  174). 

Soit  B  le  transformé  du 
point  M.  Les  cercles  qui 
résultent  de  la  transforma- 
tion des  droites  MF,  doivent 
passer  tous  par  le  centre 
d'inversion  A  et  par  le  point 
B.  Leurs  centres  se  trou- 
vent donc  sur  la  droite  OE 
élevée  normalement  à  AB 
au  point  0  milieu  de  AB. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  cercles  qui  résultent  de  la  transforma- 
tion des  cercles  de  centre  M,  admettent  cette  droite  OE  comme  axe 
radical  (§  88).  En  effet,  soit     AM  =  a. 

Les  cercles  transformés  ont  pour  équation  (§  237)  : 

(a^-  —  R2)  {f  -f-  f~)  —  2a(p  +  1  r=:  0 . 
L'origine  des  coordonnées  est  actuellement  en  A.  Transportons-la 
en  0.     On  a  :       A:^  =  l;      AB  =  l:a,      AO=^i  :2a. 

Il  faut  remplacer   dans   l'équation  précédente  o  par    (o^i)  ;  2a. 


Fig.  174. 


On  trouve 


4a- 


0; 


équation   qui  est   bien   de   la  forme  voulue   (§  90)  pour  que  OE  soit 
axe  radical. 

En  définitive,  nous  retrouvons  les  faisceaux  de  cercles  étudiés  au 
§  90  et  représentés  dans  la  figure  66. 
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239.  Faisceaux  de  courbes  orthogonales  ;  transforma- 
tion    iv""  =  kz . 

Choisissons  comme  transformateur  la  fonction  :     w'*  =  kz. 

?/;*•  =  (o  +  ^'Yr  =  p"  (cos  n(i-\-i  sin  nb)  =  k(x  -\-  iy)  ; 

p"  cos  nh  =  A.r.  g"  sin  /i6  =  ki/.  (1  ) 

Prenons  pour  courhes  orthof/onales  dans  le  plan  z  les  droites  paral- 
lèles à    Ox    et  à  Oy. 

Une  droite  parallèle  à  O.r  est  définie  par  une  valeur  y^  de  y  ;  la 
valeur  de  x  reste  arbitraire. 

A  cette  droite  correspond  dans  le  plan  w  une  courbe  : 

û"sin/?0  =  A7/0.  (2) 

De  même  à  une  droite  parallèle  à  ()//  et  définie  par  une  valeur  j:,, 
de  .r,  correspond  dans  le  plan  //'  une  courbe  : 

f  Qosn()=zkxQ.  (3) 

Les  courbes  des  faisceaux  ['!)  et  (3)  sont  orthogonales.  Dans  ce 
qui  suit ,  nous  écrirons  x  et  //  au  lieu  de  x^^  et  y^  \  nous  poserons  :     /c=r  1 . 

j\    —   /i  zrr  1  . 

Les  faisceaux  (2)  et  (3)  dans  le  plan  w  sont  les  droites  parallèle^ 
à  Oo  ot  {\  0'^ 

î^°'.  —  «  =  2.      On  a  : 

Les  courbes  dans  le  plan  w  sont  :  les  hyperboles  équilatères  asym}>- 
totes  aux  bissectrices  des  axes,  les  hyperboles  équilatères  asymp- 
totes aux  axes.  On  les  obtient  en  donnant  à  x  et  y  diverses  valeurs. 

•  .r(o- +  •>"-)' +  ^'  —  ?'  =  0.        .v{9^ +  •]/')- 4- 29'|  =  0.       (4) 

Les  faisceaux  de  courbes  orthogonales  sont  constitués  par  de.s 
leniniscates. 

Les  lemniscates  se  présentent  dans  la  solution  du  problème  géné- 
ral suivant  :  on  demande  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs 
distances  ù  deux  points  fixes  F  et  F'  soit  constant  (§  399). 

Déterminons  le  milieu  0  de  FF'.  Si  le  produit  constant  est  égal 
à  OF*',  l'origine  appartient  au  lieu  cherché;  par  définition,  la  courbe 
est  alors  une  leniniscatc. 

On  peut  écrire  la  première  équation  (4i  : 

[(-.4  )'+*•]  [('+wT+*-]=^l- 
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Elle  exprime  que  la  courbe  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit 
.es  distances  aux  points  F  et  F'  tels  que  0F  =  0F'=:1  ;  ^2x  ,  est 
onstant  et  égal  à    1  ;  2x. 

On  vérifiera  :  1°  que  les  tangentes  à  l'origine  sont  les  bissectrices 


Fig.  175. 


des  axes  ;  2"  que  les  maximums  de  'l  sont  sur  le  cercleMe  centre  O 
et  de  rayon     OF. 

On  peut  écrire  la  seconde  équation  (4)  : 

Elle   exprime  que  la  courbe  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit 
des  distances  aux  points    F^  et  F'^    est  constant  et  égal  à     OF/. 

240.  Coniques  homofocales. 

Utilisons  la  fonction  transformatrice  (^^  212)  : 

2w  =  2a  cosh  z=:za  exp  (^x  -\-  iy)  -\-  a  exp  ( —  x  —  iy)  ; 
^{o-\-ià)  =ae^(cos?/  -|- isin^)-]-ae~'^(cosî/  —  isiny). 
D'où:  (p  =  a  cosî/ cosha?,  '^  =  a  sin?/ sinhip. 

Eliminant  y  ou  x  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  les  faisceaux  : 


û^' 


cosh- X 


sinh^ 


(1) 

(2) 


cos^y         sm^  y 

Les  courbes  (1)  sont  des   ellipses   (fig.  176);   les  foyers  sont  dis- 
tants du  centre  de  : 


ay/cosh^ic  —  sinh^x  =±:a. 
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Les  courbes   (2)  sont   des  hyperboles  [iig.    176);    les   foyers  sont 

distants  du  centre  de  : 
4-  /  

Donc  les  coniques 
homofocales  se  cou- 
pent à  angles  droits. 

241.  Trans- 
formation réci- 
proque. 

Dans  lesdeux  para- 
graphes   précédents, 
nous  prenons,    pour 
courbes    à    transfor- 
mer, les   droites   du 
plan  z  parallèles  aux 
axes  ;      les     courbes 
transformées  sont  dans  le  plan  iv.  Nous  pouvons  au  contraire  prendre, 
pour  courbes  à  transformer,  les  droites  du  plan  w  parallèles  aux  axes; 
les  transformées  sont  dans  le  plan  z. 
Elles  ont  pour  équations  : 

Les  relations  (2)  du  §  236  donnent  immédiatement  la  relation  : 

6x    àx  ^  ùî/    ày  ~~"'  ^^^ 

qui  exprime  que  ces  courbes  sont  orthogonales  (comme  nous  h 
savons  du  reste).  En  elfet,  pour  délorminer  respectivement  les  pente. ^ 
de  ces  courbes,  on  a  les  deux  relations  : 

ôo    ,  ^  dy  ôo  ,   Ô9 

dx  hx  '  6y  ^ 

6x  '  ày  ' 

Ecrivons  que  le  produit  des  pentes  est  égal  à   —  l.    Nous  retroi - 
vous  précisément  la  condition  (1). 


EL 
dx 


Analyse  vectorielle. 


L'analyse  vectorielle  entre  de  plus  en  plus  dans  la  pratique;  doi 
nons-en  une  idée  sur  des  problèmes  plans.  Elle  repose  sur  la  conve: 
tion  de  considérer  comme  somme  [géométrique)  de  deux  vecteurs 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  vecteurs,  c'est-à-di 
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la  résultante  des  vecteurs  au  sens  mécanique  du  mot.  Elle  est 
évidemment  indépendante  de  la  Théorie  des  Imaginaires;  mais  la 
considération  des  vecteurs  comme  quantités  complexes  permet  de 
passer  immédiatement  de  l'équation  victorielle  aux  coordonnées  car- 
tésiennes :  le  lecteur  suivra  donc  les  raisonnements  simultanément 
dans  les  deux  modes  de  représentation.  C'est  pourquoi  nous  traitons 
le  sujet  à  cet  endroit  du  Cours. 


Fig.  177. 


242.  Equation  d'une  droite. 

/".  —  Soit  d'abord  à  représenter  une  droite  AI  en  coordonnées 
vectorielles.  Prenons  un  vecteur  OB=g  parallèle  à  la  droite; 
soit  a.  =  OA  le  vecteur  y 
qui  aboutit  en  un  de  ses 
points  A,  du  reste  arbitraire- 
ment choisi.  L'équation  de 
la  droite  est  : 

5  =  a  +  ^g;  (l) 

0  est  le  vecteur  variable, 
t  est  une  quantité  numé- 
rique non  dirigée  [scalaire) 
variable  de    —oc    à   -}-oc. 

En  effet,  le  vecteur  AD 
parallèle  k  OB  est  une  frac- 
tion de  OB  égale  à  t^. 
Le    vecteur      0D  =  ^     est    la    somme    géométrique    OA-|-ÂD. 

Pour  ^>>0,  les  points  de  la  droite  AI  qu'on  repère,  sont  du 
côté  I  du  point  A;  pour     ^<0,  ils  sont  de  l'autre  côté. 

2".  —  Représentons  la  droite  AB  en  fonction  des  vecteurs  de  réfé- 
rence 0A^=a5  OB  =  p,  qui  définissent  deux  de  ses  points. 
On  a  : 

OÂ-f-AB-f  BU  =  0,  AB  =  p_a;  AC  =  ^(p  — oc); 

OC  =  OX-f  AG,         y^oc  +  ^(p  — a).  (2) 

Pour     ^  =  0,  Y  =  a;  pour     t  ==  i  ,  Y  =  p. 

On  trouverait  aussi  bien  : 

3'.  —  Soit  trois  vecteurs  OA  ==  a,  OB  =:  .3,  OC  =  y  ^^  même 
origine.  Quand  on  a  simultanément  : 
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leurs  extrémités  sont  sur  la  même   droite.   En  effet,  on  peut  alors 
poser,  conformément  à  la  relation  (2)  ci-dessus  démontrée  : 

4°.   —   Pour  revenir  aux  coordonnées  cartésiennes  par  l'intermé- 
diaire des  imaginaires,  écrivons  : 

cL  =  a-\-  ia,  '^j  =  h-{-  ih' ,         yz=x-\-  iy  ; 

x-\-iy  :=^a-\-ia! -\- t\b-\-ib').  (3) 

Uéquation  (3)  est  équivalente  aux  deux  équations  entre  quantités 
réelles  :  x:=^a-[-  tb ,         j/  =  a'  -|-  tb'  ; 

c'est  Téquation  d'une  droite  en  fonction  du  paramètre  auxiliaire  t. 

243.  Équation  d'une  courbe. 

/".   —   Soit  MN  une    courbe   quelconque;    exprimons    le    vecteur 
pjrrrOC  qui  va  de  l'ori^àne  (>  à  l'un  de  ses  points  C,  au  moyen  des 


vecteurs  do  référence       OA  =  a,     OB  =  ,i.       Nous  obtiendrons  une 
équation  de  la  forme  :         p  =  a/'(/) -|- ,'io(/), 
où  t  est  une  variable  numérique  auxiliaire. 

i?"-  —  Cherchons  la  grandeur  de  la  différentielle  dz.  A  la  limite, 
elle  se  confond  avec  l'élément  d'arc      CD;     on  a  en  effet  : 

OC  +  CD +  1)0  =  0,  CD  =  0I)  — OC  =  p'  — p  =  c/p. 

Or  :  ?'  =  ?  +  ^f'dt  +  '^o'dt.         dp  =  ixf'  +  :i.o')dt. 

Si  nous  revenons  aux  imaginaires,  le  module  dp  représente  la  dif- 
férentielle de  l'arc  parcouru;  son  argument  est  l'angle  avec  l'axe  Ox. 
S'.  —  Equation  de  la  tangente. 
Elle  est  évidemment  (§  2i2,  i>  i  :  . 
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Le  paramètre  t  détermine  le  point  G  considéré  sur  la  courbe;  le 
paramètre  -  détermine  le  point  E  considéré  sur  la  tangente. 

244.  Applications. 

V.  —  Parabole. 

On  vérifiera  immédiatement  que  l'équation  (fig.  179)  : 

représente  une  parabole.  La  droite  OB,  sur  laquelle  repose  le  vecteur 
p  =  OB ,     est  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole  ;  la   direction  OA  du 
vecteur     a  =  OA      est  conjuguée  de  la  précédente  (§  126). 
L'équation  de  la  tangente  est  : 

s  =  a^  +  g^^4-T(a  +  2g^). 

Cherchons  le  point  où  la  tangente  coupe  la  droite  OB  ;  le  vecteur  s 
est  alors    un   multiple 
de    OB  ;    le    vecteur   a 
disparaît.  Il  faut  donc    "^ 
poser  : 

le  vecteur  s  est  égal 
et  de  signe  contraire  à 
la  composante  de  p  sui- 
vant OB.  C'est  le  théo- 
rème énoncé  au  §  126, 
^%  dont  nous  avons  pro- 
mis la  démonstration. 
Cherchons  la  con- 
dition pour  que  la  tangente  passe  par  un  point  donné  P.  Le  vecteur 
OP  =  S     a  pour  expression  : 

où  /)  et  q  sont  des  nombres.  Identifions  S  et  s,  on  a  : 

Eliminons  t,  il  reste  :     t  =p  +  \Jp~  —  q  . 

On  pourra  donc  généralement  d'un  point  P  extérieur  à  la  parabole 
mener  deux  tangentes.  Elles  se  superposent  si  Ton  a  : 

p^-  =  q,  h=pa+p^^. 

h  se  confond  avec  p;  le  point  P  est  sur  la  parabole. 
!^"  —  Hyperbole. 

L'équation  :       p  =  a^ -[-;-,       représente  une  hyperbole. 


Fig.  179. 
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La  tano^ente  a  pour  équation  : 

e  =  a/  +  |  +  T(.-|V 

Les  vecteurs  de  référence  x  et  ,3  sont  parallèles  aux  asymptotes  et 
ont  le  centre  pour  origine  commune;  o  devient  infini  pour  t  nul  et  t 
infini. 

On  démontrera  immédiatement  le  théorème  suivant  :  Si  un  vecteur 
mené  du  centre  d'une  hyperbole  forme  la  diao^onale  d'un  parallélo- 
gramme dont  les  cotés  sont  parallèles  aux  asymptotes,  l'autre  diago- 
nale est  parallèle  à  la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  où  le  vecteur 
rencontre  la  courbe. 


CHAPITRE  XII 
DEVELOPPEMENTS  EN   SERIE 


Notions  sur  la  convergence  des  séries  infinies. 

245.  Définitions.  Progression  géométrique,   progres- 
sion arithmétique. 

i  .  —  Une  suite  Indéfinie  de  quantités  u^,  w,,  ...,  ii„,  ...  forme 
une  série  infinie  dont  elles  sont  les  termes.  Pour  représenter  cette 
série,  construisons  (fig.  180  et  182)  les  points   A,  B,  G,  ...    d'abscisses  : 

0,  1,  2,  ...,  /i,  ...      et  d'ordonnées  : 

yo  =  Uo,         2/i  =  "o  +  Wi,  ...,  î/„  =  iZo+Wi  +  ...  "«,.-. 

Si,  à  mesure  que  n  croît,  ces  points  se  rapprochent  indéfiniment 
d'une  droite  MN,  de 
sorte  que  leur  distance 
à  cette  droite  devienne 
aussi  petite  qu'on 
voudra,  on  dit  que 
la  série  est  conver- 
gente,' l'ordonnée  OM 
est  par  définition  la 
somme  de  la  série. 

La  figure  180  sup- 
pose que  les  termes  de 
la  série  sont  tous  posi- 
tifs ;  les  points  vont 
constamment  en  mon- 
tant. La  figure  182  suppose  que  les  termes  sont  alternativement  posi- 
tifs et  négatifs  ;  les  points  figuratifs  se  placent  alors  sur  deux 
courbes,  l'une  constamment  au-dessus  de  MN,  l'autre  constamment 
au-dessous. 

Bien  entendu,  une  infinité  d'autres  combinaisons  de  signes  peut  se 
présenter. 


Fig.  480. 
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S°.  —  Progression  géométrique. 
Pour  fixer  les  idées,  soit  la  série  : 

a,     ab,     ah-,  ...,     a/>",  ... 

C'est  une  progression  géométrique   de   raison  b. 
Sommons  les  n  premiers  termes  : 

Multiplions  les  deux  membres  par  b  ;  il  vient  : 

Av. =3[A +//-+...  + A"]. 

Retranchons  membre  à  membre  les  équations  précédentes  : 

i/„(l— /.)=a(l— />"), 
a  ab*  ah""  ,,. 

Supposons  b  positif. 

Si  b^  \ ,  le  second  terme  de  /y«  croît  au  delà  de  toute  limite 
quand  n  augmente  :  la  série  n'est  pas  convergente. 

Si  /><!  1  ,  />"  tend  vers  0  quand  n  augmente  indéfiniment. 
L'ordonnée  y„  est  donc  toujours  inférieure  à  // ,  mais  elle  en  diffère 
de  moins  en  moins  à  mesure  que  n  augmente. 

Les  points  représentatifs  de  la  série  se  rapprochent  donc  indéfini- 
ment de  la  droite        y  =za  \  {\  —  b). 

La  série  est  convergente ,  sa  somme  est  //. 

3°.  —  Progression  arithmétioii:. 

Soit  la  série  : 

a,        st-{-b,        a -{-2b,        ...        a-\-nh,... 
Sommons-en  les  n  premiers  termes  ;  on  a  : 

f,„  =  a  +  {a  +  b)  +  {a  +  2b)  +  ...  +  [a  +  (n-[)bl 

et  aussi  :     //«  =  [a-\-{n—  \)  b]-{-[a-^  {n  —  2)b]-\-  ... -\-a. 

Additionnons  terme  à  terme  : 

2y,=  [2a  +  {n-\)b]  +  [2a  +  (n-\)h]  +  ...  +  [2a  +  (n-\)b]. 

,,,  =  [2a  +  (n-l)b]^.  (2) 

Considérons  la  parabole  :     y  =  — ^ [-la  —  -9- )^.  (3) 

Elle  passe   par   tous  les   points   figuratifs   de   la    série  ;   pour   s'en 
■convaincre,  il  suffit  de  poser  dans  (3)     x=z\^2,  ...  n. 
On  retrouve  les  valeurs  données  par  la  relation  ^^2). 
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Il  est  clair  que  r/„  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée  quand 
n  augmente  indéfiniment.  La  série  est  divergente. 

246.  Intérêt  simple,  intérêt  composé. 

A  Toccasion  des  progressions  arithmétiques  et  géométriques,  disons 
quelques  mots  des  intérêts  simples  et  composés. 

/".  —  Dans  le  placement  à  intérêt  simple,  l'intérêt  acquis  par  la 
somme  à  la  fin  d'une  année  ne  se  capitalise  pas,  c'est-à-dire  ne  s'ajoute 
pas  automatiquement  au  capital  productif  d'intérêt.  La  somme  obte- 
nue, formée  du  capital  productif  constant  et  du  capital  improductif 
variable,  s'accroît  donc  tous   les  ans  d'une  quantité  invariable. 

Au  bout  de  n  années,  un  franc  devient  :      1  -\-nr, 
où  r  est  le  taux  de  l'intérêt  (calculé  pour  un  franc). 

:^°.  —  Dans  le  placement  à  intérêt  composé,  l'intérêt  acquis  par  la 
somme  se  capitalise.  Un  franc  devient  l-|-r  au  bout  de  la  première 
année  ;  chaque  franc  constituant  cette  somme  devient  de  même 
1  -(-  /•    au  bout  de  la  seconde  année.  La  somme    1  -f-  r    devient  donc  : 

(i+'-)(>  +  '-)=-(i +'■)'-■ 

Au  bout  de  n  années,  le  franc  sera  devenu  :    (1  -|-''V*. 

Les  taux  d'intérêt  étant  toujours  les  mêmes,  il  est  possible  de 
dresser  une  table  donnant  les  puissances  entières  successives  de 
1  -|-r,  où  r  est  égal  à  0,02:)  si  le  taux  est  2  y,  7o,  0,030  si  létaux 
est  3  Vo,  etc. 

On  la  trouvera  plus  loin  (5^  248). 

S".  —  On -doit  rembourser  un  capital  S  à  la  fin  de  n  années; 
l'argent  est  censément  placé  au  taux  /•.  On  demande  quelle  somme 
S'  il  faut  payer  aujourd'hui  pour  que  le   créancier  n'y  perde  pas. 

Il  est  clair  qu'il  faut  lui  payer  une  somme  S'  qui,  placée  au  taux  r 
pendant  n  années,  reconstitue  la  somme  S  : 

S'(4 +,•)"  =  s,         S'=^,,-_^^„-. 

11  revient  au  même  de  poser  le  problème  sous  la  forme  suivante  : 
quelle  est  la  valeur  actuelle  d'un  franc  payable  à  la  fin  de  n  années  ? 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  faut  prendre  les  inverses  des 
nombres  de  la  table  s^  248. 

Ainsi  la   valeur   actuelle   d'un  franc  placé  à  4  y^  et  payable  dans 

15  ans  est  :  1  fr.  :  1,800  =  0  fr.  555. 

La  valeur  actuelle  d'un  franc  placé  h  3  %  et  payable  dans  30  ans 

est  :  l  :2,427rr:r0,412. 

4".  —  Placements  annuels. 

On  fait   n  placements  d'un  franc  au  commencement  de  toutes  les 
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années,  de  la  première  à  la  n'""';  on  demande  quelle  est  la  somme  à 
toucher  à  la  fin  de  la  n^'""'  année.  Elle  est  évidemment  (S  245)  : 

S^(l  +  r)«  +  (l  +  r)-'  +  ...  +  (l+r).=  --±^[(i  +  r)»-l]. 

5".  • —  Annuités. 

On  emprunte  une  somme  S,  qu'il  faut  rembourser  par  des  annuités 
d'un  franc  payées  à  la  fin  de  n  années  en  commençant  par  la  fin  de 
la  première.  Quelle  est  cette  somme? 

Le  franc  versé  à  la  fin  de  la  première  année ,  porte  intérêt  pendant 
n  —  1  années;  le  franc  versé  h  la  fin  de  la  /i'^'"' année ,  ne  porte  pas 
intérêt.  On  a  donc  : 

s=(i+'r~'+(^+''r"^+--+(^+04-i==|i(^+0"-i]. 

Par  exemple,  supposons  le  taux  '.\  7o  et    ;i=r20;     il  vient  : 
S  =  0,80(J  :  0,03=:  26,87. 

L'annuité  d'un  franc  produit  26,87  au  bout  de  20  ans  à  3  %. 

Si  la  somme  S  est  donnée,  la  même  formule  permettra  de  calculer 
l'annuité  ii  payer,  puis(ju'il  y  a  proportionnalité  entre  les  deux. 

^0.  —  On  résoudra  avec  la  même  facilité  tous  les  problèmes  de 
rentes,  d'amortissement,  etc.  Les  questions  qui  se  posent  aux  Com- 
pagnies d'assurances  sur  la  vie  sont  analof^ues,  à  la  différence  près 
que  l'Age  de  la  mort,  par  consécpient  du  payement  de  la  prime, 
est  incertain  ;  il  ne  peut  être  fixé  (jue  d'après  une  probabilité  moyenne. 
C'est  h  l'établir  dans  chaque  pays  et  d'après  l'âpe  actuel  de  l'assuré, 
que  servent  les  Tables  statisli(jues  de  Mortalité. 

Les  questions  de  Retraites  sont  basées  sur  les  mêmes  formules. 
Toutefois,  en  calculant  les  annuités  à  payer,  on  tient  compte  du  fait 
que  les  survivants  profitent  des  morts  prématurées  (tontine). 

247.  Fonction  continue  passant  par  tous  les  points  de 
la  série. 

Une  série  est  donc  représentée  dans  le  pian  par  des  points  tsolés 
les  uns  des  autres.  Par  ces  points,  nous  pouvons  faire  passer  une 
infinité  de  courbes  continues.  La  courbe  la  plus  naturelle  est  souvent 
facile  à  trouver. 

Par  exemple,  nous  savons  (ju'un  franc  placé  k  intérêt  composé  au 
tîiux  r,  prend  au  bout  de  n  années  la  valeur  : 

S  =  (l+r)'.  (1) 

Rien  ne  nous  empêche  de  considérer  n  comme  variant,  non  plus 
par  sauts  discontinus  d'une  unité,  mais  d'une  manière  continue. 
Nous  définissons  ainsi  une  fonction  continue  qui  coïncide  avec  la 
fonction  discontinue  à  la  fin  de  toutes  les  années. 

Son  calcul  est  aisé  à  l'aide  des  logarithmes;  on  a  : 

logS  =  «log  (!  +  ;•).  (2) 
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En  prenant  pour  abscisses  les  nombres  'n  et  pour  ordonnées  les 
valeurs  lo^^»-  S,  la  courbe  (2)  est  une  droite  (voir  le  chapitre  XXIV 
pour  l'emploi  des  papiers  à  échelle  logarithmique). 

248.  Valeur  à  la  fin  de  n  années  de  1  franc  placé  à 
intérêt  composé  :     S=:(l -f-^'j"- 


NHES 
71 

TAUX  ni-; 

r/iNTHnAr 

2  1/, 

3 

.3  1 , ._, 

i 

■iV. 

f) 

5  1/, 

6 

fr. 

fr. 

IV. 

h\ 

IV. 

fv. 

IV. 

fV. 

1 

1,025 

1,030 

1,035 

1,040 

1,045 

1,050 

1,055 

1 ,060 

2 

1,050 

1,060 

1,071 

1,081 

1 ,092 

1,102 

1,113 

1,123 

2 

1,076 

1,092 

1,108 

1,124 

1,141 

1,157 

1,174 

1,191 

i 

1,103 

1,125 

1,147 

1,169 

1,192 

1,215 

1,238 

1,262 

5 

1,131 

1,150 

1,1H7 

1,216 

1,246 

1,276 

1,306 

1 ,33H 

i) 

1,159 

1,194 

1,229 

1,265 

1,302 

1,340 

1,378 

1,418 

1 

1,188 

1,229 

1,272 

1,315 

1,360 

1,407 

1,454 

1,503 

8 

1,218 

1,266 

1,316 

1,368 

1,422 

1,477 

1,534 

1,593 

9 

1,248 

l,30i 

1,362 

1,423 

1,486 

1,551 

1,619 

1,689 

10 

1,280 

1,343 

1,410 

1 ,480 

1,552 

1,628 

1,708 

1,790 

11 

1,312 

1 ,38  ', 

1,459 

1,539 

1,622 

1,710 

1,802 

1,898 

12 

1,344 

1,425 

1,511 

1,601 

1 ,695 

1,795 

1,901 

2,012 

13 

1,378 

1,468 

1,563 

1,665 

1,772 

1,885 

2,005 

2,132 

14 

1,412 

1.512 

1,618 

1,731 

1,851 

1,979 

2,116 

2,260 

1:) 

1,4  i8 

1,557 

1,675 

1,800 

1 ,935 

2,078 

2,232 

2,396 

16 

l,48i 

1,60  4 

1,733 

1,872 

2,022 

2,182 

2,355 

2,540 

17 

1,521 

1,652 

l,79i 

1,947 

2,113 

2,292 

2,484 

2,692 

IS 

1,559 

1,702 

1,857 

2,025 

2,208 

2,406 

2,621 

2,854 

19 

1,598 

1,753 

1,922 

2,106 

2,307 

2,526 

2,765 

3,025 

20 

1 .638 

1 ,806 

1,989 

2,191 

2,411 

2,653 

2,917 

3,207 

21 

1,679 

1,860 

2,059 

2,278 

2,520 

2,785 

3,078 

3,399 

22 

1,721 

1,916 

2,131 

2,369 

2,633 

2,925 

3,247 

3,603 

23 

1,764 

1,973 

2,206 

2,464 

2,752 

3,071 

3,426 

3,819 

2  4 

1,808 

2,032 

2,283 

2,563 

2,876 

3,225 

3,614 

4,048 

25 

1 ,853 

2,093 

2,363 

2,665 

3,005 

3,386 

3,813 

4,291 

26 

1,900 

2,156 

2,445 

2,772 

3,140 

3,555 

4,023 

4,549 

27 

1 ,947 

2,221 

2,531 

2,883 

3,282 

3,733 

4,244 

4,822 

28 

1,996 

2,287 

2,620 

2,998 

3,429 

3,920 

4,477 

5,111 

29 

2,046 

2,356 

2,711 

3,118 

3,584 

4,116 

4,724 

5,418 

30 

2,097 

2,427 

2,806 

3,243 

3,745 

4,321 

4,983 

5,7  i3 

31 

2,150 

2,500 

2,905 

3,373 

3,913 

4,538 

5,258 

6,088 

32 

2,203 

2,575 

3,006 

3,508 

4,089 

4,764 

5,517 

6,453 

33 

2,258 

2,652 

3,111 

3,648 

4,274 

5,003 

5,852 

6,840 

34 

2,315 

2,731 

3,220 

3,794 

4,466 

5,253 

6,174 

7,251 

249.  Règles  de  convergence. 

Revenons  à  l'étude  générale  des  séries. 

Pour  savoir  si  une  série  est  convergente  ou  divergente,  on  en 
compare  les  termes  à  ceux  d'une  série  dont  on  sait  qu'elle  est  con- 
vergente ou  divergente.  Voici  quelques  remarques  évidentes. 


COURS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


/°.  —  Série  a  termes  tous  positifs. 

Prenons  comme  série  de  comparaison  la  série  convergente  : 

Soit  la  série  à  étudier  :     v^.v^,  ...,v^^  ...  (2) 

Admettons  qu'à    partir   du  terme    Up   de  la  série  (1)  et    u,    de  la 

série  (2),  on  ait  cons- 
ul <  "p, 


.■■>-■■ -r 

M 

-1  -^        1             1             1 

N 

41 

!        '       t'" 

!        \-"']^fi*^ 

FIg.  1H1. 


tamment 

Je  dis  que  la  série 
(2)  os/  convergente. 

Faisons  glisser  les 
graphiques  des  deux 
séries  parallèlement 
à  OiT,  de  manière  que 
les  termes  correspon- 
dants /J,  />  +  1 ,  .  •  ; 
r/,  qr-|-  1,  ...  aient  les 
mêmes  abscisses 
(Tig.  181).  Il  est  évi- 
dent que  \ix  pente  de  la  série  v  étant  toujours  plus  petite  que  la  pente 
de  la  série  u,  si  u  tend  vers  une  limite  MN,  v  tendra  également  vers 
une  limite  PQ. 

5°.  —  Il  n'est  pas  moins  évident  que  si  la  série  u  est  divergente  ci 
«i,  à  partir  des  termes    iij,  et  7^,,    on  a  toujours  : 

la  série  v  sera  elle-même  divergente.  Ramenons  deux  termes  corres- 
pondants à  la  même 
.ibscisse.  La  pente 
(le  la  série  v  est 
supérieure  à  la  pente 
de  la  série  iz  ;  si  u 
diverge,  v  diverge 
u  fortiori. 

3\  —  Série  a 
termes  alternative- 
ment positifs  et  né- 
GATIFS. 

Pour  que  les 
séries  soient  con- 
vergentes, il  suffit 
que  les  termes  dé- 
croissent et  tendent 
vers   zéro.    G  est    ce    que   la    figure    182   rend   évident. 

Puisque   u^  est  négatif,    B  est   au-dessous  de  A;   puisque  u,  est 


A't 


«^ 


B 


Fig.  182. 
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positif,  mais  plus  petit  en  valeur  absolue  que  «i,  G  est  au-dessus  de  B, 
mais  au-dessous  de  A.  De  même,  puisque  1/3  est  nég-atif,  mais  plus 
petit  en  valeur  absolue  que  Ug?  E)  est  au-dessous  de  G,  mais  au-dessus 
de  B.  Ainsi  de  suite.  Donc  les  points  figuratifs  de  la  série  se  rangent 
sur  deux  courbes  1  et  2  :  la  courbe  I  est  toujours  au-dessus  de  2  ; 
la  courbe  1  s'abaisse  constamment,  la  courbe  2  s'élève  constamment  ; 
elles  tendent  donc  vers  une  limite  commune  MN  dont  l'ordonnée  est 
la  somme  de  la  série. 

On  remarquera  que  les  deux  séries  : 

Uo,  Wo,  ...,  zz,^,  ...  ;  zzi,  Z73,  ...,  zz2„^i,  ... 

peuvent  être  séparément  divergentes  :  car  de  ce  que  les  termes 
décroissent  en  valeur  absolue  et  tendent  vers  0 ,  il  ne  résulte  pas  que 
la  série  soit  convergente.  Autrement  dit,  de  ce  que  la  pente  d'une 
courbe  diminue,  il  ne  résulte  pas  qu'elle  ait  une  asymptote  horizon- 
tale; exemple,  la  parabole     y-  =  2px,     dont  la  pente  : 

dx        y        V   2x  ' 

diminue  constamment  quand  x  croît. 

D'où  le  corollaire  :  tandis  qu'on  peut  intervertir  à  son  gré  les 
termes  d'une  série  convergente  à  termes  tous  positifs ,  il  n'est  géné- 
ralement pas  permis  de  le  faire  pour  des  séries  convergentes  à  termes 
alternativement  positifs  et  négatifs.  Il  faut  les  prendre  dans  l'ordre 
pour  lequel  la  convergence  a  été   établie. 

4'\  —  Série  dont  les  ternies  sont  de  signes  différents. 

Lorsqu'une  série  à  termes  tous  positifs  est  convergente,  on  peut 
changer  les  signes  d'ij^  nombre  quelconque  de  termes  arbitrairement 
choisis,  sans  que  la  convergence  cesse  d'exister. 

Reprenons  la  figure  180.  Il  est  d'abord  évident  que  la  série  ne 
deviendra  pas  divergente  ;  car  la  limite  de  ce  qu'on  peut  obtenir  en 
changeant  tous  les  signes,  est  de  changer  le  signe  de  la  somme.  Donc 
en  prenant  les  n  premiers  termes  et  changeant  les  signes  arbitraire- 
ment, on  aboutit  à  un  point  P  du  plan  certainement  compris  entre 
la  droite  MN  et  la  droite  M'N'  (non  représentée),  dont  l'ordonnée 
est  égale  et  de  signe  contraire  à    OM  . 

Reste  à  savoir  si  la  série  est  indéterminée.  Elle  ne  Test  pas,  parce 
qu'en  prenant  n  assez  grand,  la  somme  de  tous  les  termes  pris  posi- 
tivement constituant  la  fin  de  la  série,  est  aussi  petite  qu'on  veut  : 
c'est  en  cela  que  consiste  la  convergence.  Ghanger  arbitrairement 
les  signes  ne  peut  que  diminuer  la  valeur  absolue  de  cette  somme. 
Donc  la  série  tend  vers  une  limite  bien  déterminée. 

250.  Emploi  de  la   progression   géométrique   comme 
série  convergente  de  comparaison. 

Il  est  bien  évident  d'abord  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
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n  de  termes  finis  est  finie  ;  nous  n'avons  donc  à  nous  préoccuper  de 
la  convergence  qu'à  partir  du  n-j-l*'"*^  terme,  n  étant  aussi  grand 
que  nous  voulons,  mais  restant  fini.  Comparons  les  deux  séries  : 

b\  b^-\  /)"-^...  (1) 

"n,         "n^l,         "n-2,    •••  (2) 

Si  A<C  1,  nous  savons  que  la  première  est  convergente.  Ecrivons 
que  les  termes  de  (2)  sont  respectivement  plus  petits  que  les  termes 
de  (1).  Nous  le  pouvons  de  deux  manières  équivalentes. 

j' 

1"     Poser:        Up<^b^,     c'est  poser  :        \/up<ih. 

Donc  lorsqu'à  partir  d'un  certain  rang  la  racine  /)^'  du  terme  de 
rang  p  est  constamment  égale  ou  inférieure  à  un  nombre  b  <^\,  la 
série  est  convergente. 

:^".  —  Soit     ii^<ib".     Nous  voulons  qu'on  ait  aussi  : 

La  condition  est  évidemment  réalisée  si  : 

11^  ^  ^=z  Un  .  b,         a  fortioî'i  si  :  _ 2_1  <^  /,, 

"n 

Et  ainsi  de  suite. 

Donc  lorsqu'à  partir  d'un  certain  rang  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  est  constamment  égal  ou.  inférieur  à  un  nombre  b<i\, 
la  série  est  convergente. 

Remarque.  „ 

Il  arrive  souvent  que  les  quantités  :  u„  .  j  ;  //„,  \!u„  ,  tendent 
vers  une  limite  bien  déterminée  quand  n  croît  indéfiniment. 

On  déterminera  cette  limite.  * 

Si  elle  est  inférieure  à  1 ,  la  série  est  convergente. 

Si  elle  est  supérieure  à  1 ,  la  série  est  divergente  ;  car  sa  pente  est 
plus  grande  que  celle  d'une  progression  géométrique  de  raison 
/>>>!,    progression  sûrement  divergente. 

Si  elle  est  égale  à  1 ,  la  comparaison  avec  la  progression  géomé- 
trique laisse  la  convergence  incertaine  ;  il  faut  procéder  autrement. 

251.  Exemples. 

i\  -La  série  :      ^  +  f  +  4^2  +  '  +  1  .  2  ^  ...  ri  +  •- 

est  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 

Prenons  en  elTet  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  : 

u„  n\  '   n  —  1  !         n  ' 

Il  a  pour  limite  0 ,  quel  que  soit  r,  quand  n  augmente  indéfiniment 
Donc  la  série  est  convergente  quel  que  soit  x. 

Pour    .r<<l,    les  termes  de  la  série  diminuent  dès  le  début.  Pou 
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ic  >>  1 ,  ils  commencent  par  croître  ;  ils  passent  par  un  maximum,  puis 
décroissent.  La  figure  183  donne  en  I,  et  à  Téchelle  de  droite,  la 
valeur  de  la  série  pour    ic=r5,    quand  on  prend    1,  2,  ...  /i    termes. 


-100 


.*■■■    ■•-. 


Fig.  183. 


Elle  donne  en  II ,  et  à  l'échelle  de  gauche ,  la  valeur  des  termes 
successifs  de  la  série. 

Comme  nous  le  verrons  (§  256) ,  la  série  représente    e". 
Sa  valeur  exacte  pour    x  =  ^,    est  148,4. 


^\  —  La 


série 


-r+~9~+--- 


n 


1     '     2 

est  convergente  pour     x  <i\,    divergente  pour    x 


i 


On  a  en  effet  :      -"  "^ 


X. 


n-\--\    '    n  n-\-] 

La  limite  de  ce  rapport  est  x  quand  n  croît  indéfiniment.  Donc 
pour  que  la  série  soit  convergente ,  on  doit  avoir  x  <Z^'  Nous  ver- 
rons {§  252)  que  la  série  est  divergente  pour  x  =  \,  et  a  fortiori 
pour    0?  >>  L 

252.  Emploi  d'une  fonction  continue  comme  généra- 
trice de  la  série  de  comparaison. 

Soit  une  fonction  continue  y=zf(^x).  Calculons  la  valeur  de  y 
pour  ic=rl,  2,  3,  ...  n...  Nous  obtenons  des  ordonnées  ?/o,  î/i, 
•••  2/w  +  i-  Nous  pouvons  considérer  les  différences  de  ces  ordonnées 
UQ  =  yi  —  î/q,  Ui  =  î/2  —  yi,  ...  comme  les  termes  d'une  série  que 
nous  savons  convergente  ou  divergente.  Il  suffit  de  voir  si  /"(oc)  a 
une  valeur  finie  ou  non. 

La  série  u  peut  nous  servir  de  série  de  comparaison. 

Pratiquement  il  n'est  pas   nécessaire   de   calculer  exactement  les 


302  CO  URS  DE  MA  THÉMA  TIQ  UES  GÉNÉRA  LES 

termes  Uo,  u,,  ...  :  il  nous  sufïit  d'en  avoir  une  évaluation  par  excès 
ou  par  défaut,  suivant  les  cas.  Voici  deux  exemples  simples. 
^".  —  Nous  voulons  montrer  que  la  série  : 

14         1  1 

est  divergente.   Considérons  la  fonction  :     ;/  =  loga:.     Elle  devient 
infinie  quand  x  croît  au  delà  de  toute  limite.  D'ailleurs  on  a  : 

log(„+l)_log;i<4--  (2) 

En  effet  :  d\ogx=z(JjL' ',  x.  Quand  x  est  compris  entre  n  et 
n -[- 1 ,  la  dérivée  est  donc  comprise  entre  \  '.  n  et  1  ;(/i-pi); 
elle  est  donc  inférieure  à  \  ',  n.  Pour  l'accroissement  1  de  la 
variable,  l'accroissement  de  la  fonction  est  donc  inférieur  à  i  '.  n. 
G.  Q.  F.  D. 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (1)  est  donc  supé- 
rieure à  : 

(log2-logl)  +  (log3-log2)  +  ...  +  |log(/i+l)-log«] 

— =  log  n  —  log  1  r=  log  n. 

Donc  la  série  (1)  est  divergente. 

Il  est  remarquable  que  les  j)oints  figuratifs  de  la  série  (1)  tendent 
à  se  mettre  exactement  sur  la  courbe  : 

;V  r=  0,570 +  logi.r  + 0,5).  (3) 

Ainsi  : 


1 
E 


"  ^   =  2,28:{ ,       log 5,5  =  1 ,705 :       2,28:i  —  1 ,705 :=  0,578, 
1  '* 

50    \ 

=  4,498 ,       log  50,5  =-  3,922  ;     4,498  —  3,922  =  0,576. 


n 

t^".  —  Nous  voulons  montrer  que  la  série  : 
1.1.1,  ,      1 


est  convergente  si     a>>l.     Considérons  la  fonction  : 

111       I 

Les  points  figuratifs  des  sommes  partielles  successives  de  la 
série  (4)  finissent  par  se  mettre  sur  la  courbe  (5),  où  la  quantité  S 
est  une   certaine    fonction   de   a   à   déterminer.   En   effet,    la  dérivée 

La  différence  finie  Sy   pour     Ax=(/i4~M  —  ^^     ^^^   donc   aussi 
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voisine  que  nous  voulons  de  raccroissement  de  la  série  (4)  quand 
nous  passons  de  /i  à  n-\-i  termes  :  il  suffît  de  prendre  n  assez 
grand.  La  courbe  discontinue  (4)  et  la  courbe  continue  (5)  tendent 
donc  asymptotiquement  l'une  vers  l'autre.  Or,  si  a  est  >>  1,  la  fonc- 
tion (5)  tend  vers  la  valeur  S  pour  x=zoo.  Donc  la  série  (4)  est 
convergente. 

Voici  les  valeurs  —  des  séries  (4)   pour   diverses  valeurs  entières 
de  a. 


a 

V 

a 

2 

a 

y 

2 

1,64493 

6 

1,01734 

10 

1,00099 

3 

1 ,20206 

7 

1,00835 

11 

1,00049 

4  ' 

1,08232 

8 

1,00408 

12 

1,00025 

o 

1,03693 

9 

1,00201 

13 

1,00012 

253.  Séries  formées  de  quantités  complexes. 

Pour  fixer  les  idées  du  lecteur  et  généraliser  la  notion  de  série, 
nous  dirons  quelques  mots  des  séries  formées  de  quantités  com- 
plexes : 

Les  termes  sont  de  la  forme  : 

"«==pn(cosO,.  +  /sinO^). 

On  obtient  un  polygone  ouvert     OABGDE     (fig.  184). 

La  série  est   convergente  si   l'extrémité  de   ce  polygone  tend  vers 
un  point  limite  P  à  dis- 
tance   finie,    quand    on 
augmente    indéfiniment 
le  nombre   de  ses  côtés. 

Deux  cas  sont  à  con- 
sidérer. 

Déroulons  le  poly- 
gone spiraliforme  cons- 
truit jusqu'au  point  li- 
mite, et  mesurons  sa 
longueur  (somme  des 
modules  des  vecteurs). 

Si  cette  longueur  est 
finie,    cela   signifie   que 


Fig.  184. 


la  série  formée  par  les  modules  (tous  positifs,  §  222)  est  elle-même 
convergente.   La  série  est  dite  absolument  convergente. 

Si  cette  longueur  dépasse  toute  quantité  donnée,  la  série  formée 
par  les  modules  n'est  pas  convergente.  On  dit  que  la  série  (1)  con- 
vergente est  semi -convergente.  Nous  verrons  plus  loin  que  ce  terme 
est  souvent  pris  dans  une  acception  différente  (§  262). 

Gomme  cas  particulier,   nous  retrouvons  les  séries  dont  tous  les 
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termes  sont  positifs,  et  les  séries  dont  les  termes  sont  tantôt  positifs, 
tantôt  négatifs.  Ainsi  la  série  : 

1_J_   1     ^  _^     L 

1        2  "^  3"      1         •• 

qui  est  convergente  (§  249,  3"),   est  semi-convergente,    puisque   la 
série  des  modules  de  ses  termes  : 

est  divergente  (§  252,  i"). 

Si  la  série  est  absolument  convergente,  on  peut  changer  arbitraire- 
ment l'ordre  des  termes  sans  modifier  la  position  du  point  limite;  si 
elle  est  semi-convergente ^  l'interversion  peut  donner  à  ce  point  une 
infinité  de  positions  diiîérentes  (§  249). 


Développements  suivant  les  puissances  de  la  variable. 

254.  Développement  en  série.  Formule  de  Taylor. 

i'\  —  Montrons  d'abord  que  toute  fonction  entière  de  u- -\- h 
(§  36),     f[x-\-h),     peut  être  mise  sous  la  forme  : 

/•(.r  4-  h)  =.  /•(.,•)  +  ^r{.r)  -j-  ^^  r[x)  +  . . .  ;  (1) 

/"',  f'\  ...  sont  les  dérivées  successives  de  f[x)  par  rapport  à  x. 
Le  nombre  des  termes  du  développement  est  fini,  car  la  dérivée 
7n-|-r''""'  d'un  polynôme  de  degré  m  est  nulle. 

Il  suffit  de  prouver  le  théorème  pour  la  fonction  A(x-j- /i)'",  la 
dérivée  d'une  somme  étant  la  somme  des  dérivées.  Il  suffit  même 
d'étudier     [x-\-h)"'\     on  multipliera  ensuite  tous  les  termes  par  A. 

On  a,  d'après  la  formule  du  l)inôme  (^*  12)  : 

/(^+/o-(^+/0" --'"+  7 ^-"-^+ "'^7.7--/^v"-+...  (2) 

Or  :      f{,r)=--x^,       f\x)  =  mx'^~\       /"'(.r)  =  m(m— l)x'"-'+ ... 

Substituant  dans  (2),  on  retrouve  (1).     G.  Q.  F.  D. 
^°.  —  Quelle  que  soit  la  fonction     f[x-\-h)^     nous  pouvons  tou- 
jours poser  : 

f[x  +  h)  ==  Ao  +  X,h  -f  X,h^  +  . . .  +  A„/i«  +  \\[x,h),       (3) 

où  Ao,  Al,  ...  A„  sont  des  fonctions  arbitrairement  choisies  de  x , 
où  R(ir,  h)  est  une  fonction  de  x  et  de  h  à  déterminer. 

En  elfet,  le  reste  l\  étant  d'abord  indéterminé,  nous  pourrons  tou- 
jours le  choisir  de  manière  à  transformer  (3)  en  une  identité. 

L'intéressant  n'est  donc  pas  de  développer     f[x  -\-  h)     suivant  les 
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puissances  de  h;  c'est  de  trouver  pour  les  fonctions  Ao(a?),  Ai{x),  ... 
A„(a?) ,  des  formes  telles  que  le  reste  R  ait  une  expression  aisément 
calculable. 

Nous  sommes  naturellement  conduits  à  essayer  pour  les  fonctions  A 
les  formes  qui  réussissent  parfaitement  bien  pour  les  fonctions 
entières  (puisqu'elles  annulent  le  reste  R,  à  la  seule  condition  de 
prendre  un  nombre  de  termes  égal  au  deg-ré  augmenté  d'une  unité). 
Nous  écrirons  donc  avec  Taylor  : 

A.r+/o=/-(x)+^rH+-|^rw+...+^rw+R,  (4) 

n  !  =  factorielle  n  =  i  .  2  ...  n. 

Nous  pouvons  toujours  poser  l'identité  (4)  sans  contradiction, 
puisque  R  est  encore  à  déterminer.  Mais  le  développement  n'a  d'in- 
térêt :  d'abord,  que  si  nous  parvenons  à  trouver  la  forme  du  reste  ; 
ensuite,  que  si  la  valeur  du  reste  est  négligeable  à  la  seule  condition 
de  prendre  un  nombre  convenable  de  termes. 

Remarque. 

Les  développements  en  série  servent  à  deux  fins  qu'il  faut  soigneu- 
sement distinguer. 

Ou  bien  nous  voulons  obtenir  une  série  infinie  qui  soit  équiva- 
lente à  la  fonction  donnée,  dans  un  intervalle  déterminé  pour  la 
variable.  Il  est  clair  qu'alors  la  série  doit  être  convergente. 

Ou  bien  nous  nous  proposons  seulement  de  calculer  numérique- 
ment une  fonction  donnée.  Or  on  ne  calcule  pas  des  séries  infinies j 
on  se  borne  nécessairement  à  un  petit  nombre  de  termes.  Il  devient 
alors  indifférent  que  la  série  indéfiniment  prolongée  suivant  la  même 
loi  soit  convergente  ou  non.  Il  suffit  que  le  reste  devienne  suffisam- 
ment petit,  quand  on  prend  un  nombre  convenable  de  termes  (par 
convenable  y  il  ne  faut  pas  nécessairement  entendre  grand). 

On  verra,  par  exemple  (§  2()2),  qu'il  est  possible  de  calculer  cer- 
taines fonctions  au  moyen  de  séries  qui  non  seulement  sont  diver- 
gentes, mais  dont  les  termes,  d'abord  décroissants,  passent  par  un 
minimum  pour  un  certain  rang,  et  croissent  ensuite  indéfiniment. 
Naturellement  il  en  est  de  même  pour  le  reste.  Si  ce  reste  est  facile 
à  évaluer  et  passe  par  un  minimum  suffisamment  petit,  la  série  est 
parfaitement  utilisable. 

255.  Restes  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

1".  —  Considérons  la  fonction  de  z  : 

^',z)  =  f{x+h)-f{z)-  i^+I^A  ^^(,)_ 


^+^^  ^)lfn^^)__(^^_^h—zY^'S.  (1 


n  1 
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<p(s)  s'annule  identiquement  pour  z=^x-\-  h\  o{x-\-h)  =  0. 
Nous  voulons  trouver  une  quantité  S  indépendante  de  s,  et  telle 
qu'on  ait  également     o(ir)  =  (). 

D'après  le  §  loo  :      oU  +  /i)  —  o{-r)  r=  ho{.r  +  Q^) ,     0  <  6  <  1 . 

Puisque  nous  avons  par  hypothèse  : 

of.r4-/i)  =  0,  o(.r)  =  0, 

il    existe    une    valeur    de    z    intermédiaire   entre   r    et     x-\-h     pour 
laquelle     o'(2)r=o'(./^-|- 0/t)  =  0.       écrivons  qu'il  en  est  ainsi.  Or  : 

i{z)  =  -nz)^f'(z.-{.r+h-z)nz)+... 

Tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent,  sauf  les  deux 
derniers.  D'où  les  conditions  corrélatives  : 

o'(.r  +  0/.)  =  0,         S="']'Jl^{~'  r-'i^  +  'ih). 

Si  0  est  convenablement  choisi  entre  0  et  1,  on  a  :       0(3")  =  (). 
Faisons  donc      ::  =  .r,       dans  la   formule  (1);   substituons  à  S  sa 
valeur;  enfin  posons     o(.^)  =  <>.     H  reste  la  formule  de  Taylor  : 

/•(x+/,)  =  A-r'+  /',  H"' +  •••+"£ ^"(•^)  +  ^"'       (2) 

"=    -n!^+l,     ^"-'(^•  +  «'^'-  (3) 

L'exposant  A'  est  arbitraire;  à  chaque  valeur  de  A:  correspond  une 
valeur  particulière  de  0. 

On  utilise  principalement  deux  formes  du  reste. 
^.  —  Reste  de  Lagrange.     Posons     k  =  n  : 

R-(n  +  l')  !/•'-■  (^  +  6/»). 
;?°.  —  Reste  de  Cauchy.     Posons     A  =  0: 

>.  —  Formule  de  Maclaurin. 

Faisons  x  =  0,  dans  la  formule  (2)  qui  est  une  identité  pour 
toute  valeur  de  x  et  de  h:  remplaçons  h  para?.  Nous  obtenons  : 
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256.  Développements  du  logarithme  et  de  l'exponen- 
tielle. 

/°.  —  Soit  à  développer  e""  en  série.  On  a  (5^  197)  : 

—  p'^  ' 

par  suite,  toutes  les  dérivées  /*"(0)  sont  égales  à  l'unité.  D'où  : 

Or  e^^  est  essentiellement  fini.  En  vertu  du  §  251 ,  le  reste  s'an- 
nule donc  quand  n  croît  indéfiniment,  quel  que  soit  x.  Par  suite,  on 
peut  considérer  la  série  indéfiniment  prolongée  comme  représen- 
tant e""'^  elle  est  convergente  quel  que  soit  x  (§  251). 

Si  on  utilise  un  nombre  fini  de  termes,  on  commet  une  erreur 
égale  au  reste,  et  dont  il  est  facile  d'évaluer  une  limite  supérieure. 

Généralisons;  on  a  :         loga''  =  j^loga,         a^==e'''"^". 

Pour  développer  a"^,  on  remplacera  donc  dans  la  formule  (1) 
X  par  X  loga,  et  e^^    par  a^^. 

^''.  —  Soit  à  développer  log(l-J-.^). 

On  a  :  r{-^)  =  ±l  .  2  ...  (/i— 1)  (1 -f.c)-", 

p^\i^x)z=z^\  .  2...  (/z  — i)n(l+0.r)-«-'. 
D'où  : 

log  (1  + ..)  =  .r  -  ^  +  ^  -  . . .  +  —  +  --^-p  j^_ç^^,  .     (2) 

La  série  indéfiniment  prolongée  est  divergente  pour  x^  \ .  Nous 
sommes  par  conséquent  assurés  qu'indéfiniment  prolongée,  elle  ne 
représentera  pas  log(l^.r-).  Non  seulement  elle  est  divergente, 
mais  pour  peu  que  x  soit  grand,  les  termes  croissent  immédiate- 
ment; nous  ne  pourrons  donc  pas  davantage  nous  en  servir  pour 
calculer     log(l  -j--^);,     en  la  limitant  à  un  nombre  fini  de  termes. 

Pour  .^<Cl,  la  série  indéfiniment  prolongée  est  convergente  et 
représente  log(l-|-a?).  Pour  le  montrer,  il  suffît  de  prouver  que  le 
reste  diminue  au  delà  de  toute  limite,  quand  n  augmente  indéfi- 
niment. 

En  effet,  l'égalité  (2)  est  une  identité  pour  une  valeur  convenable 
de  0;  log(l-[-j?)  est  certainement  fini.  Si  donc  le  reste  diminue 
indéfiniment,  la  série  est  convergente  et  représente     log[i-\-x). 

Il  en  est  évidemment  ainsi  quand  x  est  positif,  puisque  : 

.T  :  (  i  +  ea;)  <  1 . 

On  élève  donc  à  une  puissance  indéfiniment  croissante  un  nombre 
inférieur  à  l'unité;  de  plus,  ce  qui  accroît  la  rapidité  de  la  décrois- 
sance ,  on  divise  le  résultat  par  le  nombre  n-\-i  qui  croît  indéfi- 
niment. 
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Si  X  est  négatif,  utilisons  la  seconde  forme  du  reste  : 

^^  —  1".  2  .  3::.  Vi  ^        [^00)  — X        ^^-^  ^^^,_. ,  —y^j^^^^j    ^  _^y^^  . 
Posons     x  =  —  ?/  ;         x  —  (ix  =  —  hj  —  0?/) ,  1  -[--  Oa-  =  1  —  By. 

On  a  :  7/  —  Oî/  <<  1  —  0;y  ,  puisque  ;/  est  positif  et  <C  1 .  Donc 
le  reste  contient  en  facteur  une  puissance  indéfiniment  croissante 
d'un  nombre  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  l'unité  :  il  tend 
vers  0  quand  n  croît  indéfiniment. 

En  résumé,  pour  toute  valeur  de  x  dont  la  valeur  absolue  est  infé- 
rieure à  1 ,  nous  pouvons  écrire  : 

r  y-  T'"'  T"* 

log(l  +  .r)  =  ^-^^+^— ^  +  ... 

Remarquons  que  pour  .r<^0,  tous  les  termes  de  la  série  sont 
négatifs. 

Pour  fixer  les  idées  sur  le  degré  de  convergence  de  la  série, 
calculons  log(1,o)  et  log(0,î));  donnons  à  a:  la  valeur  3+2  1  ;  2. 
On  trouve  immédiatement  (à  l'aide  d'une  table  des  inverses)  pour 
valeurs  absolues  des  termes  successifs  (multipliés  par  10*)  : 

5000,     12r;o',     417,     l  :'>(>,     63,     26,     il,     

D'où  :       log  (0,5)  =  —  0,6923,         log  (1,5)==  0,4059. 
La  table  du  S  194donne     log  (0,5)  =  — log  2  =  —  0,6931. 
Une  table  de  logarithmes  vulgaires  donne  : 
Log (1,5)  =-0,1 761;       d'où  :    log(i, 5) -^ 0,1761  X  2,3026  =  0,4055. 

Naturellement  la  convergence  est  d'autant  moins  rapide  que  la 
valeur  absolue  de  x  s'approche  davantage  de  1.  Pour    x=\,    on  a  : 

log  2  =  i  —  0,5000  +  0,3333,  —  0,2500,  +  0,2000  —  0,1 667  +  . . . . 

La  série  converge  (s^  249.  ,f'),  mais  très  lentement. 

257.  Développements  du  sinus  et  du  cosinus. 

i°.  —  Soit  d'abord  sin  ./•  à  développer. 

f'{x]  =  cosx,  /"(0)  =  1; 

r(r)=:  — sin.r,         r(0)==0; 
et  ainsi  de  suite.  Prenons  n  pair;  on  a  : 

sin.r  =  jT  —  JT  +  jr  —'•-±j^^zfT)T  cos  (6x). 

Le  reste  est  donc  toujours  inférieur  à     j?"*^  ;  (n-j- 1)  I. 
La  série  indéfiniment  prolongée  est  convergente  quel  que  soit  x. 
Soit,  par  exemple,     x^=2.     On  trouvera  pour  les  termes  successif 
de  la  série  : 

2,000  —  1 ,333  4-  0,267  —  0,025  -|-  0,002  —-...=  0,911. 
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Or  l'arc  2  correspond  à  peu  près  à  114°  30'  dont  le  sinus  est  le 
même  que  celui  de  65°  30'.  Les  tables  donnent  0,910. 

Cet  exemple  montre  à  quel  point  la  série  est  convergente;  il  est 
clair  que,  pour  calculer  des  sinus,  on  ne  s'avisera  pas  de  prendre  des 
arcs  supérieurs  à     t:  ;  2. 

S°.  — -  Soit  cosa?  à  développer. 

f{or)  =  -smx,         /'(0)  =  0; 
r{x)^-cosx,      .    r{0)  =  -i- 
et  ainsi  de  suite.  Prenons  n  impair;  on  a  : 

cosx  =  i—-^  +  jj—...±  (^_^|),  cos(6a-). 

La  série  indéfiniment  prolongée  est  convergente  quel  que  soit  x. 
3°.  —  Appliquons  à  e'*  le  développement  précédemment  démontré 
pour  e^  (§  25(3).  On  trouve  (§  253)  : 

que  nous  pouvons  écrire  : 


'-S+l^--+K-iT 


X'^ 
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e'^  =  cos  X  -(-  i  sin  x. 
C'est  la  formule  de  laquelle  nous  sommes  partis  pour  définir  e**. 

258.  Généralisation  de  la  formule  de  binôme. 

Soit    à    développer      {\ -\-xY^      où  p    n'est   plus   nécessairement 
entier. 

f{x)  =(l+x)^  ^0)    =1; 

f\x)=p[i+xf-\  m=p; 

^"(,,)=p(p_l)(l+^).-  f"^0)=.p(p-i); 
et  ainsi  de  suite.  D'où  : 

ii+xY=i  +  P-.  +  PiP^-x'.  +  ...  +  n, 


R = (1  _  e)»  iîLPinA^iiiPrr^  (1  + 


Nous  retrouvons  donc  la  formule  du  binôme  avec  un  reste.  Celui-ci 
a  une  valeur  qui  tend  vers  0  quand  n  croît  indéfiniment,  pourvu  que 
X  soit  compris  entre     —  1  e/  -j-  1 . 

En  effet,  le  reste  peut  se  décomposer  en  trois  facteurs  : 

i  +  ex/'       i^-hea;)     'ni  ^     • 
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Puisque  0  est  compris  entre  0  et  1 ,  et  que  x  est  campris  entre 
—  1  et  -f- 1 5  le  premier  facteur  est  certainement  infiniment  petit 
pour  n  infiniment  grand.  Il  resterait  fini  et  égal  à  l'unité  pour 
x=:  —  1.  Le  second  facteur  est  fini.  Il  faut  donc  prouver  que  le 
troisième  est  infiniment  petit  pour  ii  infiniment  grand.  En  effet,  pour 
passer  de  sa  valeur  pour  n  termes  à  sa  valeur  pour  n-{-\  termes,  on 
doit  le  multiplier  par  : 

|/>-(/i+l)l.r:(/i  +  l), 

quantité  qui  pour  n  très  grand  tend  vers  —  .r,  c'est-à-dire  est  com- 
prise entre  -  - 1  et  -|-  1  •  Le  produit  d'un  nom])re  de  plus  en  plus 
grand  de  facteurs  qui  (au  moins  à  partir  d'un  certain  rang  fini)  sont 
tous  inférieurs  à  l'unité  en  valeur  «absolue,  tend  évidemment  vers  0. 

259.  Développements  usuels. 

T.!;-,:  =  1 +•'■  +  ■'■' +  ^'+- ■ 

\"  +  -^  =  1  +  2  -  H  +W~  128  +  •  •  • 
1  .r  j^  Sx-         lyx^     |_  35j-^ 

' ZJ  — ^"3"^    9  81    +243  ~"•••• 

v/4+.r 
2Jr•  ,    17jc'    . 


'^  '     3     '     lo 


o    '     315 


x"     .     x-'         X' 


arctgj:'=:.r—   ^  -|- ^  — -^ -f- ... 
arcsm.r  =  j"4--jv-  +  ^^  +  ^j-^4-... 


Formules  d'approximation. 

260.  Formules  d'approximation. 

/".  —  Nous  avons  déjà  fait  observer  que  les  développements  ei 
série  servent  à  deux  fins  :  1°  obtenir  une  fonction  équivalente  à  un» 
fonction  donnée;  2"  faire  plus  aisément  des  calculs  approchés.  Dan 
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le  premier  cas,  nous  devons  nous  inquiéter  de  la  convergence  de  la 
série  indéfiniment  continuée.  Dans  le  second  cas,  elle  nous  est  par- 
faitement indifférente,  puisqu'on  ne  calcule  pas  une  série  infinie;  il 
suffît  que  nous  puissions  estimer  la  valeur  du  reste. 

Voici  des  exemples  pour  fixer  les  idées. 

^°.  —  Il  est  évident  qu'on  a  pour  x  positif  et  petit  : 

oc  oc  ce  .'/'  (jC 

y<tgY;  -2-<sin  Y  :  cosy. 

x  X  OC'  [  X   \ 

Par  suite  :      j?  cos- -W^  <<  2  sin -^  cos  2" ,         «^(l — sin--^  j  <C  sinx. 

X  X 

X  —  sin X <^x sin^  -^ ,  x  —  sin x  <^  —r- , 

puisque  le   sinus   d  un  arc  est  plus  petit  que  cet  arc. 
En  définitive,  nous  avons  les  inégalités  : 

X  —   f    <i  sin  X  <Z  r. 

Nous  pouvons  donc  remplacer  sin  x  par  x  avec  une  approximation, 
que  nous  savons  évaluer. 

La  connaissance  du  développement  convergent  (§  257)  : 

x"^     I       ocr"  x' 

sm  x^=^x  —  -TT- 


120        5040  ^•• 

est  précieuse,  puisqu'elle  nous  fournit,  outre  une  estimation  plus 
précise  de  Terreur  (a?^  ;  6  au  lieu  de  a?^  ;  4),  une  approximation 
indéfinie  grâce  à  un  plus  grand  nombre  de  termes;  mais  elle  n'est 
pas  nécessaire. 

^^  ~  On  a  :  cosa?  =  1  —  2  sin^y , 

d'où  :  cosa:;>>l  —  -^^  . 

Voici  donc  ces  x  déjà  compris  entre  les  limites  1  et  1  — a;-  ;  2.. 
On  peut  aller  plus  loin.  Remplaçons  sin  (.t  ;  2)  par  la  valeur  sûre- 
ment trop  petite  déterminée  ci-dessus.  On  a  : 

_.        J./X         x^\-  ,        .t'    ,     x^        2x^ 

cos.T<l— 2(^-2-— 32  j  ,         ^^^^<1— -2"  +  T6'"~lF' 


X-       ,       X' 


et  a  fortiori  :  cos  x  <Ci  —   9  +  -j^ . 

Nous  renfermons  donc  cosr  dans  les  limites  : 

x^ 


1 gr  <  cos  a:-  <  1 ^  + 


16 
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Le  développement  convergent  (i;^  257j  : 

cos  rr  =  1  —   2"  "T  "24"  ~  •  •  •  ' 

fournit  une  estimation  plus  précise  de  l'erreur. 
/".  —  La  formule  du  binôme  donne  : 

] 

et  par  suite  :  ■.    ■       =  1  —  x-{-x^'  —  x^ -\-  ... 

Elle  n'est  cependant  pas  nécessaire  pour  savoir  que  poser  : 

1  ;  [i-j-x)=z\ — X,  c'est  écrire  :         x^-  =  0: 

1  \[i-^x)=[ — x-\-x^^       c'est  écrire  :         x'^  =  0: 

et  ainsi  de  suite. 

5°.  —  Soit  une  fonction  quelconque  f(x,  ;/,  z)  dont  nous  vou- 
lons calculer  les  valeurs  autour  du  système  x^  ?/,  :;;  par  exemple, 
pour  le  système  'i'-\-h,  2/ +  ^»'i  ^~{'(/-  Sans  qu'il  soit  néces- 
saire d'aucun  raisonnement  supplémentaire,  nous  avons  approxima- 
tivement : 

f{x  +  h,  y  +  k,  z-\-g)  =  f{.r,  /,,  :.)  +  /,  ^/_+k^  +  g^, 

en  vertu  de  la  définition  même  de  la  dérivée  et  pourvu  que  la  fonc- 
tion f[x,  y,  z)  n'ait  pas  de  propriétés  particulières  au  voisinage 
du  système  .r,  ?/,  3.  Notre  but  est  ici  non  pas  de  construire  une 
fonction  équivalente  à  la  fonction  f{x,  ;/,  z),  mais  de  calculer  des 
valeurs  approchées.  Elles  le  seront  d'autant  plus  que  h,  A*,  ^r, 
seront  plus  petits. 

6*".  —  On  conçoit  maintenant  l'usage,  pour  le  calcul  des  fonctions, 
de  séries  qui  indéfiniment  prolongées  seraient  divergentes,  dont  les 
termes  pourraient  même  croître  indéfiniment. 

261.   Résolution   de  Téquation  du   second  degré  par 
approximations  successives. 

/".  —  Supposons  très  petit  le  coefficient  a  de  l'équation  : 

ax''-^hx-\-c  —  0.  (1) 

La  résoudre,  c'est  déterminer  les  points  d'intersection  avec  l'axe 
des  X  de  la  parabole  : 

y  =z  ax-  -\-  hx  -\-c. 

Vu  la  petitesse  du  coefficient  a,  cette  parabole  à  distance  finie  se 
confond  presque  avec  la  droite  : 

y=zbx-^c. 

Il  existe  donc  une  racine  réelle  voisine  de     x  =  —  c  '.  b. 
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Il  en  existe  une  autre  très  grande  voisine  de  — b  ',  a.  En  effet, 
pour  les  grandes  valeurs  de  x,  les  deux  premiers  termes  ax"--\-bx 
l'emportent  beaucoup  sur  le  troisième. 

Cherchons  une  valeur  plus  approchée  de  la  première  racine. 

Remplaçons  x^  par     — c  '.  b     dans  le  terme  petit.  On  a  : 

c         ax^  c         ac^ 


*"—        b  b    —       b         b'  ' 

On  obtient  une  valeur  encore   plus  approchée,  en  remplaçant  x^ 
par  cette  nouvelle  valeur. 

Négligeant'  le  terme  en  a^ ,  on  trouve  : 

_        c         a&  _^aV 
'^  —  ~'b~~^~~     b'     ' 

^°.  —  On  obtient  autrement  le  même  résultat. 
Résolvons  l'équation  (ij  : 


-/>  +  v//>--4ac   _   i>   /       .    ,   v/l_i^ 
""--  2a  —  2^l"~^'^V^         b^~ 


Nous  ne  gardons  que  la  racine  relativement  petite.  Développons  le 
radical  par  la  formule  du  binôme  (§  258  )  : 


4ac  \  ' 1 

2ac 

2aV- 

ia^c^ 

C 

~    b^ 
ac^ 

b' 
2aV 

b' 

X—  ^-- 

b' 

b'     • 

3**.  —  Gomme  application,  traitons  le  problème  classique  du  puits. 
On  laisse  tomber  un  caillou  au  temps  0  ;  on  détermine  le  temps  t 
auquel  on  entend  le  bruit  de  la  chute.  On  demande  la  profondeur  du 
puits.  Appelons  ^  l'accélération  de  la  pesanteur,  V  la  vitesse  du  son. 
La  profondeur  h  est  donnée  par  l'équation  : 

'  =  T  +  \/^'        ''=l('-4)-  (1) 

Gomme  V  est  grand  relativement  à  la  vitesse  de  chute,  on  a  comme 
première  approximation    h=zgt^\2.     Substituons  cette  valeur  dans 

le  second  membre  de  la  relation  exacte  ;  il  vient  : 

n—  2  y  —  y)  —    2  2V  • 

On  trouve  le  même  résultat  en  développant  la  solution  exacte  : 


V. 2^^'  ■   ^* 


V2  /2 


Remarque. 

La  première  méthode  présente  l'avantage  de  donner  une  solution 
unique.   Quand  on  part  de  la  première  équation  (l)  et  qu'on  chasse 
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le  radical,  on  introduit  ipso  facto  une  solution  fausse ^  puisque  le 
résultat  serait  le  même  pour  Téquation  : 

^—  V      V  ^  ' 

qui  n'a  pas  de  signification  ph}  sique.  La  remarque  s'applique  chaque 
fois  qu'on  est  amené  à  chasser  des  radicaux.  On  ne  retrouve  évidem- 
ment jamais  dans  les  résultats  que  ce  qu'on  a  mis  dans  les  équations; 
mais  il  faut  avoir  soin  de  ne  rien  ajouter  en  cours  de  route,  car  on 
le  retrouve  à  la  fin. 

262.  Calculs  approchés  au  moyen  de  séries  qui  indéfi- 
niment prolongées  sont  divergentes. 

Voici  un  intéressant  exemple  du  calcul  des  intéij^rales  de  Fresnel. 
Une  intégration  par  parties  donne  les  formules  : 


^         ,.    r   (Iv  T,     .,  1  .::..,    4/1—3     /     dv 

^^n  —  \)   /   -^^ï;^,cos-^r-=r  ^^„._3  sin  2^'+       -~    f   l^ï.riïï 

r    dv      .     T.    ,                1               z    ,       ifi  —  \     l'd 
I      ,,,_..  sni  -ô-  v'  — :  —       .._  ,  cos  -^  V I     - 


sm  n  V- 


cos  -g-  V 


Ceci  posé,  on  obtiendra  de  proche  en  proche  : 

11.3.1.3. 5 


/•'" 


-3i 


-\-  COS  -^  V- 


1      ,1.3.5        1.3.5.7.9 


Z-V      '  T.*V' 


1  .  3  .5...(4/i  — 3)(4ai  — 1) 


rdv         T.    .. 
/  -^cos^t^- 


+ 


On  vérifie  (jue,  |)our  des  valeurs  assez  grandes  de  r,  les  termes 
des  séries  vont  d'abord  en  décroissant,  passent  par  un  minimum,  puis 
croissent  à  nouveau.   Kn  effet,  les  termes  généraux  sont  de  la  forme  : 

1  .  3  .r)...(4/t  — 1)  1  .3.5...(4nH-i) 

Les  rapports  de  deux  termes  consécutifs  sont  donc  de  la  forme  : 

(4n±:l)  :::V. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  t:*^*,  ils  finissent  par  devenir  supé- 
rieurs à  l'unité  quand  n  croît.  Si  rrv''  est  assez  petit,  les  termes 
croissent  à  partir  du  premier. 

Les  séries  sont  donc  certainement  divergentes. 

Mais  cela  n'a  aucune  importance  :  il  s'agit  en  efîet,  non  pas  de  repré- 
senter l'intégrale  G  de  Fresnel  par  une  série,  mais  bien  d'en  calculer 
la  valeur.  Ayant  l'expression  exacte  du  reste,  nous  savons  ce  que  nous 
négligeons.  Nous  n'avons  même  pas  besoin   de  connaître  la  valeur 
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exacte  de  l'intégrale  contenue  dans  ce  reste.  Nous  en  avons  une  limite 


supérieure 


Si  V  est  assez  grand,  on  obtient  une  excellente  approximation  en 
prenant  les  deux  premiers  termes  de  chaque  série. 


On  trouve  les  mêmes  séries  pour  calculer 


dv  sin-^î;-. 


Dans  le  calcul  des  phénomènes  de  diffraction,  il   est  avantageux 
de  mettre  les  intégrales  de  Fresnel  sous  la  forme  : 

f  r.  1.x 

(j=z    I     CCS  -IX- V-  .  Ju  r=  -2"  -j-  M  sin  -2"  U"  — ■  N  cos  -s-  ?^^, 

1 


-y 


sin  -^  V 


dv 


2  —  M  cos  -^  V- 


Nsin-îT-i'^ 


Ces  fonctions  M  et  N  sont  fournies  par  les  séries  précédentes, 
quand  le  terme  minimum  est  assez  petit.  On  connaît  des  séries 
convergentes  qui  les  représentent;  mais  elles  sont  moins  commodes 
que  les  séries  divergentes  ici  données.  Une  table  des  fonctions 
M  et  N  se  trouve  à  la  fin  du  tome  IV  de  notre  Cours  de  Physique. 

263.  Méthode  des  moindres  carrés. 

i°.  —  Il  s'agit  de  représenter  au  mieux  les  résultats  d'une  série 
d'expériences   au    moyen 
d'une  courbe  dont  on  se   ^ 
donne   arbitrairement    la 
forme  : 

y=f{x,A,  B,  C,...), 

et  qui  contient  m  cons- 
tantes arbitraires.  A, 
B,  ...  On  demande  de 
choisir  au  mieux  ces  cons- 
tantes. Les  expériences, 
effectuées  pour  les  valeurs 
iPo,  i^i,  a?2,  ...  de  la  va- 
riable, ont  fourni  des 
points  A,  B,  G,  ...  (fig.  185)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des 
nombres  y',,  y[,  y'„  ... 

On  demande  donc  de  faire  passer  au  voisinage  de  ces  points  une 
courbe  telle  que  les  erreurs  : 

^o  —  yo  —  y'o,       h  =  yi  —  y[,       £2  =  2/2 


Fig.  485. 


^^ 


satisfassent  à  une  condition  donnée  à  l'avance. 
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Le  nombre/^  des  points  A,  B,  C,  ...  fournis  par  l'expérience  étant 
très  supérieur />ar  hypothèse  au  nombre  m  des  constantes  A,  B,  G,  ... 
(la  similitude  des  notations  pour  les  points  et  pour  les  constantes 
est  purement  fortuite),  la  courbe  y  ^  f[x)  ne  passe  pas  exactement 
par  tous  les  points. 

D'où  la  nécessité  de  choisir  une  condition  pour  les  erreurs  qui 
permette  à  la  courbe  de  rester  hors  des  points  et  cependant  d'être 
déterminée. 

On  impose  ordinairement  comme  condition^  justifiée  seulement  par 
la  simplicité  de  son  expression  mathématique,  que  la  somme  des  carrés 

2rf£^  soit  minimum.  Le  défaut  de  cette  méthode  (dite  méthode  des 
moindres  carrés)  est  d'exagérer  l'inlluence  des  erreurs  grossières  et 
des  expériences  particulièrement  mauvaises  qu'il  serait  souvent  plus 
prudent  d'éliminer.  Peu  importe  pour  nous,  qui  n'envisageons  la  ques- 
tion que  du  point  de  vue  des  calculs  à  etl'ectuer. 

^".  —  Montrons  qu'il  est  facile  de  calculer  les  valeurs  exactes  des 
paramètres  A,  B,  C,  ...  qui  satisfont  à  la  condition  imposée,  pourvu 
qu'on  en  connaisse  des  valeurs  approchées  a,h,c.  ...  Dans  la  pra- 
tique, on  calcule  ces  valeurs  approchées  par  tâtonnements,  en  se  lais- 
sant guider  par  des  analogies  ou  des  hypothèses. 

Posons:         A  =  a-\-oc,         B-=Ij-\-^,         Cr=c-|-7,  ••• 

Nous  pouvons  écrire  en  vertu  de  l'hypothèse  (\ue  a,  fi,  v,  ...  sont 
des  quantités  petites  ():;  260,  !)")  : 

Posons  pour  simplifier  l'écriture  : 

,  ^  <V(^(M  '1,  h,  c,  ...  i 

f[x„,a,b,c....)=f...  ^        ,;/  =(1.... 

i/„  =  A,  +  a/-; +  Ii/"!; +  •.'/■;  + - 


Eo = y.,  -  ja = (A  - .'/;.) + v: + Ut + -n = 8„ + aft +?/■;;+••• 

e.=2/,— .'/,= =2,  +  a/-? +  ?/•;  + 7^  + 


Dans  toutes  les  formules  précédentes,  seules  les  quantités  a,  ^,  y. 
sont  inconnues.  Toutes  les  autres  sont  par  hypothèse  calculables. 

3°.  —  Calculons  ^t'  et  écrivons  que  cette  quantité  est  minima. 
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Pas  de  difficulté  sur  le  sens  des  signes  2^.  Les  sommations  sont 
étendues  à  toutes  les  abscisses  Xq,  Xy^  X2,  ...  Nous  sommes  donc 
conduits  à  une  forme  quadratique  par  rapport  à    a,  [i,  y,  ••• 

Ecrire  que  la  somme  est  minimum,  revient  à  égaler  à  zéro  les  déri- 
vées de  l'expression  précédente  prises  successivement  par  rapport 
à  a,  (3,  Y  ....  On  trouve  : 


Pour  déterminer  a,  3,  •••,  on  est  donc  conduit  à  un  système  de  m 
équations  du  l'"'  degré  à  m  inconnues. 

Le  lecteur  que  les  notations  précédentes  (nécessairement  compli- 
quées) effaroucheraient,  verra  par  les  exemples  suivants  qu'il  s'agit 
dé  considérations  très  élémentaires. 

264.  Applications. 

/°.  —  Nous  voulons  faire  passer  la  droite  ?/ i=z  A.r -f- B ,  à  tra- 
vers les  points  : 

x,z=zIl         ^1  =  10         .r,  =  i2         :r3  =  20 

;/;,^3       y[  =  i3       .v;=iO       y'.  =  22 

de  manière  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  soit  minima. 

Construisons  ces  points  sur  un  plan  ;  nous  constatons  que  la  droite 
y=x,  (a=l,  /)  =  0)  satisfait  approximativement  à  la  question. 
Nous  poserons  donc  : 

a  et  (^  sont  censément  petits.  Du  reste,  ici  le  développement  en  série 
par  rapport  à  a  et  ^  est  tout  effectué  :  ces  quantités  n'apparaissent 
qu'au  premier  degré.  Calculons  les  erreurs. 

eo  =  2/„-,v;=(l+=<)4  +  ,îl-3;     £,=2/,_  ,/-(l+a)10  + fi- 13  ; 

e,=,y,-,y;=(.l+a)  i2+,3-  10;     s3=2/3-^.;=(l  +  a)  20  +  3  -22. 

Il  faut  écrire  les  conditions  de  minimum  pour  la  somme  : 

(4a  +  p+ir-+(10a+3-3r-  +  (12a+^  +  2)^  +  (20x  +  g-2)^ 

D'où  le  système  :  :i30a +  23(^  =  21  ; 

23a+    2^6  =  1  ; 

a=:0,14o,         ,3  =  — 1,167;         7/  =  i,145x'  — 1,167. 

^°.  —  Nous  voulons  faire  passer  l'exponentielle  :  ?/  =  Ae^'",  à 
travers  les  points  : 

j-Q  =  0         Xi  =  i         x^  =  2         a?3  =  3 

?/;,  =  l,8     î/;  =  6        2/;  =  14      y's  =  ^2. 
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Quelques  tâtonnements  donnent  comme  valeurs  approchées  : 

Posons  donc  :  y  =i  {2 -\- y.)e^^  +  ^)^ . 

Gomme  par  hypothèse  a  et  ^  sont  de  petites  quantités,  nous  pou- 
vons négliger  les  termes  en  [i"^  ou  en  afi.      D'où  : 

7/  =  (2  +  3e)  <?  (1  +  1^)-^  =  (2  +  a)  (1  +  3.t)  e^  =  2e^  +  aer^  +  2'^xe^. 

Nous  sommes  ramenés  à  une  forme  linéaire  en  a  et  |S. 
Calculons  les  erreurs  : 

£,rr..Vo  — //;,  =  2  +  3c-l,8;       3,=;/,-;/;  =  (2  +  a  +  2;i)2,72-6; 

£,==(2  +  a  +  4g)7,3y  — 14;      ,,  =  (2  +  ^  +  63)20  —  42. 

Il  faut  écrire  les  conditions  de  minimum  pour  la  somme  : 

(oc  +  0,2)^-  +  (2,72a  +  :i,4i3  —  0,:;6)'-  +  (7,39a  +  29,56.^  +  0,78)^ 

+  (20a  +  1203  — 2T-. 
D  où  le  système  : 

ar=  —0,27,  -1^0,001  ;         .7  =  1,73  e^'^ei.x 

St'^rie  do  Fonrrior. 

265.  Calcul  des  coefficients. 

Soit  une  fonction     Fi./  i    à   représenter  entre   les  limites    0  et  2- 
Admettons  que  ce  soit  possible  au  moyen  du  développement  : 

V[x)  -^^  Al  sin X  +  Aj  sin  2x-\-  ...  -\-  A„  s\n  nx-{-  ... 

+  Bo  +  BiCos.r+B,cos2.r+...+B«cos/i.r+...      ^  ^ 

ou  du  développement  équivalent  : 

F{x)  =  Ho  +  a,  sin  (x  —  a, )  +  a.  sin  (2a?  —  jt.)  +  . . . 
+  a,,sin(nx— a,)  +  ... 

Nous  pouvons  calculer  aisément  les  coefficients  de  la  série  (Ij. 
Multiplions  les  deux  membres  de  (1)  par  sin  mj-  ou  ces  mx  \  inté- 
grons entre  0  et  2::.  Nous  trouvons  trois  sortes  d'intégrales  [^  48)  : 

sin  mx  cos  nx  .  dx  =  ^    1       [sin  (m -\- n)  x -\-  sin  (m  —  n)x^dx, 

qui  est  nulle  quels  que  soient  les  entiers  m  et  n  ; 

sin  mx  sin /i,r  .  dr  =  ^    /        [cos(/7i — n)x  —  cos[m-^n)x\dx^ 
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qui  est   nulle   quand   m  diffère  de  n,  et  vaut  ::  quand    m  ^  n  >>  0  ; 

I       cos  mx  cos  nx  .  dx^^-ry    1        [cos  (m  —  n)x  -\-  cos  (m  -|-  n)x'\dx^ 

qui   est    nulle   quand   m   diffère    de    n,    vaut   '::   quand     mrrr/i>>0, 
enfin    2-    quand    m=n  =  0. 

D'où  les  valeurs  cherchées  des  coefficients  de  la  série  (1)  : 

1      /-^  1      /'-^ 

A„  =  —    /       ¥[x)s\iinx  .  dx,     B„  =  —    /       ¥ [x)  cos  nx  .  dx , 

^    /       V[x)dx. 


Bo—  2, 


Connaissant     A„  et  B„,      on  calcule     a„  et  a„     par  les  formules  : 
a^^A;  +  B^,  tgoc„  =  — B„  :  A„, 

qui  résultent  de  Tidentification  des  séries  (I)  et  (2). 

Nous  admettons  le  développement  possible  :  c'est  une  hypothèse 
à  justifier  (§  270).  Toutefois  le  calcul  précédent  ne  suppose  absolu- 
ment rien  sur  la  fonction  ¥[x),  sinon  qu'elle  ne  devient  pas  infinie 
entre  les  limites  d'intégration  0  et  2t..  Tous  les  termes  des  séries 
étant  périodiques  et  admettant  2t.  comme  multiple  de  la  période, 
la  fonction  F(j?)  est  elle-même  périodique  et  admet  2t  comme 
période. 

Elle  peut  être  aussi  discontinue  qu'on  voudra.  Toutefois  il  est  bien 
évident  que  la  série  trigonométrique,  n'ayant  pour  chaque  valeur  de 
la  variable  qu'une  valeur  unique  et  bien  déterminée,  ne  peut  repré- 
senter la  fonction  F  (r)  pour  les  valeurs  particulières  de  la  variable 
pour  lesquelles  celle-ci  est  discontinue,  c'est-à-dire  possède  deux 
valeurs  différentes.  On  démontre  que  la  valeur  de  la  série  pour 
ces  valçurs  de  la  variable  est  la  moyenne  des  valeurs  que  ¥[x)  y 
prend  (S  270). 

Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  cas. 

Aussi  bien  nous  pourrions  supposer,  sans  restreindre  le  champ 
des  applications  en  Mécanique  et  Physique,  que  la  fonction  F[x) 
est  continue,  ses  dérivées  pouvant  être  aussi  discontinues  qu'on 
voudra  :  ce  qui  supprime  toute  difficulté.  En  effet,  la  série  de  Fourrier 
sert  ordinairement  à  représenter  le  mouvement  d'un  mobile,  les 
oscillations  de  température,  ...Or,  s'il  est  logiquement  admissible  que 
la  vitesse  varie  brusquement,  il  ne  l'est  pas  que  le  mobile  occupe 
simultanément  deux  positions  différentes,  ou  possède  deux  tempé- 
ratures différentes. 

Avant  de  discuter  plus  à  fond  les  propriétés  de  la  série  de  Fourrier, 
donnons-en  quelques  exemples. 
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266.  Premier  exemple. 

Soit  à  développer  en  série  trigonométrique  la  fonction  périodique 
représentée  par  la  courbe    OABGDE,  EFGHKI,  ...  (%.  186). 

Posons  :  UX  =  k  .2::,      OD  =  /c'  .  2r . 

La  fonction  est  donc  partout  nulle,  sauf  dans  les  intervalles 
AD,  FK,  ...  de  grandeur  {k'  —  k)2z,  où  elle  est  constante  et  égale 
à  F.  On  a  : 


An  =  _     /  sin  n 

"   y2A-T: 


•2/t7r 


cos  ne 


dx 


dx 


nr. 


cos  2r.kn  —  cos  2rM'n 


—  (sin  2T.k'n 

nr.  ^ 


B,  =  (A'  — /t)F. 
En  particulier  posons     /»  =  (),     A' =r  1  ;  2. 


s\Tï2r,kn). 


vient  : 


H 


F       K 

Fig.  18G. 


|-^(a)  =  F[-|-+  sin  v+isin3.r  +  4sinS.r+...].     (1) 

La  fonction    f[x)    vaut  la  constante  F  quand  x  varie  entre  0  et  ::, 

entre  2z  et  3:7,  ...  Mais 
elle  est  nulle  identique- 

ment    quand    x    varie 

entre     t:  et  2t,^    3-  et 
4r,... 

Pour  les  valeurs  0, 

-     -2..:..,..., 

/(-)-F:2. 

Ainsi  f[x)  représente 
la  fonction  donnée,  sauf  aux  points  de  discontinuité  pour  lesquels 
elle  vaut  la  moyenne  des  valeurs  de  cette  fonction. 

Gomme  la  série  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
pour  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  .r,  on  a  : 

sin  j:^  -|-  -H-  sin  3.r  -\-  -y-  sin  t'î.r  -L  . . .  ^r  -f-  -^ , 

suivant  que  l'arc  x  se  termine  dans  le  premier  et  le  second  qua- 
drants, ou  dans  le  troisième  et  le  quatrième  (sauf  évidemment  aux 
points  intermédiaires  diamétralement  opposés,  où  la  série  s'annule). 
Pour  montrer  combien  la  série  est  peu  convergente,  faisons  le 
calcul  pour     J7r=:45"  : 

sin  .r  =  sin  ^x=z  —  sin  5.r  =  —  sin  7.r=:sin  ^x^=  ...  =0,707. 

La  valeur  de  la  série  est  : 

[1,333  —  0,313  +  0,202  —  0,144  +  0,112  —  0,091+0,077 

—  0,066  + ...  j  0,707  =  0,7636. 


DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 


321 


Rappelons  que  ^  :  4  =  0,7854.  L'évaluation  est  erronée  par 
défaut^  puisqu'on  s'arrête  à  un  terme  soustractif.  En  s'arrêtant  au 
terme  positif  précédent  0,077,  elle  est  erronée  par  excès  :  on  trouve 
0,8102. 

Le  calcul  pour  un  arc  voisin  de  0  ou  de  t:  est  très  intéressant. 

Nous  pouvons  trouver  une  infinité  de  développements  trigonomé- 
triques  représentant  la  même  constante  dans  la  première  moitié  de  la 
période,  et  représentant  une  fonction  arbitraire  dans  la  seconde 
moitié. 

Il  est  incorrect  de  dire  que  nous  développons  une  constante  en  série 
trigonométrique.  La  série  (1)  entre  crochets  représente  non  pas  la 
constante  ir  !  2,  mais  bien  une  fonction  prenant  ::  ;  2  comme 
valeur  dans  une  partie  de  la  période,  0  dans  une  autre  partie,  enfin 
X  :  4     pour  certaines  valeurs  de  la  variable. 

267.  Autres  exemples. 

Voici  trois  autres  exemples  empruntés  à  Fourrier  et  représentés 
par  les  courbes  delà  figure  187. 


I 

II 

III 


Fig.  187. 

cosa?    ,     cos  3a? 


/    ^        sin  X 


»=^( 


sin  2x    1^ 
~"2        ^ 
sin  3x 


3' 

sin  3x 


cos  ^x 
sin  ix 


3 

sin  5iP 


sma? 
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4      + 
sin  Ix 

—rjl 


21 
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Pour  effectuer  les  intégrations,  on  usera  des  formules  : 
m.r  sin  mx  dx  =  cos  mxdx  —  d[x  cos  mx), 
mx  cos  mx  dx  ==  —  sin  mxdx  -|-  dix  sin  m,x). 

La  période  est  ici  2r.. 

Ainsi  voilà  trois  développements  parfaitement  équivalents  entre  0 
et  z  ;  2.  Ils  représentent  tous  les  trois  x  \2.  En  particulier,  fai- 
sons   ./m:::  ;  2  ;     la  première  série  ne  donne  rien  ;  les  deux  dernières 


deviennent  : 


49 


Il  va  de  soi  qu'en  dehors  de  l'intervalle  0  et  t:  1  2,  les  séries  ne 
sont  plus  équivalentes.  Les  figures  187  représentent  les  courbes  cor- 
respondantes. 

On  remarquera  que  la  série  II  s'annule  pour  les  valeurs  r,  3::,  ... 
de  la  variable;  elle  fournit  la  moyenne  des  valeurs  de  la  fonction 
discontinue  qu'elle  représente. 


268.     Développements     des 


Fig.  188. 


Elle  reprend  la  même  valeur  pour  .^t-  et    x 
On  trouve  aisément  : 

t:      .  1         cos  2x         cos  4,r 


valeurs    absolues     d'un 
sinus    et    d'un    cosinus. 

II    est  clair   que  le    sinus 
et    le   cosinus    sont   à  eux- 
mêmes  leur  propre  dévelop- 
pement en  série  trigonomé 
trique. 

Mais  cherchons  à  déve- 
lopper non  plus  le  sinus, 
mais  une  nouvelle  fonction 
égale  aux  valeurs  absolues 
du  sinus. 

:    (fig.  188). 


cos  6a? 
o  .  7 


(i; 


Entre  0  et  r,  le  développement  vaut  identiquement  (xsina::4i. 
Mais  il  vaut    (^ — irsinx  ;  4)    entre  z  et  2z. 

Un  courant  alternatif  redressé  est  représenté  par  la  série  (L. 

Il  est  intéressant  de  voir  une  fonction  impaire  telle  que  le  sinus 
développée  au  moyen  d'une  fonction  paire  ;  mais  le  fait  de  ne  prendre 
que  les  valeurs  absolues  transforme  la  fonction  impaire  qu'est  le 
sinus,  en  une  fonction  paire. 
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269.  Décroissance  des  termes  de  la  série. 

i".  —  Montrons  d'abord  que  les  termes  de  la  série  décroissent  au 
moins  comme  l'inverse  du  numéro  d'ordre,     1  '.  n. 


Considérons  l'intéerrale 


■  i 


27r 


Ff.r)  sin  n.r  .  dr. 


L'intervalle  de    0  à  2::     contient  fi  périodes  du  sinus.  La  figure  189 
suppose    n  =  3. 

Dans  ce  cas,  pour  avoir  les  éléments  de  l'intégrale,  il  faut  multiplier 
F[x)  par  un  facteur  qui  prend 
alternativement  trois  fois 
des  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires.  Si,  pen- 
dant une  période,  F[x)  ne 
varie  pas,  la  partie  corres- 
pondante de  l'intégrale  dis- 
paraît. 

Lorsque  n  augmente,  la 
période  de  sin  nx  diminue 
en  raison  inverse  de  n  ;  pour 
variable  que  soit  F(x) ,  ses 
variations  pendant  une  pé- 
riode deviennent  de  plus  en 
plus  petites  :  l'intégrale  di- 
minue  certainement. 

Pour  fixer  une  limite  de  sa  valeur ,  remplaçons  F[x)  par  sa  tan- 
gente  dans  l'intervalle  d'une  période    du  facteur   sin  nx. 
Calculons  l'intégrale  pour  une  période  : 


^                                                        ^ 

B 

A 

0 

fesT          œ 

/ 

Fig.  189. 


s= 


Il  vient  (§  219; 


/ 


{ax  -\-b)  sin  nx  .  dx, 


'2t. 


-[ 


271 


X  ,    sm  nx 

—  cos  nx  -4- 5 — 

n  1  n- 


]: 


2T.a 


Comme  c'était  évident  a  priori^   h  disparaît  du  résultat. 

Si  F(ic)  est  une  droite,  a  est  constant  :  la  valeur  de  l'intégrale  jDowr 

/  intervalle  0  h  Àr.  est  :  — ^    >  a  =   — ^  ]n  = 

n-  ^         \   ^    /  ^ 

Même  résultat  pour  une  courbe  quelconque,  à  la  différence  près 
que  a  représente  la  pente  moyenne  pour  une  période  de  sin  nx. 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  les  termes  décroissent  au  moins  comme  i   '.  n. 

Si  la  fonction  périodique  F(a?)  est  non  seulement  finie,  mais  conti- 
nue ,  il  y  a  compensation  entre  les  quantités  2  tt^  ;  n-  calculées ,  pour 
chaque  période  de  sin  nx^  au  moyen  de  la  pente  moyenne  a  de  ¥[x). 
A  une  pente  positive  doit  succéder  une  pente  négative ^  le  produit    ^a 
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reste  fini,  et  les  termes  décroissent  comme  1  ;  n-.  Nous  n'insisterons 
pas  sur  la  démonstration  de  ce  théorème,  du  reste  très  important, 
qui  se  vérifie  dans  les  exemples  des  i^i^  266  et  267. 

270.  Légitimité  du  développement. 

Pour  démontrer  que  le  développement  est  léjji'itime,  il  faut  calculer 
directement  la  somme  d'un  nombre  croissant  de  termes  de  la  série 
et  prouver  que  sa  valeur  limite  est  bien  Fa:).  Additionnons  les 
termes  deux  à  deux  ;  appelons  //  la  variable  d'intégration  ;  on  a  : 

sin  ny  sin  nx  -j-  cos  in/  cos  nx  =  cos  n(i/  —  x  . 
D'où  :  ' 

1      /"^'  I    I        X^"^  1 

V(x)  =  —   I       V[y)dij    y  +  >.,  cos /î  ij  —  x)   . 

Arrêtons  la  sommation  au  /t''"'  terme.  Appliquons  la  formule  du 
§  233,  en  remarquant  que  nous  devons  retrancher  1,  puisque  le  pre- 
mier terme  (cos  0)  manque  ;  il  reste  : 


F[x)=^-^-    I       F(//)^('/  sin       '-^ (?/— J-)  hsin-^— ^ — .     (1 


Nous  avons  montré  plus  haut  (|ue  les  termes  de  la  série  décrois- 
sent indéfiniment  à  mesure  que  le  rang  augmente.  Appliquant  le 
même  raisonnement  à  l'intégrale  (1^  nous  concluons  que,  pour  une 
valeur  indéfiniment  croissante  de  n  ,  seuls  restent  à  considérer  les 
éléments  très  grands  pour  lesquels  le  dénominateur  s'annule,  c'est- 
à-dire  pour  lesquels  on  a     x=zy. 

Afin  de  simplifier  l'écritlire,  posons  :     y — xz=zz. 

Négligeons  l'unité  devant  2n  ;  appelons  //  une  quantité  quelconque, 
mais  petite.  Remplaçons  sin  [z  ;  2)  par  :;  ;  2.  Nous  pouvons  écrire  (en 

faisant  sortir  F(.r)  du  signe  /  ,  puisque  nous  n'en  conservons  que  des 

valeurs  très  voisines)  : 


¥{x] 


^  F(j:«)      r  ^    sin  /î3  ^^_ 

'        J  -H  - 


Posons  nz^=^\\  puisque  n  est  très  grand,  nous  pouvons  encore 
écrire  l'intégrale  sous  la  forme  : 

y  sin;        ,,  /"    ""  sin  ; 

nh  ^'  '  •/    —  oc 

Nous  aurons  l'occasion  de  montrer  (§  304)  que  la  valeur  de  cette 
intégrale  est  -::,  ce  qui  prouve  la  légitimité  du  développement. 

Il  suffit  d'un  mot  pour  démontrer  la  proposition  énoncée  ci-dessus  : 
pour  les  discontinuités  y  la  série  représente  la  moyenne  des  valeurs 
de  la  fonction. 
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Au  voisinage  du  point  de  discontinuité ,  l'intégrale  : 

clz,       et  l'intégrale  équivalente  :       /         — r-^d^, 

h  ^  J -y.  ^ 

se  rapportent  pour  moitié  à  la  valeur  de  V(x)  qui  précède  immé- 
diatement la  discontinuité,  pour  moitié  à  la  valeur  de  Y(x)  qui  suit 
immédiatement  la  discontinuité.  Autrement  dit,  quand  on  intègre  de 

—  /i  à  0,  le  facteur    F(.r)    qui  sort  du  signe  /*,  a  la  valeur  de    F(a?) 

qui  précède  la  discontinuité;  quand  on  intègre  de  0  à  /t,  ce  facteur 
a  la  valeur  de  F(.r)  qui  suit  la  discontinuité.  La  valeur  de  la  série 
est  la  moyenne  des  valeurs  de  la  fonction ,  puisqu'on  a  évidemment  : 


/       sm  nz    ,  /       sin  nz    , 

y  Q  m/  —h 


27 i.  Calcul  des  coefficients  de  la  série  de  Fourrier  à 
partir  d'une  courbe  expérimentale. 

/".  —  Le  problème  qui  se  pose  aux  physiciens  est  le  suivant. 
L'expérience  fournit  une  courbe  périodique  ;  on  demande  quels  sont 
les  coefficients  des  termes  de  la  série  de  Fourrier  nécessaires  pour 
la  représenter.  Il  s'agit  ici  de  calculer,  non  pas  une  série  infinie ,  mais 
les  premiers  termes  du  développement,  les  seuls  qui  aient  de  l'impor- 
tance :  le  phénomène  simple  dont  le  phénomène  réel  se  rapproche, 
serait  généralement  sinusoïdal  ;  le  phénomène  réel  en  diffère  par  des 
termes  d'amplitude  parfois  grande,  mais  toujours  rapidement  décrois- 
sante à  mesure  qu'augmente  leur  numéro  d'ordre. 

^''.  —  La  méthode  consiste  à  utiliser  les  équations  qui  expriment 
la  valeur  des  coefficients  : 

A„  =  —    /       y  sin  nx.dx,  B„i=—    /       ycosnx.dx, 


'  r 


c'est-à-dire  à  calculer  approximativement  des  aires  élémentaires , 
connaissant  un  nombre  fini  d'ordonnées. 

Les  ordonnées  des  courbes  qui  limitent  les  aires ,  sont  les  ordon- 
nées de  la  courbe  expérimentale  î/r^F(.T),  multipliées  par  sinnx 
ou  cosn.r,  suivant  qu'il  s'agit  des  coefficients  A  ou  des  coefficients  B. 
Les  méthodes  de  Poncelet  ou  de  Simpson  (§§  165  et  166)  sont  utili- 
sables, mais  elles  sont  pénibles. 

^°.  —  Dans  la  pratique,  on  opère  de  la  manière  suivante. 

On  marque  sur  la  courbe  à  étudier  les  deux  extrémités  d'une 
période,    et   l'on  mesure  quarante    ordonnées  équidistantes  ;  la  pre- 
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mière  correspond  à  x  =  {).  La  quarante  et  unième  correspond  à 
x=z2t.:  elle  est  égale  à  la  première,  puisque  nous  supposons  le 
phénomène  périodique  et  continu.  Dans  ces  conditions,  Aa:=:arc  9°: 
le  quotient     z  !  A,r,     est  égal  à  20.  On  a,  par  exemple  : 

20A,  =:7/osinO  +  //,sin    9*^  + //,  sin  1 8"  +  . . .     4-//vo  sin  351\ 

20A,  =  ;yosinO  +  ?/,sinl8°  +  //;,,sin36°+...     +;y4osin702%       ^   ^ 

et  ainsi  de  suite. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  tous  les  sinus  et  cosinus  à  utiliser 
sont,  aux  signes  près,  égaux  à  : 

ces  9",     coslS".     cos27".  ...,     cos9()".  (2) 

L'opération  consistera  en  délinitive  à  multiplier  les  quarante 
ordonnées  par  les  dix  cosiims  ;  nous  sommes  sûrs  d'avoir  ainsi  tous 
.les  fadeurs  néces.saires  j)our  calculer  les  20  premières  valeurs  de  A 
et  de  H. 

4".  —  Pour  simplifier  les  calculs,  il  suffit  de  construire  une  fois 
pour  toutes  une  table  donnant  les  multiples  des  cosinus  (2)  par 
1,  2,  3,  ...,  S,  9.  Les  multiplications  par  un  nombre  quelconque 
deviennent  rapides,  puisqu'on  a  les  produits  partiels.  Une  autre  table 
pourrait  donner  les  équivalences  entre  les  cosinus  (2)  et  les  lignes 
trigonométriques  qui  entrent  dans  les  formules  (  l  i.  Il  est  plus  sûr 
d'écrire  simplement  les  iOO  produits  dont  il  est  parlé  au  Z?"",  en  un 
tableau  de  quarante  lignes  et  de  dix  colonnes,  et  d'utiliser  des  papiers 
percés  de  fenêtres,  découpés  une  fois  pour  toutes  et  indiquant  pour 
chaque  coefficient  les  produits  à  employer  avec  leurs  signes. 

Si  simple  que  soit  la  méthode,  elle  est  assez  longue.  Mais  de  pareils 
calculs  ne  se  présentent  que  dans  des  cas  assez  rares  ;  quelques 
jours  y  peuvent  être  dépensés  sans  inconvénient. 

272.  Analyseur  harmonique. 
i".  —  Le  premiei-  problème  à   résoudre  est  de  composer  mécani- 
quement des  mouvements  sinusoïdaux  en  nombre  quelconque,  ayant 
des  amplitudes  quelconques.  Pour  des  raisons  mécaniques,  on  somme 
séparément  les  séries  : 

S,  =  Al  sin X -j-  A.  sin  2x -\-  ... 

So  =  Bj  cos .r -f-  B.  cos  2x-\-  ... 

L'appareil  de  Michelson  se  compose  de  80  roues  dentées  H,,  Ho, 
...Rro,  montées  folles  sur  un  arbre  A  et  engrenant  respectivement 
avec  80  autres  roues  R,,  Ri,,  ...Rio,  montées  sur  un  arbre  A'  dont 
elles  sont  solidaires.  Les  dents  des  roues  en  prise  sont  calculées  de 
manière  que,  pendant  un  tour  de  l'arbre  A',  R,  fasse  un  tour, 
R2    deux  tours,  ...,Rso    quatre-vingts  tours. 

9^.  —  On  s'appuie  sur  la  propriété  des  ressorts  spiraux  de  subir 
des   allongements   proportionnels    à  la   traction,   ou  inversement  de 
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créer  des  tractions  proportionnelles  aux  allongements.  La  roue  R 
entraîne  un  excentrique  E  par  Tintermédiaire  duquel  elle  imprime  aux 
balanciers  BOG  et  O'DF  des  mouvements  alternatifs  très  sensible- 
ments  sinusoïdaux  (voir  Mécanique,  §  157). 

L'amplitude  de  l'oscillation  du  point  F  dépend  de  la  position  du 
point  de  contact  G  de  la  tige  DG  avec  le  balancier  BOG  ;  elle  est 
proportionnelle  à  la  distance  OG,  qui  peut  être  positive  ou  négative. 

Il  y  a  autant  d'appareils  que  de  roues,  soit  80.  On  peut  donc 
imposer  aux  points  F^,  F^,  ...  F^o,    des  oscillations  de  périodes  rela- 


Fig.  191). 


tives  et  de  phases  convenables,  et  d'amplitudes  arbitraires  ;  nous  les 
appellerons  amplitudes  des  éléments  de  la  machine. 

Aux  points  F  sont  attachés  des  ressorts  r  qui  agissent  sur  un 
cylindre  d'axe  A".  Le  cylindre  est  rappelé  dans  une  position  d'équi- 
libre par  un  ressort  r',  très  fort  vis-à-vis  des  ressorts  r.  Les  dépla- 
cements (identiques)  des  points  K^,  K2,  ...  sont  toujours  petits  vis- 
à-vis  des  déplacements  (différents  d'un  point  à  l'autre)  des  points 
Fi,  F2,  ...  ;  les  80  ressorts  /'  subissent  donc  à  chaque  instant  des 
allongements  proportionnels  aux  élongations  des  points  F;  par  suite, 
ils  exercent  à  chaque  instant  sur  le  cylindre  un  couple  proportion- 
nel à  la  somme  algébrique  de  ces  élongations. 

Ainsi  se  trouve  résolue  la  sommation  mécanique  d'un  nombre  quel- 
conque de  mouvements  s'effectuant  suivant  des  lois  quelconques.  Ici 
ces  lois  sont  sinusoïdales  avec  des  fréquences  variant  comme  la  suite 
des  nombres  entiers  ;  mais  la  solution  est  générale. 

3°.  —  Reprenons  le  problème  qui  consiste  à  obtenir  un  déplace- 
ment du  point  P  proportionnel  à  la  valeur  de  la  série  : 

Si  =  Al  sin  a?  -|-  A2  sin  2iP  -f-  A3  sin  3a:  -|-  •  •  • 
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Imaginons  les  roues  K'  calées  sur  l'arbre  A'  de  manière  que  simul- 
tanément tous  les  excentriques  soient  dans  leurs  positions  moyennes. 
Il  en  sera  de  même  des  allongements  des  ressorts  r  dont  les  tensions 
sont  alors  équilibrées  par  la  tension  du  ressort  r' .  La  pointe  P  est 
dans  une  position  qui  correspond  à  Si  =  0,  à  partir  de  laquelle 
seront  comptées  ses  élongations.  Disposons  les  leviers  DC.  de 
manière  que  les  distances  OC  soient  proportionnelles  à  A,,  Aj,  ... 
Quand  l'arbre  A'  tournera ,  la  pointe  P  aura  un  déplacement  pério- 
dique, proportionnel  à  la  valeur  de  la  somme  Sj. 

Remarque  I.  —  Quand  F  se  déplace  dans  un  sens,  la  tension  du 
ressort  r  augmente  ;  quand  F  se  déplace  dans  l'autre  sens,  la  ten- 
sion du  ressort  /•  diminue.  C'est  la  différence  entre  les  tensions  et  la 
tension  moyenne  qui  intervient  :  elle  est  positive  ou  négative.  La 
somme  des  tensions  moyennes  est  équilibrée  par  le  ressort  r' . 

Remarque  IL  —  Le  profil  du  l)alancier  BOG  sur  lequel  s'appuie 
la  tige  DC,  et  qu'on  suppose  dans  la  position  moi/enne,  est  un  cercle 
dont  le  centre  est  la  position  moyenne  du  point  D.  Dans  ces  condi- 
tions, le  déplacement  du  point  de  contact  G  n'entraîne  aucune 
modification  dans  les  positions  moyennes. 

i\  -~  Pour  sommer  la  série  S,,,  il  faut  que  les  roues  R'  soient 
calées  sur  leur  axe  A'  de  manière  que  simultanément  tous  les  excen- 
triques soient  au  bout  de  leur  course.  On  peut  obtenir  ce  résultat , 
soit  en  doublant  le  nombre  des  roues  et  calant  les  deux  systèmes 
une  fois  pour  toutes,  soit  en  modifiant  automaticjuement  et  simulta- 
nément le  calage  de  toutes  les  roues  ou  de  tous  les  excentriques  (ce 
qui  est  plus  facile),  de  manière  à  passer  de  la  condition  énoncée  au 
,"?"  à  la  condition  présentement  nécessaire. 

;>".  —  Une  des  applications  les  j)lus  curieuses  de  \  analyseur  har- 
monique ^  est  la  détermination  mécanique  des  coefficients  A„  et  B„ 
des  termes  de  la  série  nécessaire  pour  représenter  une  courbe  expé- 
rimentale donnée.  C'est  l'opération  inverse  de  la  précédente,  la  plus 
utile  en  réalité,  celle  qui  a  donné  son  nom  à  l'appareil. 


^r 


Nous  avons  :  A„  =  —    /       Vi.r)  sinnxdT. 

Dans  une  période  de  la  courbe  expérimentale,  traçons  p  (ici  80) 
ordonnées  équidistantes  81  avec  la  première  ordonnée  de  la  période 
suivante).  L'intégrale  qui  entre  dans  l'expression  de  A„  est  propor- 
tionnelle à  la  somme  : 


S'K^  ?  )  ''"  {"'^p) =2',''"  ''"  ("^ 


p'' 

q  prend  successivement  les  valeurs    1,  2,  3,  ...,  />  ;    le  nombre  n  est 
constant. 
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Or  imposons  pour  amplitudes  des  éléments  de  la  machine,  des 
quantités  proportionnelles  à  iji,  ?/2,  ...  La  machine  fournit  la  fonc- 
tion : 

Sj  =  î/i  sin X -[- 2/2  sin  2x-{-  ...z=y    y^  sin  qx. 

Traçons  cette  courbe  qui  est  périodique  et  continue.  Divisons  sa 
période  au  moyen  de  p  ordonnées.  Leur  équidistance  est  2%',  p. 
Prenons  la  valeur  de  la  fonction  pour  la  n*^'"*  ordonnée.  On  a  : 


2t.  ,.        V^^        .  V^^        .     /        2t: 

x^=n ,  S,  = 

P 


^'  ^Ajx  '^'  ^'"  ^"^  "^^i  ^'  ^'"  V  ^  T" 


Le  résultat  est  proportionnel  à  A„.  Les  différents  coefficients 
Al,  A2,  A,j,  sont  donc  proportionnels  aux  ordonnées  équidistantes 
de  1&  courbe  continue  qu'on  obtient  en  donnant  :aux  éléments  de  la 
machine  des  amplitudes  proportionnelles  aux  ordonnées  équidistantes 
y  de  la  courbe  à  analyser. 


CHAPITRE    XIII 
FONCTIONS  DEFINIES  PAR  UNE  EQUATION  DIFFERENTIELLE 


273.  Nature  des  équations  différentielles.  Équations  du 
premier  ordre. 

On  appelle  équation  di/fcrentielle  une  relation  entre  la  fonction  y, 
la  variable  r,  et  un  nombre  quelconque  de  dérivées  : 

di/         Jhj 
177'       dx"-'" 

Rendons- nous  compte  de  ce  qu'expriment  les  équations  différen- 
tielles. 

/''.  —  Soit  le  faisceau  de  courbes  : 

^K'/)  =  «;  (1) 

a  est  un  paramètre,  constant  pour  chaque  courbe,  qui  varie  d'une 
courbe  à  l'autre.  Cherchons  s'il  n'existerait  pas  quelque  propriété 
indépendante  de  la  courbe  considérée,  par  suite  indépendante  du 
paramètre  a.  Différentions  (1),  en  considérant  a  comme  constant,  ce 
qui  revient  à  chercher  une  propriété  définie  par  deux  points  voisins 
d'une  courbe  particulière  du  faisceau  : 

|frf,r  +  |^%  =  0.  (2) 

L'équation  différentielle  (2)  exprime  une  relation  entre  x,  ;/ ,  et  la 
pente  de  la  courbe  considérée,  r^elation  commune  à  toutes  les  courbes, 
puisque  a  est  éliminé  du  résultat. 

Par  exemple,  soit  le  faisceau  des  cercles  : 

{x  —  Toy-+i7/—y,r-  =  RK 
Ils  admettent  tous  pour  centre  le  point  de  coordonnées  .r,,,  i/,,. 
Différentions  :       (.r  —  x^)  dx  -}-  (//  —  }/o)  dy  =  0. 
Cette  équation   est   obtenue   en   supposant   R   constant   :   elle   est 
valable  pour  une  courbe  du  faisceau.  Mais  comme  R  n'y  entre  plus, 
elle  est  ég^alement  valable  pour  toutes  les  courbes  du  faisceau.  Elle 
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exprime  que  la  normale  passe  par  le  point  fixe  de  coordonnées  Xq,  ^/o- 
'2°.  —  A  la  vérité,  nous  supposons   que  la   diiférentiation  chasse 
immédiatement  le  paramètre.  Dans  le  cas  général,  nous  en  sommes 
quittes  pour  une  élimination  supplémentaire. 

Soit,  par   exemple  (fîg.  191),  le  faisceau  de  paraboles     y^=z2pXy 
admettant  toutes  Ox  pour  axe ,  pas- 
sant par  l'origine  0  où  elles   sont 
tangentes  à  Oy. 

DifFérentions  et  éliminons  p  entre 
Téquation  donnée  et  Téquation  ob- 
tenue : 


y'=^2px, 

11  vient  : 

dy 
dx 


ydy^'pd 


X. 


X 
2^- 


(3) 


Fig.  191. 


qui  exprime  que  les  tangentes  aux 
points  de  même  abscisse  OA  =  .t, 
passent  par  le  point  A  d'abscisse 
0Â  =  — ^. 

Le  paramètre  p   a  naturellement  disparu  de  l'équation  (3). 

,^°  L'équation  donnée  peut  contenir  plusieurs  paramètres. 

Par  exemple  :  y^- =  2px -\- q^ ,  (4) 

représente  :  soit  un  faisceau  de  paraboles  identiques,  mais  ayant 
glissé  l'une  par  rapport  à  l'autre  parallèlement  à  Ox  [p  constant, 
q  variable,  faisceau  I);  soit  un  faisceau  de  paraboles  de  même  axe, 
de  formes  différentes,  mais  passant  toutes  par  les  points  a:-  =  0, 
yr=z^q     (p  variable,  q  constant,  faisceau  II).  Différentions  : 

ydy  :=pdx.  (5) 

L'équation  (5)  exprime  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes 
du  faisceau  I  ;  la  pente  de  la  tangente  est  la  même  pour  les  points 
de  même  ordonnée  sur  toutes  les  courbes  du  faisceau. 

Pour  avoir  une  propriété  commune  aux  courbes  du  faisceau  II, 
éliminons/)  entre  (4)  et  (5)  : 

11  va  de  soi  que  nous  ne  pourrons  éliminer  à  la  fois  que  l'un  des 
paramètres. 

4''.  —  Réciproquement,  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
(c'est-à-dire  ne  contenant  que  la  dérivée  première)  : 

M{x,y)dx  -j-  ^{x,y)dy  =  0, 

exprime  une  relation  entre  la  pente  d'une  courbe  d'un  faisceau  et  les 
coordonnées.  Intégrer  cette  équation,  c'est  chercher  la  fonction  y  de 


».'»2  inn'iis  nr:  st\riii:M.\'nQn:s  ceskum.I'.s 

.1   (/ni,  ('(Hifcuanf.  un  /lurnniHrr  ur/ntniin\  reproduira  pur  di/férentiu- 
fion  t'f  nu  hcsnin  par  (H'uuinatinn  l'rffuutijtn  iliffrrruHollr  donnée. 

274.   Équation   du  second   ordre,    d'ordre    supérieur. 
Intégrales  particulières 

/  .   —  Hrprcnoiis  le  raisccui  de  j);ir.«l)ole.s   : 

//'    >■•■  I  '/'■  (1) 

Mil  (li'rivjml   deux  lois,   nous  tjMciions  : 

//./•      '  //  '  f/./'  //'  '  J./'  "^     //    dj'      ~    '       ^    ' 

Nous  conHlruisoMs  iiiiisi  imr  ('(|iuilioii  dit  second  ordre,  c Csl-h-dirc 
C()iil(>niiiit  une  (Ici'ivrc  sccondr.  Ixs  piiiMmclrr.s  oui  dispuru  :  l'o(|ua- 
lioii  (li)  <'X|»riin<'  doue  uin'  pi<»pri('l»'  commuiH'  à  (oiih's  los  paraboles 
«pi'cui  jK'ul  ohlcnir  m  doiiiianl  des  valeurs  </uelvon(/ues  aux  deux 
pannnèlres  p  e(  7. 

t'".  ('K'uéialeiiH'id,  soil  /(•',//,/<,  />)  0,  une  tMpiatiou  représtMi- 
lant  une  douhle  infinité  de  eourhes.  Deux  (iérivalions  pur  rapport  îi 
X  donnent    : 

'V  ,   -V  '/.'/  ..  „ , 

(V/-     '     Oi/    d.r 

Mnire  ces  trois  éipndious,  élinnin)ns  u  et  />.  Nous  obtenons  une 
écpnilion  dilîerentielle  du  second  onh'e ,  exprimant  une  propriiHe 
eonnnune  à  la  double  inlinité  dv  eonrbes. 

ItéeiprojpuMuenl ,  soil   une  JMpiidi<»n   : 


I/inb"»f<rfi',  e\»sl  ebereluM' une  fonelion    /  [.i\  1/,  a,  h)       0,    eontenant 
deux  paramètres  arbitraires  et  reproduisant  ['\)  pur  dérivation  et  éli 
niination. 

;>".  On    peut  IrouviM*  des    fiïnelions  «pii   reproduisent    [l\)    pai 

dérivation,  ntais  (pii  ne  (contiennent  (piune  eonstante  aibitraire  on 
pas  tit»  oonstanle.  On  les  appelb'  intéij raies  purticulièrru ,  par  oppo 
sition  avt»e  les  inteijrales  i/enerales  tpie  innis  avons  définies.  Ainsi 
l'étpialion  [2)  est  salisl'aite  par  b's  paraboles  i/-  "2/>.r;  nniis  ces 
eourbo»  no  sont  pas  los  seub»s  auxcpielles  ré(|uution  (2)  convienne  : 
elb»s  et>nstituent  une  inttujrale  particulit^re. 

(a»ttt»  notion  d'intégrale  païticuliére  s'applique  aussi  aux  écpuitions 
du  premier  (U'dro.  Par  exemple  :     //*     ;  2r,     est  une  s(»lution  parti 
eulièn»  de  l'écpuition  [',\)  du  paragraphe  précédent. 

/  ,         Oénéralenicnt,  soit  une  fonction  : 

/•(.r,,V,^i,  /),  r...)     .0  (V) 
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conlon.iiil  //  pnranuHreM  nrhihaircs.  Dt-rivoiis  //  lois.  Mnlic  (i)  («t  Igh 
n  (''(|iiul,i()ns  ohlciUKvs,  (''liminons  Itîs  //  piiianicl  ics.  Nous  ohiciioiis 
une  (''(iiialiou  (liiri'i'cnlicllc  du  //"""'  ordre  : 


(r; 


Invciscnu^nl,  inlc'^rcM'  (ri),  v\\s\  ('licF'clicr'  une  l'onclion  (4)  conlcnauL 
//  païainMros  arbitraires  el  ipii  redonne  (l\)  par  dérivation  et  éliini- 
nation.  Toute  fonction  (pii  ledonnt*  (•")),  tnais  ne  eontic^nt  pas  n  para- 
mètres arbitraires,  s'appli(pie  m  moins  d'ohjds  <jue  (H)  :  c'est  iiin^ 
/ //  l(''<i  m  le  /)a rlic a  Ui^rc . 

H)".         Voici   un  exemple  cpie  nous  reli'on veions  souvent. 

Soit  :  //        A  sin  to  (./•  —  x).  ((i) 

On  obtient  pai-  deux  d(''ri vations  suc(U\ssiv(;H  : 

'A'/  l  /  \  '^*//  A        ,      •  /  \ 

;    — i\r,)C()S(i>  ./•  —  a),  ;   ,,  A(.)^sin  f.)(./' a); 

<ioh  :  ;;;{    I  ,.,',,      0.  (7) 

L(;h  parainètii'S  A  et  a  ont  disparu     l)onc  (7)  est  nnc^  (''(piation  dif 
lVM-enti(dl(^  du  second  oi'dre  dont  ((»)  es!   l'inié^iab;  ^('nc-rab;. 
Les  fonctions  : 

7/ -  -  sin  f.)  (.r — a),  //        A  sin  M.r,  //       sin  (.>./•,  (8) 

sont  d(îs  intéf^raliîs  particidières.   Mlb'S  satisfont  h  (7),  mais  (7)  con- 
vient à  d'autres  fonctions. 

li'j'cpiation  (7)  représente  le  mouvemeiil  d  un  mobile  attire  par  un 
c(uitre  fixe  pioportionJudicMnenl  a  la  distance.  L<'  njobile  exécute  dcH 
oscillati(Uis  isocliron(îs  (péi'iode  indépendante  (\i'  l'amplitude)  autoui*  de 
sa  position  d'é(piilibi(*  1  mouvements  ((»)  oii  .r  représenter  le  temps,//  la 
distance  i^  l'ori^-intr  considérées  comme  centrer  d'attraction].  I-e  problème 
mécani(pi(»  comporte  deux  arbitraires  :  l'amplitudcr  A  de  l'oscillation, 
sa  pliase  y.  <pii  d('*p(uid  de  l'instant  où  b'  mobile  est  lancé.  L'intéj^rabî 
jçénérab*  doit  exprimer  tous  les  rïiouvtunents  possibbss  et,  [)ar  suite, 
(MMitcuiir  c(»s  deux  paramètres  /)  (hUormiiicr  jnir  les  candHions  linposâos. 
Au  contraire,  dans  les  intéj^^rales  pjirticulières  (S),  (|ui  l'cfjrésenteuit 
d(;s  oscîillations  possiblcts,  nuus  non  toutes  les  oscillations  possibles, 
un  ou  deux  pararnèties  ont  reçu  des  valeurs  imrtlculiôrcs. 

I^<i<|iiali<>ii.s  clifh'TiHilidli^s  <lii  premier  onlrc. 
275.  Séparation  des  variables. 

/".  Une   é(piation  dillerenticdle  dn   jM-emiei'   oidre  (sst    une  reda- 

tion enti'c   .r,  // ,  («t  dfi'.d.r.    On   ptîut  toujours  la  Hup[)OHei-  mise  sou» 

la  foruMî  :  M  (.r, //)  r/./' -|    N  (r, // )  (///        0. 
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Si  les  termes  en  x  et  en  ?/   sont   alors  séparés;  autrement  dit,    si 

l'on  a  :  M  (x)  dx  +  N  (.v)  dy  =  0, 

l'intégration  est  ramenée  à  des  quadratures ,  c'est-à-dire  à  l'éva- 
luation de  deux  aires  : 

r  }A(x)dx  -f-  ri^[!i)dy  =:  0. 

Supposons  l'intégration  elfectuée  :  on  obtient  : 

F(r)-F(.r„)+/(.</)-/0A)  =  O, 

l'»+A('/)  =  I' (■'•.)  +  /•(.'/«)=  G. 

j^o  et  ;/„  sont  les  valeurs  de  x  et  de  //  dont  on  impose  la  correspon- 
dance. En  cU'et,  l'intégrale  représente  un  faisceau  de  courbes  ;  on  peut 
déterminer  une  des  courbes  du  faisceau,  en  lui  imposant  de  passer 
par  un  point  arbitrairement  choisi.  Précisément,  x^  et  y^  sont  les 
coordonnées  de  ce  point.  Il  revient  au  même  d'ajouter  une  constante 
arbitraire  :     C  =  F  [x^)  -t-/*(//o)- 

9»  —  La  séparation  s'effectue  aisément  (juand  M  et  N  sont  des 
fonctions  homogènes  et  du  même  degré  ()^  i»>)  des  variables  x  et  ;/. 

On  peut  alors  écrire  : 

M(l.-^),/,r  +  N(1.5j</.,/  =  0. 

Posons  :  //  ;  .r  r=:  3,  dy  =  xdz  -(-  zdx  ; 

il  vient  :  M(»  dx  -f-  N(3 j  (xdz  +  zdx)  —  0  ; 

<^  j N  {z)dz       

x   ^  M(3)  +  -N(i)  —  "• 

,5".  —  Soit,  par  exemple  : 


xdy  —  ydx  =  dx ^x^  -j- //*  '  '(v  —  ~dx=dxy  \  -j-  -~-  ; 


dx  dz 


xdz  -f  zdx  —  zdx  =  dx\'i-\-z''  ,  ^   =-^«=~  . 

\o^x=  log[s  +  Vr+?j-f  log  C. 

En  effet,   il  est  indifférent  d'ajouter  la   constante   arbitraire  sous 
forme  de  logarithme.  Passons  des  logarithmes  aux  nombres  : 

.r  =  C[z+v'r+?]. 

Revenons  à  la  variable  y  : 


-^f+N/^]^ 


etenfm  :        x^=zC[y-{-)lx*  +  y'],         x'=^2Qy  +  0. 
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276.  Équation  linéaire  du  premier  ordre. 

On  appelle  linéaire  du  premier  ordre  l'équation  : 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x.  Elle  ne  contient  ni  les  puissances, 
ni  les  produits  de  ij  et  de  sa  dérivée. 
Pour  l'intég-rer,  posons  :        y  =  uv  ] 
u  et  V  sont  deux  fonctions  de  x,  dont  l'une  reste  arbitraire. 

Profitons  de  ce  que  l'une  des  fonctions  est  arbitraire,  pour  écrire  : 

è  +  P"  =  "'       Î=-Prf'',      "  =  exp(-/pd.r).  (3) 

Supposons  calculée  la  fonction  u.  L'équation  (2)  est  devenue  : 

dv  =  ^'^  v=    I    Qexp(  IFdx)dx-\-C; 


et  enfin  :  y  =  ex 

Exemples. 


pi—j  FdA        /  Q  exp  (f  Pdx\dx  +  G 


^^-Soit:  J  +  .V 


P=:l,     Q=:— r;  f?dx=  Cdx=:x; 

y  =e~  ^\  —  /  xe^dx  -f-  G    ,  —  /  xe^dx  =  e^[  1  —  x)  ; 


et  enfin  :  //  =  1  —  x  -{-  Ce~  ''". 

2».  -Soit:  ^  +  IL^_,,. 

dx    '    X  ' 


P  =  l:.r,        Q  =  —  .r;  Pdx  =  \ogx\         expf      Pdx]=x. 

y=i[-j' 


.,.d.+c\=-^+-^ 


277.  Equation  de  Bernoulli 

On  pose  :  ;;  =  v  ,  dz  =  y~  "dy . 

L'équation  devient  :         -y"  -\-(i  —  n)Pz  =  Q. 
Elle  a  la  forme  étudiée  au  paragraphe  précédent. 


i  +  P,y  =  Q2/",       ,r"^  +  P,,'-"=Q; 


=  .,„       i|=2[.,.±v/^-=7j. 
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278.  Solutions  singulières  des  équations  du  premier 
ordre. 

L'équation:  Mdx^^dij  =  i),  (1) 

exprime  une  relation  entre  les  coordonnées  d'un  point  P  d'une  quel- 
conque G  des  courbes  du  faisceau  : 

/Wj)  =  »,  (2) 

et  la  pente  de  la  tangente  en  ce  point.  Considérons  Tenveloppe  des 
courbes  du  faisceau  (2)  et  le  point  de  contact  P  de  cette  enveloppe 
avec  la  courbe  G(!;;129).  Puisque  l'enveloppe  et  la  courbe  sont  tan- 
gentes au  point  P,  la  relation  exprimée  par  (1)  convient  aussi  à 
l'enveloppe.  Celle-ci  est  donc  une  solution  singulière  de  (1)  qui  ne 
rentre  ordinairement  pas  dans  la  solution  générale  (2). 

Exemple. 

Soit  la  droite  :  j/z=z2aj-  —  a-,  (1) 

qui   dépend  du  paramètre  a.  l'éliminons    h   entre  (  1  )  et   sa  dérivée   : 

<'/ 
dr 

L'équation  diiîérentielle  (2)  admet    (I)  comme  intégrale  générale. 
Cherchons  l'enveloppe    des  droites  (1).   Il  faut   (^  129)  éliminer  a 
entre  (l)  et  la  dérivée  de  [\  j  par  rapport  à  a  : 

.r  =:a  ;  //  =  r- . 

C'est  une  parabole.  Elle  satisfait  à  l'équation  (2). 

279.  Solution    graphique    de    Féquation     linéaire    : 
courbes  isoclines. 

J".  —  Un  obtient  la  forme  générale  des  courbes  intégrales  par  la 
construction  des  courbes  isoclines.  Soit  : 

l'équation  ditîerentielle.  Construisons  (ce  qui  n'implique  aucun  tâton- 
nement) le  faisceau  des  courbes  : 

c  =  n^,y),  (2) 

où  C  prend  successivement  toutes  les  valeurs  de — oc  k-{-oc.  Ce 
sont  respectivement  les  lieux  des  points  pour  lesquels  les  pentes  des 
courbes  intégrales  sont  les  mêmes.  Elles  ont  même  inclinaison  sur  Ox. 
Soit  1,  2,  3...,  des  courbes  isoclines  consécutives.  A  partir  d'un 
point  A  sur  i ,  traçons  un  segment  de  droite  faisant  avec  Oj:^  l'angle 
caractéristique  de  la  courbe  1 .  Arrêtons-le  à  peu  près  à  égale  distance 
de  1  et  de  2.  Changeons  alors  la  pente  :  prenons  celle  qui  correspond 
à  2.  Traçons  un  segment  de  droite  s'arrètant  à  peu  près  à  égale  dis- 
tance de  2  et  de  3.  Changeons  alors  la  pente;  prenons  celle  qui  cor- 
respond à  3.  Et  ainsi  de  suite. 
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A  partir  de  points  A  différents,  on  trace  de  la  sorte  des  courbes 
d'autant  plus  exactes  que  les  isoclines  sont  plus  rapprochées  ;  elles 
fournissent  au  moins  Tallure  générale  des  courbes  intégrales. 

9<^,  —  Sur  chaque  courbe  isocline,  il  est  intéressant  de  considérer 
le  ou  les  points  pour  lesquels  sa  propre  pente  est  égale  à  la  pente 
caractéristique.  Chaque  courbe  isocline  correspondant  à  une  valeur 
constante  de  G,  sa  pente     dy  '.  dx     est  fournie  par  les  équations  : 

cy/  =  o,       |^</.+-|./,  =  o.- 

Écrivons  Ma  condition  précédemment  énoncée;  il  vient  : 

i=c=,K.),   ;;.(:+f  A=o.      ^) 

Remarquons  que  dy  ;  dx  représente  ici  la  pente  de  la  courbe 
isocline,  tandis  que  dans  l'équation  (4),  dy  ;  dx  représente  la  pente 
de  la  courbe  intégrale. 

Nous  déterminons  ainsi  dans  le  plan  une  certaine  courbe,  qui  est 
un  lieu  de  points  d'inflexion  pour  les  courbes  intégrales. 

En  effet,  de  part  et  d'autre  du  point  de  contact  avec  la  courbe 
isocline  considérée,  la  courbe  intégrale  coupe  deux  fois  la  même 
courbe  isocline  voisine  ;  donc  sa  pente  a  un  maximum  ou  un  mini- 
mum au  point  de  tangence. 

On  étudiera  sous  ce  rapport  l'équation  : 


4=-+.v 


dont  les  courbes  isoclines  sont  des  cercles  concentriques. 
La  courbe  des  inflexions  est  : 

•^+(^'+2/').'y  =  o> 

en  coordonnées  polaires  : 

r^  =  —  cotgO. 
S''.  —  Il  peut  exister  des  inflexions  autre  part  que  sur  la  courbe  (2). 

Soit,  par  exemple  :  -~^x  [x —  I). 

Les  courbes  isoclines  sont  des  droites  parallèles  à  Oy  ;  la  pente  qui 
est  -^-oc  pour  x^H^oc,  s'annule  pour  x  =  i),  .r^l,  et  passe 
par  un  minimum  pour  j?z=0,5.  Les  courbes  intégrales  ont  toutes 
une  inflexion  sur  la  droite  ^:=0,5,  à  laquelle  elles  ne  sont  pas 
tangentes.  Du  reste,  la  courbe  (2)  est  tout  entière  rejetée  à  l'infini. 

4\  —  Soit  l'équation  :        -^--^  ■==  J^    . 

Les  lignes  isoclines  y  =  2Cii?,  sont  des  droites  passant  par  l'ori- 
gine.   Traçons-les,    en    indiquant   les   inclinaisons    correspondantes; 
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nous  obtenons  aisément  des  courbes  intégrales  dont  Tallure  est  celle 
des  courbes  de  la  figure  191.  Effectivement  ce  sont  des  paraboles. 

Nous  pouvons  généraliser.  Chaque  fois  que  les  isoclines  sont  des 
droites  concourantes,  les  courbes  intégrales  sont  homothétiques 
(§  3Gi)  ;  le  point  de  concours  est  centre  dhomothétie. 

5".  —  Soit  l'équation  différentielle  : 

f/.r         —  V     7/ 

On  a.  -d:r'=^-         >I  =  TTÏ^^- 

Lescourbes  isoclines  sont  des  liori/.ontales.  Pour  G  =  ^::oc,  )/  =  0: 
donc  l'axe  Or  est  le  lieu  des  rebroussemonts  avec  tangente  verti- 
cale. Les  courbes  intégrales  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
tangente  de  rebroussemcnl,  jiuisque  toute  courbe  isocline  y^=zy^^, 
correspond  à  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  la  pente. 

La  pente  est  nulle  pour     //  -  ^  2  R. 

Traçant  les  courbes  intégrales  sur  ces  données,  on  retrouve,  sinon 
la  solution  exacte  (cycloides,  s;  lOOi,  du  moins  des  courbes  de  même 
allure. 

6*".    ^(JLATION    DK   GlAIKAI  I/r. 

^/=-"  £+/■(£)•  (*) 

Les  lignes  isoclines  sont  les  droites  : 

,/  =  C.r  +  /-|C). 

Elles  constituent  les  intégrales  elles-mêmes,  puisque  le  paramètre 
Co  qui  correspond  ii  la  droite  : 

//=:iCo.r-f-/'(Co), 
est  précisément  la  pente  de  cette  droite. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'étudier  l'équation  généralisée  : 

qui  admet  comme  cas  particulier  l'exemple  du  4^". 


■"=-^?>rfx 


Facteur  tntéyraiit. 

280.  Intégrale  le  long  d'un  contour. 

/".  —  Soit  la  différentielle  (/Q,  détinie  par  la   relation  (tig.  192) 
JQ  =  M(/.r  +  N(/^. 

M  et  N  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y  considérées  comme  variable 
indépendantes.  Allons  du  point  A  au  point  voisin  A,.  Les  accroisse 
ments    Ax,  A^,    sont  bien  déterminés;  sur  tout  l'élément    AA,,    le 
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fonctions  M  et  N  conservent  sensiblement  la  valeur  qu'elles  ont  en  A; 
donc  Taccroissement   AQ  est  bien  déterminé. 

Il  est  rigoureusement  calculable  quand    A;r  et  A//    deviennent  des 
différentielles. 

Pour  aller  d'un  point  A  du  plan  y 
à  un  autre  point  B ,  imposons  une 
trajectoire  AEB.  C'est  dire  que 
les  coordonnées  x  et  y  cessent 
d'être  indépendantes  ;  elles  sont 
reliées,  par  exemple,  au  moyen 
de  la  variable  auxiliaire  t  : 


fdQ=r{Mo'  +  m')dt 


Fig.  192. 


^1  et  ^2  sont  les  valeurs  de  t  pour 
les  points  A  et  B.  La  valeur  de  Q  s'obtient  par  une  quadrature, 
portant  sur  des  fonctions  de  t\  on  effectue  par  une  intégration  le 
long  du  contour  AEB. 

Mais  (c'est  là  que  nous  en  voulons  venir),  /  g?Q  dépend  non  seu- 
lement des  points  A  et  B  extrémités  du  parcours^  mais  généralement 
de  la  trajectoire  choisie.  Montrons-le  sur  un  exemple. 

9\  —  Soit  : 

f/Q  =  xdy  —  ydx. 

Les  coordonnées   de  A  sont     ir^,  î/j 

^2?  y^- 

Évaluons       /  dQ     pour  le  parcours  ADB. 

Suivant   AD,  /g?Q  =  —  y^  j  dx  =  —  î/,| 

puisque     dy     est  identiquement  nul. 


les  coordonnées  de   B  sont 


X. 


Suivant  BD,         J  dQ_  =  x^Jdy  =x^{y^  —  y,), 


puisque  dx  est  identiquement  nul. 
Pour  le  parcours  entier  : 


f 


dQ  =  —  2/,(.r2  —  a?i  j  +  x-^iy^  —  y  y)  =  yioo.^y^x^  —  2x^yi- 
Evaluons  de  même  /  dQ     pour  le  parcours  AG.  On  trouve  : 

j  dQ_=^  ^1(2/2  —  Vi)  —  y 2(^2  —Xi)=—  yiXi  —  î/2a?2  +  2a?,î/2. 
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Enfin  évaluons    /  f/Q     pour  le  parcours  AB.     Posons  donc  : 

y  =z  ax  -\-  />,  dif  =  ad.r. 

fdQ  =  —  h  fd.r  =  —  h{x,  —  j;). 

11  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  /),  en  écrivant  que  la  droite  passe 
par  les  points  A  et  B.  On  trouve  une  troisième  valeur  de  /  dQ  dif- 
férente des  deux  autres. 

281.  Différentielle  exacte. 
Ainsi  quand  on  passe  d'un  point  à  l'autre  du  plan,     /  dQ    a  géné- 
ralement une  infinité  de  valeurs;  à  cliacjue  trajectoire  en  correspond 
une.  D  où  \ii  question   :   jjruf-il  arriver  que  la  valeur  soif  unique  et 
indépendanle  de  la  trajectoire? 

Pour  cela,  il  faut  évidemment  que  ()  soit  [à  une  constante  additive 
près)  une  fonction  bien  déterminée  des  variables  jr,  ?/ ;  il  faut 
qu'on  ait  : 

U=Q„+/-(.r,  ,,/).  (1) 

Menons  par  le  i)()int  quelconcpie  P  une  droite  perpendiculaire  au 
plan  -rO}/.  Portons  dessus  une  lont^ueur  représentative  de  Q,  calcu- 
lée après  avoir  choisi  une  valeur  arbitraire  de  la  constante  Qo.  Dans 
l'hypothèse  (1),  Q  est  représenté  par  une  surface.  En  modifiant  Qo, 
on  obtient  un  faisceau  de  surfaces  qui  résultent  du  «glissement  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  d'une  longueur  quelconque,  perpendi- 
culairement au  plan  .rOy. 

Quand  on  passe  du  point  A  au  point  B,  Q  varie  de  Qi  à  Q,  : 

Q.=.Q„  +  /-(.r„  y,),       Q,-Qo-'rA-^3,  y.); 

0,-Q,=/'(.r„^,)_/'(.r.,  ^.)- 
La  constante  Qo  a  disparu. 
Mais  si  Q  satisfait  à  l'équation  (1),  on  doit  avoir  : 

''Q  =  àx  ''■^  ^  .\v"  '''^  '  ^'  =  '.V  '  ^  =  6y'  ■ 

O--  (^  21)  :        '^^y  =Yy^^  .     d  ou  :      ^^  =  ^^.  (2) 

Ainsi  les  fonctions  M  et  N  ne  sont  plus  arbitraires;   elles  doivent 
satisfaire  à  la  relation  (2).  On  dit  que  JQ  est  une  différentielle  exacte. 
Remarque. 

Les  notations  -^ — ,  ^  ,  impliquent  que  Q  satisfasse  à  l'équa- 
tion (1),  c'est-à-dire  soit  une  fonction  bien  déterminée  des  variables 
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indépendantes  x,  y.  |Toutefois,  en  Thermodynamique,  les  physiciens 
sont  accoutumés  à  écrire  : 

c?Q  =  ^</x  +  ^</2/,  (3) 

alors  même  qu'ils  savent  pertinemment  que  c/Q  (représentant  la  cha- 
leur absorbée  par  un  système  dont  l'état  est  déterminé  par  les 
variables  a?,  ?/,  et  la  variation  d'état  par  les  différentielles  dx,  dy) 
n'est  pas  une  différentielle  exacte.  Cela  n'a  aucun  inconvénient 
pourvu  qu'on  soit  prévenu.  L'avantage  de  la  notation  (3)  est  de  sou- 
lager la  mémoire.  Par  exemple,  ÔQ  ;  è^  représente  ni  plus  ni 
moins  le  coefficient  de  dx  dans  l'équation  (3);  c'est  une  fonction  bien 
déterminée  de  x  et  de  y.  Naturellement  ce  serait  une  faute  grossière 

de     oser  •  b^Q    _    ^'Q 

^  ^^^  ^  '  hxby         hyhx  ' 

puisque  Q  n'est  plus  une  fonction  bien  déterminée  de  x  et  de  y. 

282.  Facteur  intégrant. 

i\  —  Soit  :  (/Q  =  Mdx  4-  Ndy , 

une  différentielle  que  nous  savons  ne  pas  être  exacte  :  la  relation  (2) 
n'est  pas   satisfaite.    Nous   allons   montrer  qu'il  existe  une  fonction 

l{x,  y),     telle  que  :  dS  =  ldQ, 

soit  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  soit:         F(x,  ?/)  =  Constantes  C, 

l'intégrale  générale  de  l'équation  :      Mf/x-f- Nc/z/ =  0. 

On  a:  -^clx  +  ^dy  =  0; 

par  suite:  M:(-g)sN:(|| 

Ces  rapports  égaux  sont  une  certaine  fonction     1  :  I{.t,  î/),     de  .r 
et  de  y  ;  de  sorte  qu'on  a  : 

hF  (^F 

U{x,y).l{œ,f/)=^,  N{x,y).l{x,y)  =  ^^-. 

La  différentielle  :     ldQ_  =  {'Ml)dx-\-['Nl)dy,     est  donc  exacte. 
!2°.  —  Une  fois  trouvé  un  facteur  intégrant  I,  on  en  obtient  aisé- 
ment une  infinité  d'autres. 

En  effet,  si  dS  =  l{Mdx  -f  lSdy)\ 

est  une  différentielle  exacte,  il  en  est  évidemment  de  même  pour  : 

9(S)(/S  =  I(p(S)  {Udx  +  ^dtj). 
Donc     19(8)     est  un  facteur  intégrant,  quelle  que  soit  9. 
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S"".  —  Exemple. 

Reprenons  Téquation  différentielle  :      d(l^=xdy — ydx. 

Intégrons  l'équation  :     xdy  —  yd.r^=0. 

-^  =  -^  ,         log  X  =  log  //  —  log  C  ;        ¥{x,  y)=^  =  C. 

DifTérentions  l'intégrale  générale  obtenue  :  nous  avons  identi- 
quement : 

ôF    ,      ,     ùF  xdy  —  ydx 

-r —  dx  -i-  ^—dij  =  — - — ir^ =  0 . 

007  '     0//  ./- 

Le    facteur  intégrant  le   plus    simple   est       1  =  — v*,       mais   nous   en 

avons  une  infinité  de  la  l'orme  :    \tO\^—). 

X-  '  \  X  ' 

i°.  —  Application. 

En  Thermodynamique ,  on  montre  que  la  quantité  de  chaleur 
absorbée,  quand  un  système  passe  d'un  état  à  un  autre  état,  dépend 
de  la  manière  dont  s'etToctue  la  transformation  : 

dQ=^Mdx  +  y:dy, 

n'est  pas  une   différetilielle   exacte. 

Le  principe  de  Garnot-Glausius  revient  à  dire  que,  pour  certaines 
transformations ^  le  facteur  intéf/rant  est  rinverse  de  la  température 
absolue  : 

.^       d()        M   .     .    N  , 

est  une  différentielle  exacte.  La  l'onction  S  ainsi  définie  est  l'Entropie. 

É([uati<>iis  (liffôrenticUos  linéaires. 

Il  n'entre  pas  dans  le  cadre  tle  cet  ouvrage  de  démontrer  des  théo- 
rèmes que  le  lecteur  n'aura  jamais  à  appliquer.  Nous  préférons  qu'il 
garde  une  idée  nette  des  matières  fondamentales.  Nous  limiterons 
donc  notre  étude  à  quelques  types  usuels  d'équations. 

283.    Equation   linéaire    à   coefficients   constants,    du 
second  ordre,  sans  second  membre. 
/''.  —  Soit  à  intégrer  l'équation  : 

d\i/  dy 

a,  h,  c,  sont  des  constantes.  L'équation  est  linéaire,  du  second 
ordre,  à  coefficients  constants.  Nous  pouvons  nous  débarrasser  du 
second  membre  en  remplaçant  y  par     y  -\-c  '.  b^     ce  qui  revient  à 
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transporter  l'origine    des  coordonnées   au   point    d'abscisse   nulle   et 
d'ordonnée     — c  ',  b. 

2".  —  Soit  donc  à  intégrer  l'équation  : 

^-2.^  +  %  =  0.  (,) 

Substituons  la  fonction  :     y  -==  Ae",     où  A  est  constant.  11  vient  : 

La  fonction  y  est  une  intégrale,  à  condition  que  r  soit  racine  de 
l'équation  dite  caractéristique  : 

;.2_2a,--f  y>=:0.  (2) 


Posons  :        r^  =r  a  -[-  V^'  —  ^^  •>  r^=^a  —  \ja-  —  h  . 

S''.  —  Racines  réelles  et  inégales. 

Si  les  racines  r,  et  r.^,  sont  réelles  et  inégales,  nous  avons  l'inté- 
grale générale  sous  la  forme  : 

îy  r=  Ae'-"'' +  Be''*-\  (3) 

qui  contient  deux  constantes  arbitraires. 

Les  constantes  sont  déterminées  par  les  conditions  initiales.  Dans 
la  pratique,  x  représente  le  plus  souvent  le  temps,  y  la  position 
d'un  mobile,  dy  \  d.r  sa  vitesse,  d^jj  \  dx^  son  accélération.  Pour 
déterminer  les  constantes,  on  pose  habituellement  que  pour  xz=0 
(origine  des  temps ,  début  de  l'expérience  ) ,  le  mobile  a  une  position 
î/o  et  une  vitesse  ^o.  D'où  les  conditions  : 

?/o  =  A  -|-  B ,  î;^  =  Ti  A  -|-  /'^B . 

Si,  d'après  la  nature  du  problème,  y  ne  peut  croître  indéfiniment, 
on  doit  annuler  la  constante  d'intégration  qui  correspond  à  une  racine 
réelle  positive.  Il  est  alors  impossible  de  se  donner  deux  conditions 
initiales  arbitraires. 

4°.  — -  Si  les  racines 'sont  imaginaires  (ce  qui  implique  j6>>0),  on 
doit  les  grouper  de  manière  à  faire  apparaître  des  fonctions  réelles. 
Les  coefficients  a  et  h  étant  réels,  les  racines  sont  conjuguées  : 

r^  =  a-\-^i^  r^z=a  —  ,3i ;  [3  =  sjb  —  a-  . 

Ae^'""  =  Ae'*'^  (cos  3.Z?  ^  l  sin  ^.t) ,        Be''*^'  =:  Be^"^  (cos  ^x  —  i  sin  pa?)  ; 

/yz=zze«-[(A+B)cosg.7;  +  /(A  — B)sinp^]. 

Posons:     A4-B=:P,       /(A  — B)  =  Q;       il  vient  : 

y  =  e«-^^'  (P  cos  '^x  -f  Q  sin  ^x)  =  e'^M  cos  (p.r  —  ;j.). 

On  vérifiera  par  substitution  directe  que  ces^solutions  conviennent. 

Ordinairement  on  a    a  <!  0  :     l'intégrale  représente  un  mouvement 

sinusoïdal    amorti^    d'amplitude    M,   de  phase  a,   de  période     {i  :  2;: 

{§  52). 
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!)".  Pour  que  le  mouvement  périodique  soit  permanent,  le  terme 
amortissant  e''''  doit  disparaître.  D'où  les  conditions  :     a  =  0,     />>-0. 

L'équation  :  ~~  -|-  hi/  =-  0, 

a  donc  pour  intégrale  générale   1  une  ou  l'autre  forme  : 

y  =P  cos  .r  \h  -j-  Q  sin  .r  \  h  ,  i/  =:  M  cos  (r  \ 7>  —  ;j.). 

6'".  —  Ce  qui  précède  se  généralise  immédiatement  pour  une  équa- 
tion linéaire  à  coel'licienls  constants  d'ordre  (juelconque.  On  substitue 
la  fonction  ijz=x\c'''  :  c'est  une  intégrale  si  r  est  racine  d'une 
é(juation  dont  le  degré  est  égal  à  l'ordre  de  l'éipialion  dilférentielle 
proposée.  Toute  racine  réelle  donne  une  exponentielle;  le  système 
de  deux  racines  imaginaires  conjuguées  donne  un  terme  sinusoïdal 
amorti  ou  non  amorti. 

284.  Cas  des  racines  multiples. 

/".  —  Si  les  racines   de    récjualion     l2     sont    égales,  on  a      /)  =  a-  : 

La  solution  {'.\j  devient  : 

j/  =  [\    yWu'-  .  (:\) 

L'intégrale  (oi  n"a  plus  la  généralité  recpiise;  (die  ne  contient  réel- 
lement (pi'une   constante   arbitraire      A  ~\  \). 

Mais    on    vérifiera   par   substitution  (pie  '4)  est  satisfaite  pour  : 

ic^".  ,  La  proposition  est  gt'nérale.  Si  re([uation  caractéristique 
d'une  équation  diiï'érentielle  linéaire,  sans  second  membre,  à  coeffi- 
cients constants,  a   une   racine   /•  d'oiclre  ni,  elle  admet   l'intégrale  : 

?/  =  (•'    I  A  ^-H./-i...-i- L./'"     ';. 

La  démonstration  se  fait  })ar  substitution,  en  sappuyant  sur  le 
théorème  du  ^  43  :  (junnd  un  j)oli/n<'>inr  admet  une  raeine  (tordre  m, 
sa  dérivée  l'admet  d'ordre  m  —  I .  sa  dérivée  seconde  l'admet  d'ordre 
m-2,... 

Nous  conseillons  au  lecteur  de  faire  le  calcul  complet  pour  une 
équation  de  troisième  ordre  dont  ré(piation  caractéristique  est  sup- 
posée avoir  une  racine  triple. 

285.  Équation  du  quatrième  ordre. 

On  rencontre  fré(piemment  en  Pliysi(jue  l'équation   : 

Le  lecteur  se   reportera  au  §   227 ,   où  sont  étudiées  les  équations 
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binômes.  L'équation  caractéristique     r^*=zh^^     rentre  dans  ce  type. 
Elle  admet  les  quatre  racines  : 

Groupant  convenablement  les  exponentielles  c^"^,  e~^^,  on  met  la 
solution  sous  la  forme  : 

y  zz=z  X  cos  hx  -|-  B  sin  /)x  -f-  G  cosh  hx  -j-  D  sinh  bx. 

L  intégrale  g"énérale  contient  quatre  constantes  arbitraires  qui 
seront  déterminées,  par  exemple,  au  moyen  des  valeurs  de  deux  des 
dérivées  : 

dy  d^y  dH/  „        ^  , 

—,  -,  "T^,  — '-T,     pour     x  =  {)     et     x=l. 

dx  '  dx-  '  dx^  '      ^ 

Dans  la  Théorie  de  TElasticité,  cette  équation  sert  à  l'étude  des 
vibrations  des  verges  vibrantes;  /  est  la  longueur  de  la  verge. 

286.  Équation  du  second  ordre  avec  second  membre 
exponentiel. 

P .  —  Soit  l'équation  :      ^—2a^-{-hij  =  Ae^\  (  1  ) 

Il  faut  ajouter,  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  privée  de  second 
membre  (qui  aura  les  deux  constantes  arbitraires  nécessaires),  une 
intégrale  particulière  n'ayant  aucune  arbitraire  et  faisant  simplement 
disparaître  le  second  membre.  Essayons  l'expression  : 

substituons  dans  (1).  Il  vient  la  condition  : 

B((o^-  — 2a(o  +  i>)z=A.  (2) 

S".  —  La  condition  (2)  est  illusoire  quand  w  est  racine  de  Féquation 
caractéristique,  par  exemple  quand  on  a  simultanément  : 

Etudions  donc  l'équation  :    -j-^  — :  o^^y  =  Ae^^. 

On  vérifie  aisément  qu'elle  admet  l'intégrale  particulière  : 

Ax      ^ 

Les  solutions  sont  semblables  dans  le  cas  où  w  est  négatif. 

Gonnaissant  les  relations  (§  230)  entre  les  exponentielles  imagi- 
naires et  les  arcs,  nous  pourrions  déduire  de  ce  qui  précède  les 
résultats  relatifs  au  second  membre  sinusoïdal;  il  est  préférable  de 
reprendre  la  question. 
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287.   Équation  du  second  ordre  avec  second  membre 
sinusoïdal. 

Soit  à  intégrer  réquation  : 

-j-~  —  2a    ,    -Ubij  =  Asm  (,)T.  (1) 

ax-  (Lr    '      ''  ^   ^ 

/".  —  Montrons  qu'il  existe  une  inté^i^rale  particulière  de  la  forme  : 

A  sin  3     .     ,  V  f^. 

u  = :j sin(  (o.r  —  £.  2) 

Substituons  (2)  dans  (li  : 

(o-sin  £  sin  ((.).r  —  z)  -\-2/io)  sin  z  oos  (o.r —  z)  —  h  sin  s  sin(fox  —  i) 

=:  2,'i(,)  sin  (,).r. 

Prenons  comme  nouvelle  variable      3  =  o.r  —  z  '. 

(iv  sin  £  sin  3  -[-  -'*f'>  -^^i'^  -  <-'f>^  '•  —  /'  ^''^  ^  ^^^^  ^  =  -'*<•>  sin  (3  -]-  s). 

Cette  équation  devant  être  identi({uement  satisfaite,  développons 
sin(3-[-î);  égalons  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  sin  3 
et  de  cos  3.  D'où  les  conditions  : 

((0-  —  h)  sin  z  =  2a  cos  £ ,  2.*  sin  £  =  2a  sin  £. 

La  seconde  est  une  identité.  La  prcmièie  donne  : 


'K'^  =.,=■/.■  (3) 


(o- 


—   h    • 


t^''.  —  L'inté«]^rale  générale  se  compose  donc  de  l'intégrale  de 
l'équation  (l)  privée  de  second  membre  [solution  amortie)^  à  laquelle 
on  ajoute  l'intégrale  particulière  (2)  { solution  permanente'  : 

//  z=r  e''    Al  cos  (  ^.r ;j.  ) .^ sin  UiiJ'  —  £).  (4) 

••ad) 

En  etfet,  (4)  contient  deux  constantes  arbitraires  M  et  a,  et  satis- 
fait évidemment  à  l'équation  L,  puisque  l'intégrale  particulière  fait 
disparaître  le  second  membre. 

:]\  —  Cas     or     a  =  0. 

Supposons  a  =  0;  la  solution  particulière  semble  indéterminée. 
Mais  faisons  a  très  petit  ;  £  étant  très  petit,  on  a  : 

sin  £  tg  £  I 


2a  2a  lù' ~  Jb  ' 

quantité  qui  est  indépendante  de  z.  Donc  pour   £  =  0,    il  vient 

A 


i>  — w- 


sm  (ùx. 


4".  —  La  solution  précédente  ne  vaut  plus  si    />  =  o)-.     C'est  dire 
que  la  période   de   l'intégrale  générale   de  l'équation  (l  ,  privée   du 
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second  membre,  est  précisément  égale  à  la  période  du  second  membre. 
Dans  ce  cas ,  on  trouve  une  solution  particulière  indéfiniment 
croissante  : 

A 

;/  = ,î —  X  cos  o).r. 

288.  Intégrales  particulières  de  Téquation  du  second 
ordre  compliquée  de  termes  petits.  Équation  des  sons  résul- 
tants. 

Jusqu'à  présent  les  intégrales  des  équations  étudiées  s'expri- 
maient rigoureusement  au  moyen  des  fonctions  usuelles.  Il  n'en  est 
généralement  pas  ainsi.  Quelquefois  l'intégration  approchée  n'est 
possible  qu'en  vertu  de  la  petitesse  des  termes  qui  compliquent 
l'équation  différentielle  simple. 

Voici  un  exemple  où  l'on  ne  désire  qu'une  solution  particulière 
permanente  approchée  :  nous  y  trouverons  un  développement  en  série 
par  approximations  successives. 

Soit  à  intégrer  l'équation  : 

^  +  by  +  cy^  +  P  sin  2zp.r  +  Q  sin  (2zg.r  +  $)  =r=  0.       (  1  ) 

Si  le  coefficient  c  était  nul,  nous  calculerions  exactement  l'intégrale 
particulière  qui  correspond  au  phénomène  périodique  permanent, 
en  opérant  comme  au  paragraphe  précédent.  Nous  supposerons  que 
le  coefficient  c  est  petit. 

Développons  la  solution  en  série  par  rapport  à  un  paramètre  auxi- 
liaire -. 

Posons:     ,,/  =  .,/,  +  ,==,/,  + ,^,/,+ ...  ;      P  =  eP„     Q  =  sQ,.     (2) 

Substituons  dans  (1)  ;  égalons  séparément  à  0  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  £.  Nous  faisons  ainsi  une  série  d'approxima- 
tions. 

Gomme  première  approximation,  nous  avons  : 

-^  +  hy,  +  P,  sin  2r/>.r  +  Q,  sin  (Sxr/x  +  S)  =  0.         (3) 

Ellle  revient  à  négliger  le  terme  en  y^.  Nous  savons  que  l'intégrale 
permanente  correspondante  (§  287)  est  la  somme  de  deux  fonctions 
périodiques  de  fréquences  p  et  q.  Gela  veut  dire  que  chaque  terme  de 
la  solution  reprend  respectivement  la  même  valeur  quand  x  croît 
d'un  nombre  entier  de  fois  1  !  /),  ou  1  ;  q.  L'équation  différentielle 
approchée  étant  linéaire,  il  y  a  superposition  pure  et  simple  des  effets 
des  deux  causes  représentées  par  les  deux  termes  périodiques. 

La  seconde  approximation  donne  : 

à'y2 


dx' 


%,  +  c7/ï'^0.  (4) 
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Il  faut  introduire  à  la  place  de  î/i  l'intégrale  précédemment  trouvée 
dont  la  partie  permanente  est  de  la  forme  : 

//i  =  PJ  sin  2izpx  -\-  Qi  sin  [2T,qx  -\-  o). 
Développons  les  carrés  des  sinus  et  leurs  produits. 
Nous  aurons  y\  en  fonction  de  : 

sin  27:(2/))ic,     s\n2T,{2q)x^     sm2r\p  —  y).r,     sm2T.[p-{-q)x. 

Substituons  dans  (4)  ;  nous  retombons  sur  une  équation  de  la  forme 
(2).  Elle  nous  apprend  que,  comme  seconde  approximation ,  le  mou- 
vement est  la  somme  de  fonctions  périodiques  de  fréquences  2p,  2q 
(harmoniques  des  fréquences  p  et  q),  p  —  7,  p-\-q  (fréquences  des 
sons  résultants  dilférentiel  et  additionnel). 

Naturellement  si  les  causes  sont  faibles,  les  amplitudes  des  harmo- 
niques et  des  sons  résultants  sont  petites;  mais  elles  croissent  vite 
quand  les  causes  augmentent  d'intensité. 

La  troisième  approximation  donne  : 

Nous  n'avons  qu'à  répéter  les  raisonnements  et  les  calculs  précé- 
dents pour  prouver  l'existence ,  dans  la  partie  permanente  de  l'inté- 
grale, de  fonctions  périodiques  de  fréquences  : 

3/),      :\q,      2/;  +  r/,      2q  +  p,      2p  —  q,      2q~~p. 

Il  va  de  soi  que  si  P  ou  Q  sont  nuls,  il  ne  reste  que  les  harmo- 
niques   2r/,  .Sr/,  ...    ou    2/>,  3y;,  ...     de  la  cause  qui  subsiste. 

Le  phénomène  qu'interprète  cette  théorie  est  celui  des  sons  résul- 
tants. Quand  deux  sons  d'intensités  suffisantes  agissent  simultanément 
sur  un  résonateur  dyssi/métrique  (par  exemple ,  roreille) ,  on  entend 
non  seulement  ces  sons,  mais  leurs  harmoniques  et  leurs  sons  résul- 
tants. Le  premier  ditîérentiel  est  particulièrement  facile  k  distinguer. 

289.  Équation  du  second  ordre  où  le  coefficient  de  la 
dérivée  première  est  variable.  Remarques  sur  les  résultats 
précédents. 

Soit  à  intégrer  l'équation  : 

d'y    ,    2   di/ 

^   y-\ J    — hy  =  0. 

ax-    ^    X   dx    '     ^ 

On  vérifiera  que  l'intégrale  générale  est  : 

Asin(<o.r-t-£^ 
y=  ,     avec  la  condition     d=:(ù^. 

Montrons  comment  la  nature  de  ce  résultat  et  de  quelques-uns  des 
précédents  pouvait  être  prévue.  L'équation  : 
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est  celle  du  pendule,  pourvu  que  h  soit  positif.  Si  x  représente  le 
temps,  y  l'élongation,  l'équation  exprime  en  effet  que  l'accélération 
(négative)  est  proportionnelle  à  l'élongation  ;  autrement  dit,  que  la 
force  tend  à  ramener  le  mobile  à  sa  position  d'équilibre  proportion- 
nellement à  la  distance  à  cette  position. 

On  trouve  des  oscillations  isochrones,  c'est-à-dire  dont  la  période 
est  indépendante  de  l'amplitude. 

dy  .    •    , 

Ajouter  un   terme     — 2a -r^,     où  a   est  négatif,   c'est  introduire 

une  force  proportionnelle  à  la  vitesse,  un  frottement.  Les  oscillations 
sont  amorties  ;  elles  peuvent  même  l'être  à  tel  point  que  le  mouve- 
ment cesse  d'être  périodique  :  l'intégrale  apériodique  s'exprime  à 
l'aide  d'exponentielles  (§  283,  ^°). 

Introduire  le  terme r~,     c'est  donc  introduire   un  frottement 

.r  dx  ' 

qui  diminue  avec  le  temps.  On  s'explique  alors  comment  le  temps 
peut  intervenir  au  dénominateur  de  l'amplitude  et  comment  l'inté- 
grale contient  un  facteur  périodique. 


Intégration  par  les  séries. 

290.  Application  des  séries  de  Taylor  ou  de  Maclau- 
riu. 

/°.  — -  Considérons  d'abord  une  équation  du  premier  ordre  : 

11  est  clair  que  pour  toute  valeur  de  x  et  de  y,  nous  connaissons 
dy  ;  dx.  Mais  nous  pouvons  aussi  calculer  toutes  les  autres  dérivées. 
On  a,  en  effet  : 

d'y  ^^f   ,    ô/-  dy  _  ^/'_^.y 
f/a?^         ^x  ^~  hy   dx         bx    ^   '  ày  ' 

et  ainsi  de  suite.  Puisque  l'intégrale  comporte  une  constante  arbi- 
traire; autrement  dit,  puisque  la  seule  condition  à  satisfaire  est 
exprimée  par  l'équation  (1),  on  peut  choisir  la  valeur  de  y  pour 
une   valeur  de  x,    par  exemple  pour    x=zO     (§  275,  /"). 

5"*.  —  Soit  connue  la  fonction  y  =  (!^[x),  intégrale  de  l'équation 
(1).  Développons-la  par  la  formule  de  Maclaurin.  On  a  : 

y  =  {x)  =  o(0)  +  ^J  ç'(0)  + 15-  9"(0)  +  . . . 

Or  nous  pouvons  calculer  toutes  les  dérivées  de  la  fonction  9(3?), 
par  suite  leurs  valeurs  pour      r  =  0  ;     donc  nous   connaissons  tous 
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les  coefficients  du  développement  en  série.  Il  peut  servir  à  calculer 
les  valeurs  de  y  pour  toutes  les  valeurs  de  .r  qui  laisseront  la  série 
convergente.  La  constante  arbitraire  est    o(0). 

S""-  —  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  à  une  équation  diffé- 
rentielle quelconque  d'ordre  quelconque.  Soit  : 

cl.r''  —fy^  y^  d.r  '   •••'  d.r'-'  )• 

Par  dérivations  successives  nous  pouvons  calculer  les  dérivées  d'un 
ordre  quelconque  supérieur  à  n.  Elles  seront  toutes  connues,  par 
exemple  pour  .r  =  0,  à  la  condition  de  clioisir  arbitrairement  la 
valeur  de  y  et  de  ses  n  —  1  premières  dérivées  pour  .rr=0;  ce 
sont  les  constantes  arbitraires  d'intégration. 

On  pourra  donc  obtenir  tous  les  coefficients  de  la  série  : 

,V  =  o(0)  +  ^o'(Oj  +  -~o"(0)  +  ... 

sauf  les  n  premiers  qui,  par  leur  indétermination,  donnent  à  la  solu- 
tion la  généralité  nécessaire. 

^".  — Si,  pour  .r  =  0,  les  dérivées  à  partir  d'un  ordre  quelconque 
deviennent  infinies,  on  emploie  le  développement  de  Taylor  ({^  254) 
en  remplaçant  1i  j)ar  ./•  —  a,  .r  par  a,  conséquemment   x -{- ti    par  .r  : 

y  =  o[x)  =  r^[a)-\-      ^  ,    'Oia)-\ ^^  o'(a) -|- ... 

D'après  la  façon  même  dont  nous  opérons,  la  série  qu'on  obtient 
est  précisément  celle  ({u'on  obtiendrait  en  partant  de  l'intégrale  géné- 
rale supposée  connue  (pion  développerait  par  la  formule  de  Taylor. 

291.  Exemples. 

Retrouvons  par  développement  en  série  quelques  résultats  connus. 

/**.  —  Soit  à  intégrer  l'équation  :        -^-  =  —  .  (1) 

n        .       ,       1  .,  1  ,,,1.2         ,,  1.2.3 

Toutes  les  dérivées  deviennent  infinies  pour  a"=:0;  développons 
donc  à  partir  d'une  autre  valeur  de  .r,  par  exemple    .t  =  1.    On  a  : 

,    .          ,^,    ,     .r— 1           (.r— 1)^     ,     2\{x  —  \Y         3!(x  — 1)*     , 
?(^i=-?(0  +  -T! 2!        -^31 4!  +••• 

A  la  place  de  x,  prenons  x —  1  comme  nouvelle  variable;  rempla- 
çons donc  X  par  x-\-i.  Posons  o(l)  fjui  est  arbitraire,  égal  à  0. 
La  fonction  qui  (dans  ces  conditions)  satisfait  à  l'équation  différen- 
tielle (1),  est  donc  : 

X         x"-     ,    x''         x'    , 

?(l-r-r)=T-x---3- !,--•- 
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11   nous   est   loisible    de    l'appeler    logarithme    naturel    de     i-{-x 
(§  256). 

S°,  —  Soit  à  intégrer  l'équation  : 

-g-  +  .y  =  0,         i/"  =  -!/.  (2) 

On  a  : 

y"'=-y',      !j"  =  -y"^y,      y'-=y',      y'"=y"=-y, 

et  ainsi  de  suite.  Naturellement  y  et  y'  restent  arbitraires  pour  une 
valeur  arbitraire  de  x.  Le  développement  en  série  est  : 


X' 


2/  =  ?(0)  +  TT?'(0)— 2T9(0)--3y9'(0)  +  TT#)+-- 

Posons  :     (p(0)  =  0,     o'{0)^l.     Je  définis  ainsi  une  fonction  qui 
satisfait  à  l'équation  (2)  et  qu'il  m'est  loisible  d'appeler  sin^r  : 

sin  X  =   ,  ,  q-i     j     g-j  . . . 

Posons  :     cp(0)  =  l,     (p'(0)  =  0.     Je  définis  ainsi  une  fonction  qui 
satisfait  à  l'équation  (2)  et  qu'il  m'est  loisible  d'appeler  cosx  : 

cosa?  =  l  — -2T"'~TT~~*** 

Je  retrouve  les  résultats  connus  (§  257). 
S°.  —  Soit  à  intégrer  l'équation  : 

~£F=y^      y'^y^  (3) 

y"  =  y'=^y.      y"'=y"=y^  .- 

Le  développement  est  donc  : 

y=9(0)[_i  +  fr  +  |}  +  |^+...J; 

o(0)  est  arbitraire.   Posons-le  égal  à  1.  Je  définis  une  fonction  qu'il 
m'est  loisible  d'appeler  exponentielle  : 


=  e"  =  1 


+  TT  +  Tr  + 


292.  Autres  exemples. 

/°.  —  Soit  à  intégrer  : 

~dx^=—'^y^      y  =—^y-  W 

y"'  =  -y-xy',  rf^  =  -.2ij'  -xy"  =.-2y'  +  x-y, 

y^  =  ~  2y"  +  2xy  +  x^y'  =  h^xy  +  x^y' ,  y""'  ==  %  +  ^xy'  —  x'y,... 
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D'où  le  développement  : 

y  =  I  ?(")  +  ?'(0)  j  ]-\  ?(0)  |t  +  2  9  (0)  Il 
+  |4?(0)|T+10o'(0)f;   -... 

Il  reste  à  choisir  les  valeurs  oiO)  et  o(0i  de  y  et  y'  pour  x  =  0. 
^°.  —  Soit  à  intégrer  : 

d^i/         ni   (II/ 
-7-— H- f-  -\-  hi/  =^0,  (2) 

dont  nous  avons  rencontré  un  cas  particulier  au  §  289.  On  a  : 

j-y"  -[-  /////'  -|-  /jjij  =  0, 
x//"-j-(m+l),v"  +  Vv'  +  /vy  =  0, 

•^7/'"  +  ('^'  +  ^)  /y'"  +  ^^•'^/y  '  +  -%'  =  ^  î 

la  loi  de  récurrence  est  évidente. 

Faisons  ./•  =  (),  on  trouve  :  //'  =  0.  Donc,  par  ce  procédé,  nous 
n'aboutissons  pas  à  une  intégrale  générale,  puisque  la  valeur  de  la 
dérivée  première  est  imposée.  Nous  ne  déterminons  qu'une  inté- 
grale particulière  autour  de  la  valeur     j-=zO.  On  a  : 

'^'—        m  +  1   '         .Vo— ",         /A-  —  (^_f_3)(^_^lj  '••• 
Substituant,  on  trouve  : 

—      Il—       ^A^  i.'S.Jrx* 

fl—^'^^'l^  —  2l'{ni-{-'i)  +  !i[(m+\)(m+'S)~ 

6  I"(m  +  1  y{m-\-  :l)  (m  +  8)  +'  '  ' 

Pour     //i  =  1 ,     b  =  \  : 

/,         .r-     ,       x'  .r'^ 

^=^0     1 


2s  "r  2-4*        2'4*6*~^"*'' 

L'équation  ici  étudiée  est  une  des  formes  de  Véqualion  de  Bessel. 
Pour  m  =  2,     b=  i  : 

i .        X-     ,     X*  \  sin  X 

y  =y,\\  __  +  ^-g-,-  _...)  =  </„  -  -—   . 

C'est  une  intégrale  particulière  de  l'intégrale  générale  trouvée  au 
§  289. 

293.  Intégration  des  séries. 

/".  -  Soit  une  série  dont  les  termes  sont  fonction  d'une  variable 
X  et  qui  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  les  limites  x^  et  x^.  11  s'agit  de  montrer  que  la  série  des  inté- 
grales de  ses  termes,  prises  entre  les  limites     x^^  et  x^^     est  conver- 
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gente  et  a  pour  somme  l'intégrale  de  la  somme  de  la  série  pro- 
posée prise  entre  les  mêmes  limites. 

Soit  en  effet  :      f  (x)  =  Uq-\- u^-\- ...-{- u^-\-Rn' 
Puisque  la  série  est  convergente  entre  les  limites  Xq  et  Xi,  le  reste 
(§  254)   R^   est  infiniment   petit    quand   n  croît   indéfiniment. 
Intégrons  : 

/"'  f  {x)  dx = r  wo  j^ + •  • .    +  r  ^^  ^^- 

Tant  que  le  nombre  des  termes  reste  fini,  il  n'y  a  pas  de  doute 
sur  la  légitimité  de  cette  expression  (§  153,  4°).  Cherchons  ce  qui 
arrive  quand  on  suppose  le  nombre  des  termes  croissant  indéfiniment. 

L'intégrale   /      R„  f7.T    est  égale  au  produit  de    ^o  —  x^    par  la  valeur 

moyenne  de  R  =  R  [(iCo -|- Ô  (iCo  —  ^'\-)\  (§  ^^^)  5  ^lle  est,  par  suite, 
infiniment  petite  quand  n  croît  indéfiniment  :  d'où  la  proposition 
énoncée. 

^°.  —  La  réciproque  n'est  pas  vraie.  Une  série  peut  être  conver- 
gente, et  la  série  des  dérivées  de  ses  termes  ne  l'être  pas. 

Par  exemple,  la  série  : 

^.    cos  X        cos  2x    .  .    cos  nx    , 

iH     r~+~~2     +•••+     TT"'-- 

est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  ;  la  série  : 
—  (sin X -\- sin 2x-\-  ...  -\- sin  nx. . . ) 

n'est  convergente  pour  aucune  valeur  de  x. 

Mais  on  démontre  que  si  la  série  des  dérivées  des  termes  du  dévelop- 
pement de  f[x)  est  convergente ,  elle  a  pour  somme  la  dérivée  f'[x). 
Nous  n'insisterons  pas  sur  la  démonstration. 

3".  —  Il  résulte  du  /°  un  procédé  d'intégration.  Soit  à  intégrer  : 

/    f(x)dx. 

Développons  f[x)  en  une  série  convergente  :  nous  obtiendrons  l'in- 
tégrale en  sommant  les  termes  de  la  série  entre  les  mêmes  limites. 

294.  Exemples. 

Jf  dx 

0        ^ 

Développons  par  la  formule  du  binôme  (§  258)  : 
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'2".  —  Soit  à  intégrer  :  /     f^ *%/./•. 

On  a  (§  256)  :  e~"  ^  i  _  ^'^  + 1^  _  i^  ^  . . . 

D  ou  .  J      r   ■'  <l.r  ^  ^  -  jj-  -g-  +  -^  ,    -^  _  ^-,    _  ^. . . 

S°.  —  Soit  à  intégrer  :        f\j-  z=.  j   ~. — '-—■ . 
Prenons  pour  nouvelle  variablt'  :      /=rlop^.r.  .r=Le'. 

/ï,r)  --=-.    /    -J  ,//=    /   (   L  -I-  I  +  ^';   +  ;;-;  +  ■■■jdt. 

lot^.Ai-         flofÇ.r»'     ,  1 

r..^     G  +  logllog./-     -f-io^r./   -|-        ^,^        -f_---_^-      -r-...J. 

295.  Méthode  des  coefficients  indéterminés. 

/".  Si  la  fonction  délinie  par  une  ecjualion  diilerentielle  peut  se 
développer  en  une  série  suivant  les  puissances  négatives  ou  fraction- 
naires de  la  variable,  on  obtient  \(\  développement  par  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés ,  plus  commode  que  celle  du  i:^  290. 

Elle  consiste  à  substituer  dans  Técpiation  différentielle  la  série  : 

//  rrr  A.r^  +  B.r.^  +  (  :.rr  -j-  . . . ,  (  1  ) 

et  à  déterminer   les   coeftîcients  A ,   B,...  et  les  exposants  a,  ,'i,...  de 
manière  à  rendre  identique  l'équation  obtenue. 
i?".  —  Prenons  comme  exemple  l'équation  : 

^^ks'y,         ^O'0^  (2) 

La  substitution  donne  : 

Aa^oc  —  1  )./•  ^-  -  +  B3((i—  1  ).r.^  -  --^^  +  . . .  =  A-Ax »-  ''  +  kKr^  +  "+... 

Nous  supposons  que  les  A,B,...  ne  sont  pas  nuls;  a  étant  le  plus 
petit  exposant,  le  ternie  de  moindre  degré  est  certainement  le  premier: 
il  est  seul  de  son  degré. 

Il  faut  donc  poser  :  a'^a — 1=0.  (3) 

Deux  solutions  possibles  : 

a=:0,  a:=^l. 

Prenons  la  première  :      a  =  0.      Le  second  terme  ne  peut  pas  être 
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seul  de  son    degré  ;  sinon    nous   retomberions    sur   la    condition  (3). 
Nous  devons  donc  poser  : 


2  =  a  +  /L 


y. 


'2=  n-l--) 


dans  Ihypothèse     a  =  0  ;     et  aussi  : 

kA 

Pour  la  même  raison  que  plus  haut,  nous  avons  : 

y-2  =  ^  +  AZ,  y  =  ,o+,i+2  =  a  +  2(/^  +  2). 

GY(y-l).=  AB, 

kB^ _  A:A 

^  —  {2n  +  3Y{2n  +  4)  —  in  +  \(n-{-  2)  (2n  +'3y  (2/z  +  4)  ' 

Et  ainsi  de  suite,  la  loi  est  évidente.   D'où  la  série  : 

I  kr"  "  '  k^x'"  "  ^  1 

y  =  A.L  1  +  („  ^îy(„+2)  +  (  „+d  )7/,+2)(2^-4:3)  (2«+4)  +  '  •  ■  J-      . 

Nous  pouvons  recommencer  dans  l'hypothèse  :     a  =  1.     On  trouve  : 

Nous  obtenons  ainsi  deux  solutions  particulières  de  l'équation  (2). 
Comme  elle  est  du  second  ordre ,  nous  avons  l'intégrale  générale  en 
les  additionnant  :  Aj  et  A.,  sont  les  constantes  arbitraires. 

5°.  —  Si  n  est  positif  et  entier,  les  développements  suivant  les 
puissances  positives  coïncident  avec  ceux  que  donnerait  la  formule 
de  Maclaurin.  Si  n  est  entier  et  négatif,  l'une  au  moins  des  séries 
n'est  plus  acceptable,  puisque  certains  termes  deviennent  infinis. 
Pour  /i  =  — 1  la  première  est  inacceptable,  la  seconde  subsiste; 
donc  la  méthode  ne  fournit  qu'une  intégrale  particulière. 

Pour  n  =  l,  Â:  =  —  1,  on  retrouve  l'intégrale  générale  du  /** 
du  §  292.  Pour     ^1=0,     /c== — 1,     on  retrouve     sin^r  et  cosic. 

296.  Équation  de  Riccati  et  ses  transformées. 

i" .  —  On  appelle  équation  de  Riccati  l'équation  : 

On  peut  lui  donner  une  série  de  formes  qui  se  rencontrent  en  Phy-r 
sique  et  en  Mécanique.  Posons  : 

log  u  =  gjydx,         9y  =  ~  ^"  • 

Calculons  la  dérivée    dy  \  dx    et  substituons  dans  (1).  On  trouve  : 

-^^^ghux\  (2) 
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^*.  —  Considérons  l'équation   : 

, -\\ 

(3) 


dx'  x^  -  —  ^' 


Posons  :      3  =  .r'"??.     Nous  obtenons  comme  transformée  : 
d'^v     ■    2m    dv 
dx^     '       .r     dx 


^     dx  ^ 


Nous  aboutissons  à  un  cas  particulier  de  Véquation  de  Bessel. 
^0.  —  Mais  nous  pouvons  ramener  l'équation   (2)  à  la  forme  (4), 
par  suite  l'équation  de  Riccati  à  l'équation  de  Bessel. 

Dans  (2)  chan^^eons  la  variable.  Nous  appliquerons   donc  les  for- 
mules du  g  20. 

Soit  t  la  nouvelle  variable.  On  a  : 

r/^u  _  r  dHi^  dx^  _  du^  d'x  1     /  djr^\' 
dlc*  ~~  I   J/'    dt         dt    dt^  \  '\dt  )  ' 
Posons  :      /*  =  x"  "  *  ;     on  y  : 

dx^_  2t ^  _     —2/1         1^ 

TFT  "~  (n  -\-  2).r'*^^'  '  '  dr  ~  ~{fi-\-2Y    r-  ^^  ' 

Substituons  dans  (2);  il  vient   : 

d*u    ^^       n L  _!/ii /  ^ {K\ 

~dF~^  7{Zf2    t    dt  —-f'''  f/i  +  2)«'  ^^f 

qui,  à  la  notation  près,  est  rétpiation  (2)  du  iii  292. 

équations  difft'rentielles  simultanées. 

297.  Équations  différentielles  simultanées  linéaires  à 
coefficients  constants. 

Expliquons  le  problème  sur  des  exemples  simples. 
/".  —  Soit  les  équations  : 

dt  4-a''+/\v---0, 

^+7.r  +  />^  =  0, 

où  a,  />,  /),  q,  sont  des  constantes.  Il  s'agit  de  trouver  des  fonc- 
tions .r(/),  y[t)  qui,  substituées  dans  ces  équations,  les  transforment 
en  des  identités.  Essayons  la  solution  : 

Nous  obtenons  les  deux  conditions  : 

Ar-f  .iA+/;B  =  0,       -  Br^- (/A -f- /vB  =  0.  (d  i 

Eliminons  r  : 
A(7A  +  />B)=B(aA  fpB),   •    qX- -\-{b  —  a)\B— p\\'=z^.       (2, 
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Nous  déterminons  ainsi  deux  valeurs  A-,   et  k,  du  rapport     B  ;  A. 

Transportons -les  successivement  dans  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions (4)  qui  sont  assurément  compatibles  :  nous  tirons  pour  r  deux 
valeurs  correspondantes,  7\  et  /%• 

L'intégrale  générale  prend  la  forme  : 

y  =z  /c^Ai^'»'  -]-  k^A^e*'^'. 

Il  y  a  deux  constantes  arbitraires     A^,  Ag.     Les  paramètres     /c,, 
/Ta',  ^1,  Ta,  sont  complètement  déterminés  par  les  équations  (1)  et  (2). 
^*'.  —  Reprenons  sur  un  cas  plus  compliqué. 

-^  +  ax+py=:(}, 

dHi 

-^+^-^  +  %  =  o. 

Essayons  encore  la  solution  : 

Nous  obtenons  les  deux  conditions  : 

A;-  +  ,.A+/>B  =  0, 

Br*  +  9^A  +  /^B  =  0.  ^  ' 

Eliminons  r,  il  vient  : 
K[qK  +  />B)  rrr:  B(aA  +/)B).         q\'  +  (^  —  â)AB  — /)B^  =  0.     (2) 

D'où  deux  valeurs  k^  et  A:.2  du  rapport  B  ;  A.  Transportons -les 
successivement  dans  Tune  ou  l'autre  des  équations  (1)  :  nous  déter- 
minons pour  r  quatre  valeurs  dz^n  dz^'-i-  L'intégrale  générale 
prend  la  forme  : 

X  =  (Aie'-''  +  Ale-''^')  +  {A,e'-^-'  +  A^e"  *•*'), 
y  —  ki{A,e'-''  -f-  A;e-'-*')  -f  K{A,e''^'  +  A'^e-"*'). 

Il  y  a  quatre  constantes  arbitraires  qui  sont     A^,  A'j,  Ag,  A!,. 
Si  les  racines  sont  imaginaires,  la  solution  s'écrit  : 

X  =  Al  sin  ((ùi^  —  ai)  -|-  A2  sin  [iù^t  —  a,). 

y  =:  kiAi  sin  [lùit  —  ai)  -|-  k^A^  sin  (wg^  —  ^-2). 
Les  quatre  constantes  arbitraires  sont  maintenant     Aj,  A2,  «i,  ol^. 
Les  paramètres     Wi,  Wg,  A-j,  Ag,     sont  complètement  déterminés  par 
les  équations  (1)  et  (2). 

298.  Séparation  des  variables. 

/".  —  Théoriquement  il  est  toujours  possible  de  séparer  les 
variables.  Soient  données  les  équations  : 

f{t\x,  x',  x\  ...  a^"*;  2/,  y\  y",   ...  î/^)==0, 

f{t\x,  x',  x",   ...  x^;y,  y\  y\  ...  2/^)  =  0. 
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Dérivons  par  rapport  à  Ma  première  v  fois,  la  seconde  a  fois. 
Nous  obtenons  en  tout  n  -|-  v  -|-  2  équations  où  entrent  les  n  -)-  v  -|-  i 
quantités  y,  fj\  ...  ;y'*+^  Leur  élimination  laisse  une  équation 
diiîérentielle  en  ./•  et  /,  dont  l'ordre  ne  peut  surpasser,  mais  égale 
généralement  le  plus  ^rand  des  nombres     m-|-v,  n-\-<^.. 

t^".  —  Appliquons  aux  exemples  précédents.  On  a  : 

^  +  ^•'"  +  P?/  ^  ^  '  'Jj+  '(■'  +  Av  =  0  ; 

On  tire  immédiatement  des  trois  premières  écpiations  : 
dt-  +"  -//  ~l"l'-l>l'<J      ^^. 

,7^+('^  +  ^^'  ji  +  'il>— M  ■'={). 

L'intégrale  générale  de  cette  écpiation  contient  (Icu.r  constantes 
arbitraires  :  pour  une  valeur  arbitraire  de  la  variable  /,  je  peux  choi- 
sir .r  et  .v'.  Les  valeurs  de  /y,  //',  y"  sont  alors  complètement  déter- 
minées :  //  par  la  première  é(|uation ,  //'  par  la  seconde  ou  la  troi- 
sième, ?/"  par  la  (juatrième.  On  peut  aussi  bien  obtenir  Téquation 
en  y  : 

'!^îi  +^^ +  1':  'la  +':'!'- MW  =  »- 

C'est  la  môme,  puisque  ré([uation  c.'uactéristique  (J  28.3)  doit  four- 
nir les   mêmes  racines  /•,  el   /*,. 

:i'.  -  On  a  :         ^  +  .;.,■  +  ,,,/  =  0.         ^+  ,,.,■  +  hy  =  0. 

Dérivons  deux  fois  la  première  : 

dKv  d-.r  d'y 

dF+''  <ïr-'+^'  dt^  =^' 

Utilisons  les  deux  premières  pour  éliminer  la  variable  //   : 


dt'  ^'"^"'  dt' 
et  aussi  bien  :       .''  -\-\a-\-  h]    j—  +1''*^  — /^Y)^  =  "• 

L'équation   caractéristique  est  bicarrée  :    elle    donnera  immédiate- 
ment les  quatre  racines     zb'*iT     H-  r^. 

299.  Remarques  sur  les  équations  différentielles  simul- 
tanées. 

/^   —  Ainsi  les  intégrales  du  système  de   doux  équations  simulta- 
nées du  premier  ordre  contiennent  r/^z/.r  constantes  arbitraires  ;  celles 
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du  système  de  deux  équations  du  second  en  contiennent  quatre.  On 
verra  que  les  problèmes  de  Mécanique  se  ramènent  généralement  à 
trois  équations  simultanées  du  second  ordre,  reliant  les  composantes 
de  l'accélération  du  mobile  parallèlement  aux  axes  à  la  somme  des 
composantes  des  forces  suivant  les  mêmes  axes.  En  général,  les  inté- 
grales contiennent  six  constantes  arbitraires  qui  permettent  d'impo- 
ser à  une  époque  donnée  la  position  du  mobile  et  sa  vitesse. 

Nous  ne  démontrerons  pas  la  proposition  générale  dont  voici 
l'énoncé  :  le  nombre,  des  constantes  arbitraires  est  au  plus  égal  à  la 
somme  des  ordres  les  plus  élevés  de  toutes  les  variables. 

:^".  —  Par  exemple,  considérons  le  système  : 

dx 

^  +  cz+sx  =  i). 

Essayons  la  solution  :      .r  =  Ae'',     /y  =  Bc''',      3  =  Ce'"'. 
On  a  pour  conditions  : 

A(r  +  a)+/)B=rO,     B(r  +  />)  +  r/G  =  0,     C(r -fc) -f  .9Ar=:0.      (1) 

Convenablement  écrites  et  multipliées  membre  à  membre ,  ces 
équations  donnent  : 

{r  +  a){r  +  h){r-\-c)-:\-pqs  =  ^,  (2) 

équation  du  troisième  degré  en  /•.  A  chacune  des  trois  racines   /■, ,  7*2,  ro, 
correspondent  des  rapports  bien  déterminés  : 

k,.  A;,,  /.v,=  B  :  A,  r/,,  g^^  r/3  =  G  ;  A. 

Les  intégrales  générales  sont  : 

X  =  \,e"'  -f  A.e'-*'  +  A,e'-3\ 

y  =  k.A^e'-''  +  kç>A,e'''  +  /vgA^e''^', 

z  ^-  .^,  A,e'-''  -]-  r/oA^e'V  +  g.A.e"-^'. 

Il  y  a  trois  constantes  arbitraires  qui  sont  :     A,-,  A2,  A3. 

3"'  —  Ce  nombre  de  constantes  est  un  maximum.  Il  peut  arriver 
qu'il  ne  soit  pas  atteint;  par  exemple,  quand  les  équations  ne  sont 
compatibles  que  s'il  existe  une  certaine  relation  finie  entre  les 
variables. 

Soit  le  système  :     f[x',  1/ ,  x,  ?/,  t)  =  Q[x,  ;/,  t), 

f[x\  y',  .T,  ;/,  t)  =  'b[x,  y,  t). 
On  doit  avoir  la  relation  finie  :     '^(x^  ?/,  t)=^>b[x^  y,  /), 
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qui  permet  d'éliminer  Tune  des  fonctions  x  ou  y .  Il  ne  reste  plus 
qu'une  équation  diiTérentielle  du  premier  ordre  et  par  suite  une  seule 
constante  arbitraire. 

4'\  —  Il  est  bien  rare  que  les  intégrales  d'un  système  d'équations 
différentielles  simultanées  puissent  s'exprimer  avec  les  fonctions 
usuelles.  On  est  amené  à  les  développer  en  séries.  Si  remarquables 
que  soient  en  Astronomie  la  forme  de  ces  développements,  le  cadre 
de  cet  ouvrage  nous  empêche  d'insister  (voir  Mécanique,  §§  351  et  582). 


CHAPITRE  XIV 
INTÉGRALES  DÉFINIES.  INTÉGRALES  DOUBLES 


300.  Intégrales  indéûuies,  intégrales  définies.  Puis- 
sances d'un  sinus  ou  d'un  cosinus. 

/*".  —  On  appelle  intégrale  indéfinie  (§  154,  :^")  : 


ff(x)dx, 


celle  dont  on  n'a  pas  encore  spécifié  les  limites.  Elle  nest  déterminée 
qu'à  une  constante  près  qui  pour  l'instant  est  absolument  arbitraire. 
Elle  devient  définie  quand  on  se  donne  ses  limites  : 


rf{x)dx. 

JoLn 


On  peut  déterminer  exactement  et  directement  la  valeur  de  cer- 
taines intégrales  pour  des  limites  particulières,  alors  que  pour  des 
limites  quelconques  les  expressions  sont  compliquées  ou  les  résul- 
tats ne  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  usuelles. 

Voici  quelques  exemples. 

^°.  —  Montrons  d'abord  que  le  calcul  d'une  intégrale  définie  peut 
être  immédiat.  Les  deux  intégrales  : 


t: 


1.2==:  /   ~  sin^xdx^  l'o^rr  /      cos~  xdx , 

sont  évidemment    égales,   puisque    leurs  éléments  se  correspondent 
deux  à  deux  :  sinir  =  cos(7:  ;  2  —  x). 

On  a  donc  : 


(sin~x-]-cos'^x)dxi=    j        f/^  =  -^ 


S\  —  On 


a 


/    •   m         7  ^1^        -p  •  cos  X    .     m  —  1    /       „,    .         j 

/  sm"'  X  .  dx  = H /  sin"*"-  r  .  dx. 

J  m  ^        m      J 
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En  effet,  la  dérivation  des  deux  membres  de  cette  équation  donne  : 

.    „  m  —  1     .  ,       ,     sin*"  X    .     m  —  1     . 

sm'".rr=r: —  -  sm'"    '  .r  .  cos- ./•  4- sin"'-^x, 

m  ^        m  m  ' 

qui  est  une  identité.  On  trouve  de  même  : 

r       m         1  cos'"    '  .r  .  sin ./     ,     m  —  i     /'  .,  , 

cos"*  r  .  J.r  =:=  — +  /  cos'"--./' .  (/.r. 

J  m  ^         m       J 

Intégrons  entre  des  limites  qui  annulent  les  premiers  termes  des 
seconds  membres,  par  exemple,     I)  et  -  ;  2;     il  vient  : 


2 

sin'"    'j?  .  (Ix  ^ 


cos'"    '  X  .  dx. 


1=     /         sin"'  ./■  .  dx  -— / 

./,  "'    J.. 

I™  =      /         cos'"  -r  .  il.r  r=  / 

1      •  .      ,         .  fn  i    - 

relations  qui  s  écrivent  :  im^=  1».    .-• 

Supposons  m  pair  et  opérons  de  proche  en  proche;  nous  trouvons  : 

,  1.3.5...(m-l)   T.  ,11- 

1,„  =  -  -     y^-y—     -  ..-^ — -  "ô  :  <'«i  particulier  l.>  =  -?- . 

2.4.b(m  —  2)  m    2  ^  -        4 

Supposons    m   impair,    (m=l    excepté,    pour   lequel  l,=  r\;    nous 

trouvons  :  1    i=  ;  -„   _       ' 

.^ .  5 . 7  . . .        ni 

301.    Fonction    définie    par   une  intégrale    définie    au 
moyeu  d'un  paramètre  variable  sous  le  signe    /  . 

/".  —  Nous  avons  maintes  lois  rencontré  des  faisceaux  de  courbes  : 

//  ^=  fi-'^,  w). 

Pour  chaque  courbe  du  faisceau,  le  paramètre  u  est  constant; 
l'ordonnée  y  est  fonction  de  ./  .  On  passe  dune  courbe  à  l'autre  en 
changeiant  la  valeur  du  paramètre.  Par  exemple,  des  cercles  de 
même  centre  et  de  rayons  différents  forment  un  faisceau  :  la  gran- 
deur du  rayon  est  le  paramètre  variable. 

Avec  Taxe  Or  et  deux  ordonnées  fixes  AA  .  BH  ,  chaque  courbe 
du  faisceau  délimite  une  certaine  aire  S,  qui  est  fonction  du  para- 
mètre u,  puisqu'on  la  modifie  en  changeant  la  courbe  et  conséquem- 
ment  le  paramètre  (fig.  193). 

On  a  :  S=  f  f{v,  udx  =  o(u).  (1) 

^.    —    Cherchons    la    dérivée    de     S(u)    par    rapport    à    u:    c'est 
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2i*du 


le  taux  de  variation     c/S  ;  Ju,     quand  u  subit  un  accroissement  infi- 
niment petit  à  partir  de  sa  valeur  actuelle. 

Si  l'intégration  (1)  est  possible  avec  les  fonctions  que  nous  con- 
naissons, elle  fournit  une  certaine  fonction  o(u)  qu'il  suffît  de  déri- 
ver pour  obtenir  le 
quotient  demandé. 

Mais  cette  intégra- 
tion est  généralement 
impossible;  il  s'agit  de 
trouver  une  expression 
qui  ne  la  suppose  pas. 

v^".  —  Reportons - 
nous  à  la  figure  193. 

Quand  on  remplace 
la  courbe  l  (para- 
mètre u)  par  la  courbe 
voisine  2  (paramètre 
ti +  (/«),  Taire  ADGB 
augmente  de  la  bande 
DEFC.  Celle-ci  se  décompose  en  une  série  de  parallélogrammes  tels 
que  MNPQ  (les  courbes  sont  infiniment  voisines)  de  base  dx  et  de  hau- 
teur  MN. 

Or   MNest  ce  dont  croît  l'ordonnée    /"(.r,  u)    quand  u  croît  de  Ju, 
œ  restant  invariable.  On  a  donc  : 

aire  MNPQ  =  ^/'(.t,  ")  •  <^iidx. 

I/aire   de  la  bande     DEFC     est    la  somme   de  ces  aires    quand  x 
varie  de  a  k  h.  D'où  : 


dS 
(lu 


=  f  ^A-^-'  ")  •  ^^•^■- 


4^" .  —  Inversement  supposons  que  sous  le  signe    /  se  rencontre  la 
dérivée  d'une  fonction  par  rapport  au  paramètre  u  qu'elle  contient. 


On 


par  suite  : 


I     ■'Au)du=    I     [/•(.r,«)-/-(.r,u,)](/.r. 


On  vérifiera  cette  dernière  relation  en  dérivant  ses  deux  membres 
par  rapport  à  «,  ce  que  le  S''  apprend  à  faire. 
Voici  des  exemples  pour  fixer  les  idées. 
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302.  Premier  exemple. 

Une  droite  se  déplace  de  manière  que  la  portion  MN  interceptée 
par  les  axes  soit  constante  et  égale  à     /  =  0P     (fig.  194). 

Cherchons  l'expression  de  l'aire  S  =  ÂDCB,  qu'elle  limite,  aire 
comptée  positivement  au-dessus  de  Ox ,  négativement  au-dessous. 
Posons  :  ÔX=za,      (JBr=/>. 

L'équation  de  la  droite  est  (5:j  131)  : 

y  =  xigu-\-l  sin  u  ;  u  varie  de  x  ^*    r,  .  2. 


m'a 


(r  tg  u  -|-  ^  sin  u)(h-  = 


jy- 


ig  u-\-(b  — a) l  sin  u  ; 


du 


2  cos^  /; 


-[-(/>  —  a)/cos  u. 


On  trouve  la  même  expression  en  dérivant  sous  le  signe    /    par  rap 
port  à   u,  puis  en   intégrant     le     résultat.  Ici 


Kig.   19'J. 


l'intégration  est  pos- 
sible ;  nous  obte- 
nons seulement  une 
vériiication  du  théo- 
rème. Mais  quand 
elle  ne  Test  pas,  il 
est  souvent  commode 
de  discuter  les  va- 
riations de  S,  de  cher- 
cher ses  maximums 
et  minimums  sur  l'in- 
tégrale de  la  fonction 
f(j\  u)  dérivée  par 
rapport  ii  u. 

Revenons  à  notre 
exemple. 

Pour  u  =  z,  la 
droite  est  couchée  sur 
Ox  ;  l'aire  S  est  nulle. 


Elle  s'annule  de  nouveau  quand  la  droite  passe  par  le  point  E  milieu 
de  AB  :  l'aire  positive  est  égale  h  l'aire  négative.  On  a  alors  : 

—  21  cos  u  =  Jb-\-a. 

Elle  passe  par  un  maximum  pour  l'angle  u  donné  par  l'équation   : 

—  2/ cos'  u  =  h-\~  a. 

Enfin  elle  devient  négative  et  très  grande  quand  u  tend  vers  t.  ',  2. 

On  pourrait  aussi  bien  prendre  comme  variable  l'abscisse     ;  =  0N 

du  point  N  où  la  droite  coupe  Ox.  On  a  : 

h-\-a 
~      2: 


er=  —  /cos  u,  S(;)  =-  [b  —  a)  \ 7«  —  ç^ 
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La  courbe  de  la  figure  194  représente  S  en  fonction  de  Ç.  Le  lec- 
teur construira  S  en  fonction  de  u  et  comparera  les  courbes  obtenues. 

303.  Second  exemple. 

Prenons  comme  faisceau  de  courbes  celui  du  §*203.  Posons  : 

s(.)=y  ^.  (1) 

L'aire  est  une  fonction  de  la  courbe  choisie,  définie  par  l'exposant 
a  (bien  entendu,  supposé  >•  1).  Ici  encore  l'intégration  est  possible  ; 
on  a  simplement  : 

s(«)  =  iri:-4-  (2) 

Prenons  u  et  S  comme  coordonnées  :  l'équation  (2)  définit  une 
hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  l'axe  des  abscisses  et 
l'ordonnée    u=z\. 

304.^  Troisième  exemple. 

1\  —  Soit  à  calculer  les  intégrales  indéfinies  : 

G  =  /  e"*^  cos  bx  .  dx,         S  =  /  e*^  sin  bx  dx. 

L'intégration  par  parties  [%  158)  donne  : 

e'^Qosbx    ,    i>S  e'^sïn'bx         bC 

a  '     a    '  a  a 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  G  et  à  S,  il  vient  : 

^        a  cos  bx  -1-  b  sin  bx  .    ^ 

G  = 2  4_~Ai •  ^""  ~i    C-onstante,  (1  ) 

„,       asinbx  —  b  cos  bx  ,    ^ 

Î5_=: ^_ï-^^ •  ^"'    I    Constante.  (2) 

9'\  — •  Remplaçons  a  par  — a;  calculons  les  valeurs  des  intégrales 
définies  : 

Gi  =  /      e~  ""  cos  bx  .  dx,  S,  =  /     e'-  ""  sin  bx  .  dx. 

Pour  la  limite   supérieure,   les  expressions  (1)  et  (2)  s'annulent; 
pour  la  limite  inférieure,  l'exponentielle   devient  l'unité. 
On  trouve  en  définitive  : 

,>".  —  Considérons    Ci  et  S,    comme  fonctions  de  a.  Nous  pouvons 
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donc*  multiplier  les  quantités  qui  sont  sous  les  signes  /  ,   par  da  et 

intégrer   entre    deux    limites,    a    et  c,   par   exemple.    C'est   effectuer 
l'opération  étudiée  au  §  301.  -/".  Il  vient  : 


r 


eus  Jj.r  d.' 


=Y'»..-(';it').  c: 


i 


.  sin  h.r  d.r  =  arctg  -j-  —  arctg  -j-  .     (5) 

On  vérifiera  ces  identités,  en  considérant  c  comme  une  constante 
et  en  dérivant  sous  le  signe  /  par  rapport  à  a.  De  même,  on  déri- 
vera les  seconds  membres  par  rapport  à  a. 

4°.     -  Posons  dans  les  équations  précédentes      c  =  0,     a=^^r. 

L'intégrale  (4)  est  évidemment  infinie.  L'intégrale  (5)  devient  : 


/ 


sin  It 


dj 


a  rets 


arctg  0^=-f--^. 


(6) 


On  doit    prt'iidre    le   signe    -j-    si     />>().     le     signe    —    si    /)  <<  0. 
Gherclioiis  à  nous  représenter  le  sens  de  ce  résultai  utilisé  au  {ii  270. 


Fig.  19;'. 


Remarquons  d'abord  que  le  résultat  est  indépendant  de  h.  Si  nous 

dx        du 
posons  : 


hx  =^u,       —  = 


il  vient 


/sin  />./•    ,             /       sin  u    , 
dx=z    /       du. 


Nous  avons  étudié  au  §  62  la  fonction  sinx  ;  x.  Construisons  les 
fonctions  sinbx  ;  x  pour  deux  valeurs  de  b,  b  et  ji.  La  figure  195 
représente  en  traits  pleins  les  sinusoïdes,  en  pointillé  les  courbes  obte- 
nues en  divisant  les  ordonnées  par  les  abscisses  correspondantes. 
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On  a,  quel  que  soit  a  : 


S6T 


/sin  Jjx    ,  / 


sin  .^ 


et  par  suite 


a 

r     sinhjL-    ,  /     sin./-    ,  / 


sin  ij.r 


dx 


f7' 


En  particulier  faisons  a^^::.  La  première  et  la  troisième  inté- 
grales représentent  les  aires  OAB,  OGD  ;  Téquation  (7)  exprime 
qu'elles  sont  égales.  On  démontrerait  de  même  l'égalité  des  aires 
BFG,  DEB;  ...  et  ainsi  de  suite. 


L'intégrale  : 


/      sin  h.. 


d.r. 


y 


se  compose  donc   d'une   série  infinie  de  termes   décroissants    OAB, 
BFG,  ...    alternativement 
positifs  et  négatifs,  indé- 
pendants   du    nombre    h. 
La  série  est  convergente 

(§249,^°),  L'équation  (6)     

nous  apprend  que  sa  va- 
leur est    7û  :  2. 

La   figure  195  suppose      '^    , 

A>0.     Si    i><0, 

tous     les    termes    de     la 

série    changent  de    signes  ;     la    valeur    devient 
5°.  —  Nous  pouvons  considérer  l'intégrale  : 


Fig.  19<i 


y 


sin  hc 


dx=^(^{b). 


comme  une  fonction  de  h.  La  courbe  représentative  (fig.  196)  se 
compose  de  deux  droites  AB,  CD,  qui  s'arrêtent  brusquement  aux 
points  où  elles  rencontrent  Taxe  des  ordonnées.  A  l'abscisse  /)=::0, 
correspond  la  valeur    î/  =  0,     moyenne  des  valeurs    H-tt  ;  2. 


Intégrales  doubles  et  triples. 


305.  Définition  des  intégrales  doubles. 

y^  —  Soit  à  évaluer  le  volume  du  solide  limité  par  le  plan    xOy^ 
par  un  cylindre  dont  les  génératrices,  parallèles  à    Oz,     s'appuient 
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y 

J3 

Y' 

dr 

u 

y^ ^^                   y  \ 

0 

y' 
>< 

Fig.  197. 


sur  une  courbe  ABGD  ...  A,  enfin  par  une  surface  dont  la  distance 
des  points  au  plan    xOy    est  : 

Découpons  le  plan    .rO?y    en  éléments  finin  AS  au  moyen  de  deux 

faisceaux  de  courbes 
(parexemple  :  desdroites 
parallèles  aux  deux  axes 
de  coordonnées;  des 
cercles  concentriques 
ayant  0  pour  centre  et 
des  droites  passant  par 
le  point  0;  ...).  Le 
volume  de  chaque  élé- 
ment est  approximative- 
ment 3AS,  où  z  est  la 
hauteur  qui  correspond 
à  un  point  de  l'élément. 
Comme  rien  ne  fixe  le 
choix  de  ce  point,  Tapproximation  est  d'autant  meilleure  que  nous 
diminuons  l'arbitraire,  c'est-à-dire  ([ue  nous  prenons  les  éléments  plus 
petits . 

La  valeur  approchée  du  volume  est  : 

V=r2]-AS; 

le  symbole  Zd  signifie  qu'on  prend  tous  les  éléments  AS  du  plan 
xOy    qui  se  trouvent  dans  la  courbe  fermée    ABC...  A. 

L'approximation  ne  dépend  pas  de  la  forme  des  éléments,  pourvu 
que  dans  les  divers  modes  de  décomposition  ils  soient  d'aires  du 
mAme  ordre.  Elle  est  meilleure  si,  au  lieu  de  prendre  au  hasard  dans 
l'élément  le  point  oii  l'on  mesure  la  hauteur  3,  on  le  choisit  toujours 
au  centre  de  fip^ure  :  il  y  a  chance  pour  qu'une  compensation  plus 
exacte  s'oi)ère  entre  les  parties  moins  hautes  et  les  parties  plus 
hautes  du  volume  élémentaire,  à  la  condition  que  les  variations  de  : 
soient  suffisamment  continues. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  n'obtenons  ainsi  qu'une  approximation. 

?*•.  -  Il  s'agit  d'obtenir  une  solution  rigoureuse  dans  le  cas  où  3 
s'exprime  par  une  fonction  continue  des  coordonnées  :  ici  inter- 
viennent les  intégrales  doubles. 

Si  les  deux  faisceaux  de  courbes  sont  des  droites  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées  (droites  parallèles  à  Ot/  distantes  de  dx^  droites 
parallèles  à  Oj:  distantes  de  dy)^  l'élément  de  surface  est  un  rec- 
tangle   dS=:dx  dy.    La  quantité  à  évaluer  est  : 


/  /  zdx  dy . 
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Le  symbole     /  /     se   lit  double  somme  de.  L'expression  (2)   diffère 

de  (1)  en  ce  que  nous  imaginons  pouvoir  prendre  les  éléments  dS 
infiniment  petits^  c'est-à-dire  inférieurs  à  toute  aire  donnée  à  l'avance. 
L'expression  (2)  est  la  notation  d'une  opération  que  nous  appren- 
drons tout  à  l'heure  à  effectuer. 

Si  les  deux  faisceaux  de  courbes  sont  des  cercles  ayant  l'origine  0 
pour  centre  et  des  droites  passant  par  l'origine,  l'élément  dS  est 
à  la  limite  un  rectangle  :     g?S  = /' ^r  c/G . 

La  quantité  à  évaluer  est  : 

V:=  ffzrdrdfi.  (3) 


Entre   les    coordonnées     x. 
les  relations  : 


y,      et  les   coordonnées      /',   0,     on  a 


ir  =  rcos6,     ?/ =  r  sin  6  ;      r  =^  \J x^ -\- y-  ,      6  =  arctg  (?/  ;  ir)  ; 

z  est,  au  choix,  une  fonction  de  x  et  de  ?/ ,  ou  une  fonction  de  r  et 
de  h. 

Nous  pouvons  découper  le  plan  xOy  d'une  infinité  d'autres 
manières.  Nous  admettrons  que  le  volume  V  calculé  est  toujours  le 
même^  quel  que  soit  le  découpage  du  plan,  quelle  que  soit  aussi  la 
manière  de  grouper  les  éléments  de  volume  une  fois  obtenus. 

Pour  calculer  l'intégrale,  il  faut  précisément  les  grouper  conve- 
nablement. 

306.  Intégration. 

/".    —   Considérons   la   tranche    découpée  dans   le   solide   par   les 


Xo*^<7 


^.X, 


Fig.  198. 


Fig.  199. 


plans,  parallèles  à  xOz,  dont  les  traces  sur  xOy  sont  les  droites  AB, 
A'B',  distantes  de  dy  (fig.  198).  Nous  pouvons  assimiler  cette  tranche 
à  un  cylindre  plat  de  génératrices  parallèles  à  0^/.  Evidemment  ce 
n'est  rigoureux  qu'à  la  limite  (lorsque  dy  est  infiniment  petit),  puisque 
A  A'  et  BB'  ne   sont  pas  parallèles  à  0;/,    et    que  la    surface    supé- 

Conrs  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Bouasse.  24 
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rieure  qui  limite  le  solide,  n'est  pas  un  cylindre  de  génératrices  paral- 
lèles àO;/.  Notre  raisonnement  est  identique  à  celui  de  la  Géométrie 
élémentaire  qui,  pour  évaluer  le  volume  dune  pyramide,  la  découpe 
en  une  série  de  plaques  qu'elle  assimile  à  des  cylindres. 

Calculons  le  volume  <iN  de  la  tranche.  Il  est  égal  au  produit  par 
dy  de  Taire  Aa|iBA  de  la  section  du  solide  par  l'un  des  plans  AB, 
A'B',  section  représentée  à  part  (fig.   199)  : 


d\ 


<h/  I      zdr  =z  dji  [F(.r,  I  — F(, 


r,A 


La  quantité  entre  crochets  est  une   certaine  fonction  de  y  ;   nous 

pouvons  écrire  :  dY       di/*l>{y). 

Pour  avoir  le  volume  total,  il   laut  recommencer  l'opération  pour 
toutes  les  tranches  dj/,  puis  faire  la  somme.  D'oîi  le  résultat  : 


<I>  (//  ,  dy  =         dy  j 


zd. 


L'intégration  double 
revient  donc  à  deux  inté- 
grations simples  échelon- 
nées :  l'intégration  par  rap- 
port à  //  ne  peut  être 
elfectuée  ({ue  lorsque  l'inté- 
gration par  rapport  à  x  a 
déterminé  la  fonction  '^(î/) 
sur  laquelle  elle  porte. 

t^".  —  Rien  n'empêche 
de  commencer  par  déter- 
miner le  volume  d'une 
tranche  découpée  au  moyen 
de  plans  parallèles  à  zOy. 
On  a  : 


KIg.  2l)(l 


dX^dxi    zdy  =  W(x)dj: 

V==/      dx^Vix)^         dx         zdy. 

Nous  admettons  que  le  résultat  est  le  même. 

S^.  —    Pour  fixer    les    idées,   traitons    un   exemple   extrêmement 
simple.  Soit  à  évaluer  le  volume  d'une  pyramide  PQSR  (fig.  200)  : 


Y  =         zdxdy^=jdyjz  dx. 

z  dx  est  l'aire  a  d'une  section  ABa. 
Appelons  a,  Taire  PQR  ;  posons  OS  =  h. 
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Toutes  les   sections  sont  semblables  ;   par   suite,   leurs  aires  sont 
proportionnelles  aux  carrés  des  longueurs  homologues. 

On  a  :  c;  =  cr^  (/^  —  ijY  :  h-. 


D'où 


=r^^-H'A'y=tf('-^^^^=- 


M^'~ 


:Jl 


C'est  le  résultat  bien  connu  de  la  Géométrie  élémentaire. 
Reste  k  calculer  7i  en  utilisant  les  données  :   longueur  PQ,    dis- 
tance OR. 

307.  Moments  statiques,  moments  d'inertie. 

Il  faut  choisir  les  axes  de  coordonnées  et  le  mode  de  découpage 
du  plan  d'intégration,  de  manière  que  la  première  intégration  soit 
immédiate.  Donnons  quelques  exemples  qui  nous  permettront  de 
revenir  sur  les  moments  statiques  et  les  moments  d'inertie  des  aires 
planes  (§§  163  et  164). 

/**.  —  Soit  tracée  dans  un  plan  une  courbe  fermée.  Découpons 
l'aire  qu'elle  limite  en  éléments  dS  ;  appelons  r  la  distance  de  chaque 
élément  à  une  droite  D  du  plan.  Le  moment  statique  M  et  le  moment 
d'inertie  I  de  la  surface  par  rapport  à  cette  droite  sont  définis  par  les 
intégrales  : 


M=/j  rdS,  l  =  j  j  rhlS. 


Généralement  les  calculs  seront  simplifiés  si  la  droite  D  est  un  des 
axes  de  coordonnées  (Oj-,  par  exemple),  et  si  le  découpage  se  fait  au 
moyen  de  droites  parallèles  aux  axes.  Les  intégrales  deviennent  : 

M=        y  dx  djj,  ^  =  /  /  y^  ^'^  ^hj  • 

Une  intégration  est  immédiatement  possible.  On  obtient  : 


Nous  retrouvons  ainsi  les  expressions  des  §§  163  et  164. 

S°.  —  Mais  ce  mode  de  découpage  n'est  plus  convenable  dans 
le  cas  où  l'on  voudrait  calculer  le  moment  d'inertie  d'un  cercle  de 
rayon  R  par  rapport  à  une  droite  D  passant  par  son  centre  et  per- 
pendiculaire à  son  plan.  Nous  conservons  la  même  définition  du 
moment  d'inertie  que  plus  haut  :  somme  des  produits  des  aires  élé- 
mentaires dS  par  le  carré  de  leurs  distances  à  la  droite  D. 

Prenons-la  pour  axe  Oz. 

Nous  découperons  le  cercle  en  couronnes  par  des  circonférences  de 
centre  0,  puis  ces  couronnes  en  rectangles  curvilignes  au  moyen  de 


372 


COURS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉNÉRALES 


droites  passant  par  le  point  0.  Une  intégration  est  immédiate,  parce 
que  tous  les  points  de  la  couronne  comprise  entre  les  circonfé- 
rences de  rayon  r  et  r  -\-  dr,  sont  à  la  même  distance  r  de  l'axe 
Oz.  La  couronne  a  donc  pour  moment  d'inertie  :  son  aire  2-r  .  cfr, 
multipliée  par  r*,  soit  :  2r,r^dr. 
Le  moment  d'inertie  total  est  : 

1=:/     2T,r'dr  =  -^    . 

t  308.  Cas  particulier  d'intégration  double. 

Voici  un  cas  particulier  d'intégration  double  dont  les  applications 
sont  nombreuses. 

/".  -  -  Soit  à  évaluer  la  masse  du  solide  dont  nous  avons  considéré 
jusqu'ici  le  volume,'  sa  densité  p  est  par  Iij/pothèse  une  fonction  de  x 
et  de  ;/  ;  elle  est  par  conséquent  la  même  sur  toute  droite  parallèle 
à  Oz.  La  masse  totale  est  : 


M 


--fj  ?{'',!/H'-^y)'^'rdi/ 


Le  calcul  se  fait  comme  précédemment,  puisque  le  produit  de  p(j',  ;/) 

par  z{.r,  ?/)  est  une  fonction  Z  >,?/). 
^".  —  Posons  maintenant  que  p 
n  est  fonction  que  de  ?/,  que  z 
n'est  fonction  que  de.r,  enfin  que 
l'aire  d'intégration  ABGD  sur  le 
plan  .r()//  est  un  rectangle  dont 
les  côtés  sont  parallèles  aux  axes 

i.       -î .^  (Hg.  201):^ 

«£  M  =  I  f^(i/ )z{.r)  d.r  dj/ . 


Fig.,201. 


Puisque  la  hauteur  :;  n'est  fonc- 
tion que  de  .r,  et  puisque  les  limites 
d'intégration  par  rapport  à  .r  sont  constantes,  les  sections  du  solide 
pas  des  plans  parallèles  à  xOz  (tels  que  AD,  BG,... ,  sont  identiques; 
leur  aire  commune  a  est  la  constante  : 

(1=  /     z{x)dx. 

La  masse  d'une  tranche   d'épaisseur  dij  et  de  densité   p(î/)  est  par 

suite  :  ^  .  c(i/)dy. 

La  masse  totale  est  donc  : 

M  =  Grp{y)dy. 

D'où  l'identité  : 

rz{x)dx..  rp(y)dy=r  r  z{x)^{y)dxdy. 

t/.r„  t/Vo1  t-'^o     t-'Va 
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Lorsque  les  limites  des  intégrales  simples  : 

sont  constantes,  leur  produit  est  égal  à  la  somme  des  éléments  qu'on 
obtient  en  multipliant  chaque  élément  de  la  première  par  chaque  élé- 
ment de  la  seconde;  c'est  dire  qu'il  est  égal  à  l'intégrale  double  : 

£^i      /'V\ 
/     z(x)p(y)dxdy. 

11  revient  encore  au  même  de  dire  que,  pour  obtenir  la  masse,  il 
faut  multiplier  le  volume  : 

z{x)  dx, 

par  la  densité  moyenne  (§  155,  ^'')  : 


?{y)^y' 


309.  Applications. 

i'\  —  Soit  à  évaluer  l'intégrale  : 


On  a 


e-^'dx=        e-y'dy. 

foo  /lac  /*cc     /»oo 

e-  ^'dx  .  /     e-  "'dy  =  e'  ^^^  ^  ^'^dx  dy . 

Jo  '  Jo     Jo 


S^  peut  être  considéré  comme  le  quart  du  volume  total  d'un  solide 


Fig.  202. 


de  révolution ,  dont  la  méridienne  est  :  z  =  e  ^*  (§  205) ,  ou  dont  la 
hauteur  js  =  AB,  au-dessus  de  xOy,  est  :  z  =  e~^'"*^^*^  =  e~''*  ; 
dx  dy  est  l'élément  de  surface  du  plan  xOy  pour  un  certain  mode  de 
découpage.  L'intégration  va  de  0  à  oc  pour  chacune  des  variables  ; 
on  a  donc  le  volume  du  solide  qui  correspond  à  un  quadrant. 
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Mais  nous  savons  que  le  résultat  est  indépendant  du  mode  de  décou- 
page. 

Changeons  donc  de  coordonnées.  Découpons  le  plan  xOy  en  cou- 
ronnes ayant  0  pour  centre  et  comprises  entre  les  cercles  de  rayons 
rei  r-^dr\     l'aire  de  la  couronne  est     2T,rdr. 

On  a  donc  l'intégrale  immédiatement  calculable  : 


=    /      e   ''  2T.rdr  =    —  r,e    '"' 


S^^  — -1  s—  ^^ 


4S' 
La  fonction  x-  éidiiit  paire,  on  a  évidemment  (§  205)  : 

f  ]^^  e-  '\lx  =^  2  /  "  e-'^dx  =  yj^ . 
j^°.  —  Remplaçons  r-  par  ax-;  l'intégrale  conserve  la  même  valeur  : 


f      e—'-s'ad.r=:sr,\  F(a)  =    / 


oc 


e-^'dx  =  ^. 


Nous  délinissons  ainsi  une  fonction  F(a)  d'une  variable  qui  entre 
comme  paramètre  dans  une  intégrale  définie  ({5  301,  /"  . 
Dérivons  par  rapport  ii  a  (J^  ^Mi^S")  : 


da        J _^  2   ai 


et  ainsi  de  suite. 

Pour     a  =  1  ,     il  vient  la  formule  générale  : 


/ 


__,,  ..,.  ,       ,-  1.3.:;. ..(2/1-1) 

,f\  —  Dans  la  formule  obtenue  au  /",  remplaçons  .r  par    x-\-a  : 
f  c-<'-">V/-rr:=  f^^e-"'e-^'-'^dx  =  s'z. 

f    ^ e-  '*  ^--'"'  dx  =  c"*  v^z  . 

L'intégration  allant  de  —  ^c  k  -f-  ^>c ,  on  rencontre  pour  le 
même  dx  deux  éléments  qui  correspondent  aux  valeurs  H^*^  de  la 
variable.  Leurs  valeurs  sont  : 

e-"'  <?-''"  dx ,  e-^'-  c---^  dx. 

Il  revient  au  même  d'intégrer  entre  — oc  et  -j-'-^ï  °^  d'écrire  ces 
deux  éléments  et  de  n'intégrer  qu'entre  0  et  ce.  D'où  : 

/     "" c-^*  e -2*^  dx  =z  P c-^*  [€"''''  +  e=^«^)  dx  =  e"'  \  tT  . 
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4°.  —  Posons     a  =  ix\     on  a  (§  230)  : 

^liax  _|_  e  -  2i<xx  ^  2  cos  2air. 

D'où  la  formule  :     /      e~^^  cos  2(xx  .  dx^=e~°^'^  —^  . 

«y  0 

5^  —  Reprenons  la  formule  du  i^"  : 

»  ^— 

2  y/a 
Posons     a  =  ia.     On  a  (§  230  et  ,^  224)  : 

1  1  —  i 


e     '^'^  ==  cos  air-  —  i  sin  ax-, 


Via  v^a 


D'où  :       /      cos  aa?-  .  dx=^    1      sin  a.P-  .  dx  =z-^y  -^  . 

«y  0  %/  i) 

Nous  avons  utilisé  ce  résultat  (i^§  171  et  179 j  dans  la  discusision 
des  Intégrales  de  Fresnel. 

310.  Intégrales  triples. 

i"".  —  Il  est  bien  rare  qu'on  ait  à  effectuer  une  intégrale  triple; 
mais  l'intégrale  triple  se  présente  tout  naturellement  en  Physique 
comme  la  notation  d'une  opération  pouvant  être  effectuée  y'  sa  trans- 
formation en  intégrale  double  (§  488)  conduit  à  des  théorèmes  de  la 
plus  grande  importance  pratique.  Nous  avons  souvent  fait  observer 
qu'une  des  caractéristiques  du  Calcul  différentiel  et  intégral  est  la 
représentation  des  opérations  et  l'étude  de  leurs  propriétés,  alors 
même  que,  dans  presque  tous  les  cas,  elles  sont  inabordables  avec 
l'aide  des  fonctions  actuellement  considérées  comme  usuelles. 

^".  —  L'intégrale  triple  a  pour  notation  : 


,/};/><■ 


zy,  z)  dxdy  dz.  (1 


Elle  s'énonce  triple  somme  de  dx,  dy,  dz.  Nous  découpons  un 
solide  en  petits  éléments  de  volume  dx  dy  dz  par  des  plans  parallèles 
aux  plans     xOy,  yOz,  zOx,     supposés  rectangulaires. 

Nous  multiplions  chaque  volume  élémentaire  par  un  facteur 
f{x^  y,  z)  qui  dépend  de  sa  position  (il  mesure,  par  exemple,  la  den- 
sité moyenne  de  l'élément);  nous  faisons  la  somme  de  tous  les  pro- 
duits similaires  pour  tous  les  éléments  de  volume;  dans  l'hypothèse 
choisie,  nous  obtenons  la  masse  totale  du  solide. 

Le  symbole  (1)  représente  donc  une  opération  parfaitement  claire. 

Il  est  loisible  de  varier  le  mode  de  découpage  de  l'espace.  D'une 
manière  générale,   soit     a,  i),    c,     les   coordonnées  quelconques  qui 
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servent  à  repérer  un  point  de  l'espace;  soit  dv  l'élément  de  volume 
de  forme  quelconf/ue;  l'opération  (1)  peut  aussi  bien  s'écrire  : 


fjl 


fia^  I),  c)  di 


Il  est  évident  f/ue  le  mode  de  découpage  n'intervient  pas  sur  le  résultat. 

Je  suppose  naturellement  que  les  volumes  sont  pris  assez  petits; 
l'erreur  diminue  à  mesure  qu'ils  sont  plus  petits;  elle  est  nulle,  si 
je  les  prends  infiniment  petits,  c'est-à-dire  plus  petits  que  toute  quan- 
tité donnée  à  Tavance. 

Ainsi  pas  de  difficulté  sur  la  définition  et  le  sens  de  l'intégrale 
triple.  La  plus  simple  exprime  la  grandeur  du  volume  lui-même; 
on  a  : 


Hïf''=fff  "■'■'""-- 


dans  le  cas  où  le  découpage  est  obtenu  par  des  plans  parallèles  aux 
plans  coordonnés  supposés  rectangulaires. 

S".  —  Les  difficultés  (non  théoriques,  mais  pratiques)  surgissent 
quand  on  arrive  au  calcul.  Nous  allons  montrer  que  l'intégration 
triple  revient  à  trois  intégrations  simples  échelonnées,'  c'est  dire  que 
la  seconde  n'est  possible  qu'une  fois  la  première  réalisée,  la  troi- 
sième (ju'.'iprès  la  seconde  effectuée. 

Considérons  en  effet  le  tube  de  section  rectangulaire  découpé  dans 
le  volume  par  deux  plans  distants  de  dz  parallèles  à  -rOij,  et  deux 
plans  distants  de  di/  parallèles  à  ./ Oz  (voir  fig.  3U).  Déterminons  la 
valeur  de  l'intégrale  : 

di/  dz  j  f\.i\  fi ,  z]  dx 

pour  tout  ce,  tube.  Les  variables  //  et  z  restant  constantes,  nous 
sommes  ramenés  à  une  intégrale  simple  par  rapport  à  x,  intégrale 
dont  les  limites  sont  des  fonctions  de  //  et  de  z.  Gela  signifie  que  la 
somme  effectuée  pour  les  volumes  élémentaires  qui  remplissent  le 
tube,  est  une  fonction  de  la  position  du  tube  repérée  par  le  point 
où  son  axe  coupe  le  plan  yOz  ;  ce  qui  est  évident. 

Imaginons  cette  première  opération  effectuée,  nous  sommes  rame- 
nés à  l'intégrale  double  : 


d!,dz     /-{.T.  Il ,z)dx^-U(y,z)  d;i  dz, 

qui  implique  (§  306)  deux  intégrations  simples  échelonnées. 

Nous  admettons  comme  évident  que  le  résultat  est  le  même  quel 
que  soit  l'ordre  des  intégrations;  l'opération  peut  être  effectuée  de 
six  manières  différentes  (j"//-,  ->""•//,  y^^^  .V^-^»  ^^^}h  ^î/-^)-  L,'indé- 
pendance  du  mode  de  groupement  des  éléments  est  une  proposition 
connexe  de  l'indépendance  du  mode  de  découpage.  Pourvu  qu'en 
<léfinitive  on  n'ait  rien  oublié,  le  résultat  doit  être  le  même. 
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Fonction  Gamma. 

311.  Définition  de  la  fonction  F,  intégrale  eulérienne 
de  seconde  espèce. 

i'\  —  Nous  poserons  : 

/>Q0 

r{n)=       x'^-'e-'^dx. 

La  fonction  x*'~^  e~'^  se  réduit  à  x"~^  au  voisinage  de  x  =  Oj 
puisque     e~^      est  très  approximativement  égal  à  1. 

Si     n>>l,     x''~'^     s'annule  pour     ^  =  0;     pas  de  difficulté. 

Si  n<^l,  x''"^  augmente  indéfiniment  quand  x  tend  vers  0. 
Mais  il  n'en  résulte  pas  que  l'intégrale  devienne  infinie  :  nous  avons 
démontré  (§  203)  qu'elle  reste  finie  si  n>>0.  Nous  supposerons 
donc  qu'il  en  est  ainsi,'  la  fonction  F  nest  définie  que  pour  des 
valeurs  positives  de  l'argument  n. 

Quand  x  est  très  grand,  nous  savons  (§  204)  que  i(?'*~'e~'^  tend 
vers  0,  si  grand  que  soit  n\  nous  sommes  même  assurés  qu'il  dimi- 
nue assez  vite  pour  que  l'intégrale  reste  finie.  Gela  résultera  du  reste 
de  notre  calcul. 

'2\  —  On  a  :        d{x''  e-'=)=^[nx^-'  e-"  —  x''  e-'-)dx\ 

I     x''e-='dx=z—\x''e-^\Jç-nj     x""-^  e-\ 

Or     x"*  e~'^     s'annule  pour     .r  =  0     et     ic  =  oc.     Il  reste  : 

rin+l)  =  «r(n).  (1) 

Telle  est  la  formule  de  récurrence  qui  nous  permet  de  passer  d'un 
nombre  quelconque  n  au  nombre  suivant     n-\-i. 
Rien  ne  suppose  n  entier. 
S"".  —  Si  n  est  entier,  la  formule  donne  successivement  : 

r(n)  =  (n-l)r(n-l), 
r(n-l)  =  (n-2)r(n-2), 


r(2)  =  ir(i). 

Multiplions  toutes  ces  équations  membre  à  membre  : 

T\n)  =  [n-{){n-2)...{n-q)V[n-q\ 
T{n)=.[n-\){n-2)...iA\\). 

Or:  V{\)=re-^dx  =  \\ 

Jn 

d'où  enfin  :         F(«)r=1.2.3.  ...  {n  —  \)  =  (n  —  \)\ 
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Le  symbole  (n — 1)  !  s'énonce  faclorielle  n  —  1.  Le  produit 
qu'il  représente,  intervient  à  tout  instant  dans  les  développements 
en  série  (,^§  12  et  254). 

Voici  les  valeurs  des  premières  factorielles  : 

21  3!  4!  51  6!  71  8! 

12(1  720 


(j 


24 


4".  —  Supposons  n  non  entier. 
S'il  est   supérieur  à  2,   posons     îi  —  q -^  j 
compris  entre  i  et  2.  On  a  : 

V[n)  =  [n  —  i)[n—2)..Ap-\-\)pA\p) 


5040         40320 
où  q  est  entier  et  /> 

(3) 


\\n)  sera  connue  si  nous  pouvons  calculer  V{p). 
Si  n  est  inférieur  à  4,  nous  utiliserons  la  formule  : 

Nous  ramenons  ainsi  le  calcul  de  \-\n)  relatif  à  un  arg-ument 
n  quelconque,  mais  positif,  au  calcul  de  r(/>),  pour  Tai'gument  /> 
compris  entre  1  et  2. 

312.  Valeurs  numériques  de  la  fonction  y[n). 
Le    tableau    ci -joint   donne    K's    valeurs    de    la    fonction   entre   les 
valeurs  1  et  2  de  la  variable.  Pour  ces  limites,  on  a  :. 

r(i)  =  r(2]r=t. 

Valeurs  de     \\n):=^\     .i'"'^c~'Jj\ 

t.    0 

entre    n=^\  et  it=z2,  multipliées  par  10\ 


0 

1 

2 

w 

î 

f) 

6 

7 

s 

9 

1,00 

10000 

9943 

9889 

9836 

97  Ni 

9735 

9688 

9642 

9597 

9554 

1,10 

9Ô13 

9474 

9436 

9399 

9364 

9330 

9298 

9267 

9237 

9209 

1.20 

9181 

9157 

9131 

9108 

9085 

9064 

9044 

9025 

9007 

8990 

1,30 

8975 

8960 

8947 

8934 

8922 

8912 

8902 

8893 

8886 

8879 

1,.10 

8873 

8867 

8S64 

8860 

8858 

8857 

8856 

8857 

8858 

8860 

1,50 

8862 

8866 

8870 

8876 

8882 

8889 

8896 

8905 

8914 

8924 

1,60 

8935 

8947 

8960 

8973 

8987 

9001 

9017 

«033 

905C 

9068 

1,70 

9086 

9106 

9126 

9147 

9168 

9191 

9214 

9238 

9262 

9288 

1,80 

931', 

9341 

9369 

9397 

9426 

9456 

9487 

9518 

9551 

9584 

1,90 

9618 

9652 

96S8 

9724 

9761 

9799 

9837 

9877 

9917 

9958 

A  partir  de  1,  la  fonction  décroît  jusqu'à     /i  =  1,4616  :     elle  vaut 
alors  0,8856.  Puis  elle  recommence  à  croître. 
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La  figure  203  représente  l'allure  générale  de  la  fonction  F. 
On  a  évidemment  :     r{0)r=oc. 

On  peut  se  demander  pourquoi  la  courbe  croît  constamment  entre 
n  =  2     et     n  =  3,     alors  qu'on  a  : 

r(n)  =  {n—i)T{n  —  \), 

et  que    r(n  —  1)    commence   par    décroître   à   partir    de    ?i — 1=4. 
Gela  tient  à  la  croissance  plus  rapide  du  facteur  n  —  1. 


Fig.  203. 


Ainsi  pour  «  =  2,  on  a  r(2)=:  1  ;  pour  n=:2,l,  on  a  n  —  1  =:^  1,1, 
r(l,l)=.  0,9513,       r(2,l)==l,l  X0,9513  =  l,0464. 

Même  remarque  pour  les  autres  intervalles  ;  raisonnement  analogue 
pour  expliquer  l'allure  de  la  courbe  entre  1  et  0. 

La  table  précédente  suffit  à  calculer  les  valeurs  de  F  pour  n  quel- 
conque. Soit  par  exemple    /i=r4,4  et    ;2r=4,8.  Nous  avons  : 

F(4,4)  =  3,4X2,4X1,4.F(1,4)  =  10,136, 
F(4,8)  =  3,8  X  2,8  X  1,8  .  F(l,8)  =  17,829. 

313.  Intégrale  eulérienne  de  première  espèce. 

/°.  —  On  appelle  intégrale  eulérienne  de  première  espèce  la  fonc- 
tion B(/),  q)  de  deux  variables />,  q,  définie  par  l'intégrale  : 


B{p,  q)  =z  rx^'-\\  —  xY  '  '  dx. 

-7(1 


i 


La  fonction  est  symétrique  par  rapport  aux  variables  p  et  q  ;  elle 
reprend  la  même  forme  en  changeant  xen  \  —  x;  on  a  B[p,q)  =  B(ç^,/)) . 
On  peut  lui  donner  deux  autres  formes  usuelles. 
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Posons:      x  =  cos-o,       1 — r  =  sin-o,       (Jx=2  —  2  cos  ç  sin  ç  (/(p  ; 

B{p,q)=z2  f  *^  cos'p-'o  .  sin^^-^^o  .  do. 

X  f  ,  dt 

Posons  :         t=.  ^-^,         -^==7-^7'         ^^=  W+W' 

ij?".  —  On  peut  exprimer  les  intégrales  de  première  espèce  à  l'aide 
de  la  fonction  V.  En  elTet,  dans  la  l'onction  V  prenons  pour  variable 
x^  et  y^  à  la  place  de  x.  On  a  : 

r(p)  =  2  rc-^Vr"-'"    '(/.r,  (2) 

r{q)    r2  Te   "*i/"'-'dif. 
En  vertu  du  s>  'M)H,  nous  pouvons  écrire  : 

V{p)  r(</)---4  rr'e-^'    "V/-^'-';/-^"    'JjrJt/. 

Posons  :        r'  =  j?-  -|-  ^-,         .r  rrr-  r  cos  o,         y  =  ^  sin  o. 

D'après  la  définition  de  l'intégrale  double,  remplaçons  l'élément 
d'aire  dx  dy  par  rdodr  ,  puisque  c'est  maintenant  r  et  o  qui  sont  les 
variables  indépendantes. 

On  trouve  : 

■rt 

V{p)  V{q)  =  i  r  p   '■'r'^    '^'dr  f  '  cos'^-'o  .  sin'^-'ç  .  ^o. 
D'où  la  formule  fondamentale  : 

,f\  —  Dans  la  formule  (2),  faisons    2p — 1=0. 
Nous  trouvons  (§  309)   : 

r('^)=2  f%-''dx=>^^=iJT2i  =.  2  X  0,8862, 

conformément  au  tableau  et  aux  formules  du  ,^  311,4". 

314.   Développement  en    série  au  moyen  de  la  fonc- 
tion r. 

On  rencontre,  dans  la  théorie  de  l'arc-en-ciel  et  dans  d'autres 
questions  de  diffraction,  la  fonction  de  3  définie  par  l'intégrale  : 


0(2)=:    /      cos~(u^ — zu)du. 
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Cette  fonction  et  plusieurs  autres  analogues,  également  utilisées  en 
diffraction,  se  développent  au  moyen  des  fonctions  T.  Montrons-le, 
en  modifiant  les  notations  pour  simplifier  l'écriture. 

Soit   l'intégrale  :  /     cos  (.r^  -|-  zx)  dx. 

C'est  la  partie  réelle  de  :     /     exp  {ix'' -\- izx)  dx. 

Développons  en  série,  suivant  les  puissances  croissantes  de  z. 

/  *  .       '^  .  '^ 

1   e^^  [ix^)  dx -\-  .  ^    j  X  exp  (ix^)  dx -\- .  .  . -\- ~ — p     /  x''  exp  [ix^)  dx. 


1  ■     2 

3 


Posons     iV  =  —  y,     x^  =  iy;  x  =-- [iyy^  ^     dx  =  —  ^ 

/  x"exp{ix')dx=   '  .^—  /  e-^'y^^dy:^-r^i'''tr  r(-~^' 

On  se  reportera  au  §  227  pour  calculer  les  puissances  de  i.  Nous 
sommes  ainsi  ramenés  aux  fonctions  F.  Il  est  inutile  de  pousser  plus 
loin  le  calcul. 
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315.  Repérage  des  points  dans  l'espace. 

Pour  repérer  les  points  dans  l'espace,  nous  utiliserons  principale- 
ment trois  espèces  de  coordonnées. 

/  '.    —  Coordonnées  cartésiennes. 

Nous   les   connaissons   déjà.    Les   coordonnées    du    point    G   sont 
(fi^-  204;  : 

x  =  i)\\         //  =  AB,  3  — BC. 

Généralement,  nous  supposerons  (juc  les  axes  forment   un  trièdre 
trirectangle,   sauf   (juand  il    s'a^nra    de   propriétés   qui    n'impliquent 


Fig.  2(>4. 


Fig.  205. 


aucune  spécification  d'angles  et  de  distances.   Dans  le  cas  contraire, 
les  formules  en  coordonnées  obliques  sont  extrêmement  compliquées. 

'2".  GOORDONNÉES   SPHÉRIQUES   OU  GÉOGRAPHIQUES. 

Prenons  le  plan  zOx  pour  origine  des  méridiens.  Un  plan  quel- 
conque >sOB,  passant  par  la  ligne  des  pôles  Oz,  est  défini  par  sa  lon- 
gitude o  ;  c'est  l'angle  qu'il   fait  avec  le  plan  méridien  origine.  La 
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longitude  (angle  plan  du  dièdre)  est  comptée  sur  Téquateur  (de  Ox 
vers  Oî/,  quand  on  utilise  simultanément  les  coordonnées  carté- 
siennes). 

Dans  le  méridien  de  longitude  cp,  un  point  P  est  repéré  par  sa  cola- 
titude  >h  (complément  de  la  latitude,  angle  avec  la  ligne  des  pôles), 
enfin  par  sa  distance  r  à  l'origine. 
On  a  : 

j?r=r  sin 'i>  cos  o,      ?/  =  rsin  (J;  sin  o, 

z=^rcos'b.  (1) 

Additionnant  les  carrés  : 

.r=  +  ^'-  +  3~r^  (2) 

^°.  —  Coordonnées  cylindriques. 

Les  points  P  sont  encore  repérés 
par  leur  méridien  OBP,  de  lon- 
gitude o  ;  mais  dans  le  méridien 
on  utilise  les  coordonnées  carté- 
siennes, z  parallèlement  à  0^,  o 
perpendiculairement  à  Oz.   On  a  : 

j?=rpcoso,  // ==  p  sin  o, 

4^  —  Cosinus  directeurs. 

On  peut  encore  fixer  la  position  du  point   P    par    sa  distance   r  à 
Torigine  0   et  par  les  cosinus   a,  g,  y,    des  angles  que  fait  la  droite 
OP  avec  les  axes  (rectangulaires;  nous  les  supposerons  toujours  tels , 
à   moins   d'indication    con- 
traire). On  a  : 

Identifions  avec  les  for- 
mules (1)  et  (2)  : 

a  =  sin  à  cos  cp, 

p  =  sin'^sino,     y  =  cos^L; 

316.  Distance  de 
deux  points.  Angle  de 
deux   directions. 

/°.   -  Soit     P(.r,  y,   z), 
P'(y,   y\    z')      les      deux 


Fig.  207. 


points  dont  on  demande  la 
.  distance  A  (fig.  207). 

Menons  par  PP'  un  plan  parallèle  à  Oz  ;  il  coupe  xOy  suivant 
BD.  Menons  PA  parallèle  à  BD.  Enfin  par  les  points  B  et  D 
menons  des  parallèles  à    Ox  et  k  Oy. 
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Dans  les  triangles  rectangles  APP'  et  CBD  (dont  les  angles  droits 
sont  marqués),  on  a  : 

A^  ==  PÂ'  -|_  ÂF^'  =  PÂ*^  -\-  {z'  —  z)\ 

FÂ^  :r=  BD^  =  CD=  +  BG'  =  [y'  —  yY  -]-  [x'  —  x)\ 

D'où  :  ^^-=-_U'-xY-\-(y'-yY  +  [z'~z)\  (1) 

5°.  —  Les  cosinus  directeurs  de  la  direction  PP'  sont,  en  vertu  de 
la  définition  du  cosinus  : 

On  prendra  le  radical  A  positivement.  Les  quantités  a,  p,  y? 
définissent  donc  la  direction  PP  ,  de  P  vers  P',  et  non  la  direction 
inverse.  Pour  définir  la  direction  inverse,  il  faut  intervertir  les  coor- 
données :  les  cosinus  sont  changés  de  signes. 

S°.  —  Soit  une  seconde  direction  PP"  définie  par  les  cosinus 
directeurs  a,  [i',  y',  calculés  comme  ci-dessus  au  moyen  des  coor- 
données des  points  P  et  P".  On  a  (ji  67,  ."^")  : 

p-jr72^  A-'4-  A'=  —  2AA'  cos  0. 

Mais  on  a  aussi  :       P'P"^=r(.r"  —  ./•')'- -f- (//" — y'y-\-{z"  —  ::')-. 
Remplaçons  A  et  A'  par  leurs  valeurs,  simplifions  ;   il  vient  : 
AA'COSO  =  (^-'  — :r)(j-"  — . r) +  (;/'  —  ;/)(;/' _i/)  +  (z'  — 5)  (2"  — 5), 
cose==aa'  +  33'  +  ^7'.  (3) 

4'\  —  Nous  utiliserons  fréquemment  l'identité  : 

{H  -  ïP?  +  (•.-»'  -  =«7?  +  l=<P'  -  3«')'  =  (»'  +  ?'  +  r)  {'"-  +  r +■("-} 

-1^3t'  +  3g'  +  r/)'. 

Dans  le  cas  actuel,  on  a  : 

a'  +  ?'  +  V'-=l.         a'^  +  .3'2  +  y*  =  l  ; 
d'où  : 

sin*  0  =  1—  cos*  0  =  (^y'  —  Y^'y-  +  (' y^  —  ^y')-  +  (a.3'  —  ^a')'-.     (4) 

5°.  —  Deux  directions  sont  rectangulaires  si  l'on  a  : 

a:<'  +  !3r  +  VT'  =  0-  (Si 

317.  Changement  d'axes    de   coordonnées   :  les    deux 
systèmes  sont  rectangulaires. 

/°.  —  On  passe  d'un  système  d'axes  rectangulaires  x,  y,  z,  à 
un  système  d'axes  rectangulaires   X,  Y,  Z.     Les  nouveaux  axes  sont 
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définis  par  rapport  aux  anciens  par  leurs  cosinus  directeurs  ;  ce  que 
résume  le  tableau  suivant  : 

X  Y  Z 


a 

a.' 

a 

p 

^' 

S" 

•^r 

1 

ï 

Y" 

Ainsi  les  cosinus  des  angles  que  OX  fait  avec  O^r,  0/y,  Oz,  sont 
oc,  (3,  Y-  Inversement  les  cosinus  des  angles  que  Ox  fait  avec 
OX,  OY,  OZ,    sont     a,  a,  a". 


On  a  donc  les  six  relations  : 


a^  +  a'='  +  a"-^  =  l, 

,i^  +  (i'=  +  r^  =  l. 
.,^  +  -/^  +  /^=l. 


Mais   les    trois   nouvelles   directions     OX,    OY,    OZ 
système  trirectangle ,  de  même  que  les  anciennes. 
D'où  les  six  relations  : 


(2) 


forment   un 


aa' +  .sp' +  rr' -  0, 


(4) 


Y 


(3)  ?r+PY  +  ^Y-0, 

;^°.  —  Ces  douze  relations  entre  neuf  quantités  ne  sont  évidem- 
ment pas  toutes  distinctes.  Cherchons  combien  nous  avons  réellement 
d'arbitraires. 

Choisir  OX,  c'est  nous  donner  deux  cosinus,  a,  ,8,  par  exemple, 
puisque  alors  y  est  déterminé  par  la  première  équation  (i).  Ajouter 
OY,  c'est  nous  donner  un  cosinus  ;  car  OY  devant  être  normal  à  OX, 
les  quantités  a.',  |3',  y',  doivent  satisfaire  à  la  seconde  équation  (1) 
et  à  la  première  équation  (3).  Enfin  OZ  se  trouve  alors  complètement 
déterminé,  puisque  les  cosinus  a",  p",  y  "  doivent  satisfaire  à  la  troi- 
sième équation  (1)  et  aux  deux  dernières  équations  (3).  Donc  le  choix 
du  système  d'axes  OX,  OY,  OZ  dépend  de  trois  quantités.  Ces 
quantités  choisies,  les  autres  six  sont  calculables  au  moyen  des 
équations  (1)  et  (3).  Par  conséquent,  sur  les  douze  conditions  (1), 
(2),  (3),    (4),   six  seulement  sont  distinctes. 

,?°.  —  Pour  trouver  les  relations  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles 
coordonnées,  écrivons  que  la  projection  d'un  côté  AM  d'un  polygone 
sur  une  droite  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  projections  sur 
cette  droite  des  autres  côtés    AB,  BC,    ...,    LM,  du  polygone. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  25 


386 


COURS  DE  MATHÉMATIQUES  GÉSÉRALES 


Plus  généralement ,    les  projections  sur  une  même  droite  de  tous 
les  chemins  qui  joignent  deux  points,  sont  égales. 
Nous  avons  immédiatement  : 

X  =  ax  +  p.v  +  Y3,  ./•  =  aX  +  a  Y  +  a"Z, 

Y  =.  a'.r  +  ^'y  +  -;'.,  (5)  ;/  =  pX  +  ?' Y  +  p"Z ,  (6) 

Z  _  ^"^  +  0"^  _|_  y-  ;  ^  -  vX  +  T'Y  +  v"Z. 

Les  formules  du  J;;  78  rentrent  dans  les  précédentes.  Les  coordon- 
nées z  disparaissent  ;  il  reste  : 

X  =  yj-  -\-  fi// ,  ./•  =  atX  -j-  a' Y, 

Y-~-a'.r  +  3'.v;  ;/=:[iX  +  ,VY. 

On  a  de  plus  : 
a=::cosO,        fi^rsinO;        :>;' r=r  cos  (0 -|-- .*  2)  =  —  sin  0,        ^'rzzCOSO. 

318.  Changement  d'axes   de   coordonnées  :   Tun  des 

systèmes    est    oblique. 

i\  —  On  passe  d  un 
système  d'axes  rectangu- 
laires ./•,  //,  ;,  à  un  sys- 
tème d'axes  obliques  X, 
Y,  Z.  Le  tableau  du  para- 
jj^raphe  précédent  définit  les 
cosinus  directeurs  des  trois 
directions  OX ,  OY,  OZ 
avec  les  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Ox^  0//,  0:- 
(lig.208l 

Appelons  a,  |x,  v  les 
angles  XOY.  YOZ,  ZOX. 
On  a  les  deux  systèmes 
de   relations   (S  Slli,    P  el 


Fig.  2(*(. 


aa 


aa 


'  -f-  h'h"  +  t'y"  =  ces  [/,,      (3) 


a"a4-.n+Y"Yr=rcosv. 


Les  relations  (2)  du  ^  'UT  ne  subsistent  pas,  puisque  a,  a,  a", 
sont  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  0.r  par  rapport  à  trois  droites 
qui  ne  sont  pas  rectangulaires. 

'2".  —  Relions  les  coordonnées  entre  elles.  Appliquons  le  théorème 
que  les  projections  sur  une  même  droite  de  tous  les  chemins  qui  joi- 
gnent deux  points  sont  égales  : 

x=:aX  +  a'Y  +  a"Z, 

;/=.^X  +  ^T  +  ^"Z,  (6) 

•    ^  =  vX  +  yY  +  7"Z. 
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En  effet,  quand  nous  projetons  orthogonalement  les  chemins 
OGBA,  OC'B'A  sur  Ox,  00==*-  se  projette  en  vraie  grandeur; 
AB    et    BC    ont  des  projections  nulles. 

Les  formules  (5)  ne  subsistent  plus  ;  elles  sont  remplacées  par  des 
formules  plus  compliquées  qu'il  est  inutile  d'écrire.  Si  nous  résolvons 
(6)  par  rapport  à  X ,  Y,  Z,  nous  trouvons  des  relations  qui  sont 
encore  du  premier  degré   en    x,  y,  z.     D'où  ce  corollaire  important  : 

Une  surface  qui,  rapportée  à  un  système  d'axes  obliques,  est  du  n*'"'* 
degré,  est  encore  du  n^^'"^  degré  quand  on  la  rapporte  à  un  sj/stènw 
d'axes  rectangulaires. 

319.  Plan;  direction  delà  normale  au  plan. 

/°.  —  Le  plan  a  pour  équation  :     ax-\- hy -\-cz=^d.  (1) 

En  effet,  nous  constatons  d'abord  que  les  intersections  de  la  surface 

représentée  par  l'équation  (1)  avec 

les  plans  de  coordonnées  sont   des 

droites  : 

hy  -\-cz=:d,     avec     yOz  ; 

ax  -\-cz^=^  d,      avec     zOx  ; 

ax  -\-  hy  =  d,     avec     xOy . 

Changeons  les  axes  de  coor- 
données ;  l'équation  de  la  surface 
(1)  reste  linéaire;  ses  intersections 
avec  les  nouveaux  plans  de  coor- 
données sont  encore  des  droites. 
Donc  toutes  les  intersections  de 
la  surface  avec  des  plans  sont  des 
droites.  Donc  c'est  un  plan. 


Fig.  209. 


9o 


Le  plan  (1)  coupe  les  axes  à  des  distances  de  l'origine  : 


X=OA=::~ 


0G=. 


=  0):     y^OB  =  ^ 
d 


x  =  0); 


{x  =  y  =  0). 


S°.  —  Menons  la  normale   OP   et  joignons   P   aux  points   A,  B,  C. 
Posons     A  =  OP  .     Evaluons  les  angles  : 


POA  =  arccosa,       POB  rrr  arc  cos  (i,       POC  rrr:  arc  cos  v. 
Dans  les  triangles    POA,    POB,    POG,    rectangles  en  P,  on  a  : 
0¥  =  ^  =  a  .Ï)A  =  ^  .  OB  =  y  .ÔC. 
àb 


D'où  : 


d~ 


g-- 


T^ 


d   ' 
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Il  résulte  de  là  que  le  plan  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

*^  + ??/  +  -.?  =  A;  (4) 

a,  fi,  Y,  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  A  est  la  distance 
à  l'origine. 

320.  Angle  de  deux  plans. 

Il  est  i^^al  à  laii^^le  de  leurs  normales.  On  a  donc  : 

,   ,    ^ , ,   ,       ,       aa'  4-  bb'  4-  ce' 

cos  0  :---  aa  +  H.^  +  TT  =     ~^-^,-^I-— , 

La  condition  de  perpendicularité  est  : 

aa'  -\-  hb'  -[-  ce'  =  0. 
La  condition  de  parallélisme  est  : 

.  a  —  a  ,      H  —  i- ,      i'  —  i   1        a'  ~  />'  "~  c'  • 

321.  Plan  passant  par  un  point  donné;  distance  d'un 
point  à  un  plan. 

/".  —  Soit  :  as-Yhii-\-cz  =  d,  (1) 

le  plan,  et     .i\,  //„,  3,,,     les  coordonnées  du  point  donné. 

Nous  voulons  ({ue  le  plan  passe  par  le  point;  la  condition  est  : 

ci./-,, -f- />//o  +  c:;o  =  (/.  (2) 

Retranchons  (2)  de  (1^  : 

a(.r  —  .r,)  +  />(//  —  ;/,.  )  +  c(3  —  ;:o)  =  0.  (3) 

Naturellement,     a,  />,  c     restent  arbitraires. 

Des  trois  paramètres  qui  définissent  un  plan,  un  seul  est  déter- 
miné; les  deux  autres  [h  \  a,  c',a,  par  exemple)  permettent 
d'imposer  deux  relations  supplémentaires. 

î?".  — -  Cherchons  la  distance  du  point  A  [xq,  y^^  Zqj^  à  un  plan  P  : 

ax-\-bi/-\-cz  =  d.  (4) 

Par  le  point  A,  menons  un  plan  P'  parallèle  à  P  (§  320)  : 

a{x  —  .ro  j  +  M  y  —  //«  ;  -{- c  [z  — z^)  =  0.  (5) 

La  distance  des  plans  P  et  P'  est  la  distance  du  point  A  au  plan  P, 
C'est  aussi  la  différence  des  distances  :  OP'  —  OP,  des  plans  à 
l'origine.  On  a  : 

.  _  à  ^,  _  a.ro  +  byo  -{-  czp 

~~  v'a'  +  b^  +  C   '  '    ~    vâ^+l>*  +  c« 
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D'où  :  ^^^,_^^aœ,  +  hy,  +  cz,-d 

Si  Téquation  du  plan  a  la  forme  (4)  du  §  319,  la  distance  cher- 
chée est  :       0  =^  olx  -\-  ^^y  -\-  ^(Z  —  A . 

^°.  —  On  peut  dire  (comme  pour  la  droite  tracée  dans  un  plan, 
§  29,  S°)  que  le  plan  divise  l'espace  en  deux  régions  pour  lesquelles  5 
a  des  signes  contraires.  Le  plan  sert  de  surface  de  séparation;  il  est 
défini  par  la  condition     o  =  0. 

322.  Plan  tangent  à  une  surface  au  point  X,  Y,  Z;  nor- 
male à  la  surface  en  ce  point. 

i°.  —  Une  surface  est  définie  par  une  relation  f[x,  y,  3)==0, 
entre  les  coordonnées  de  ses  points.  Soit  X,  Y,  Z,  les  coordonnées 
d'un  point  A;  a:^=^X-|-<7X,  y=zY-^dY,  z:=7j-\-dZ^  les  coor- 
données d'un  point  B  voisin  et  appartenant  à  la  surface.  On  a  donc  : 

A(X,  Y,  Z)  =  0,       /■(X  +  dX,Y  +  rfY,Z  +  rfZ)  =  0,        (1) 
et  par  suite  : 

/•(X  +  rfX,Y  +  <7Y,Z-|-c/Z)-/-(X,  Y,  Z)  =  0.  (2) 

Par  définition,  (2)  est  la  difTérentielle  df  de  la  fonction  f[.r,  y,  z) 
pour  les  valeurs  X,  Y,  Z,  de  la  variable.  D'où  : 

My:.,Z)  ,,x+  ^AX,  Y,  Z)  ^y       5/(X    Y,  Z) 

Telle  est  la  relation  à  satisfaire  entre  les  accroissements  infini- 
ment petits  G?X,  (/Y,  f/Z,  des  coordonnées,  pour  que  le  point  x,y,  z, 
voisin  de  A  ne  cesse  pas  d'appartenir  à  la  surface. 

'^^  —  Remplaçons  JX,  dY ,  dZ,  par  .r  — X,  //—Y,  z  —  Z. 
L'équation  (3)  devient  : 

C'est  l'équation  d'un  plan ,  puisque  les  dérivées  partielles  ont  les 
valeurs  relatives  au  point  A  de  coordonnées  invariables  X,  Y,  Z,  et 
sont  par  suite  des  constantes,'  x,  y,  2,  sont  les  coordonnées  courantes. 

Si  l'on  suppose  le  point  x,  ?/,  z,  assez  voisin  de  A,  l'équation  (4) 
se  confond  avec  l'équation  (3).  Donc  (4)  représente  un  plan  qui  passe 
par  tous  les  points  de  la  surface  voisins  de  A;  c'est  le  plan  tancent 
à  la  surface  au  point  A, 

,9°.  —  La  normale  au  plan  (4)  menée  par  le  point  de  tangence  A 
est  par  définition   la  normale  à  la  surface  au  point  A. 

Ses  cosinus  directeurs  sont  (§  319,  ^°)  : 


f 

03/ ' 

v=4^ 

:  v/(^  J 

+m 

+m^ 

(I 


(2) 
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323.  Équations  de  la  droite.   Expression  des  cosinus 
directeurs. 

/".  —  Une  droite  AB  est  définie  quand  on  se  donne  deux  de  ses 
points  M  et  N.  Soit  .ro,  //„,  r,,*,  'n  //i*  ^m  leurs  coordonnées. 
Cherchons  les  coordonnées  jt,  //,  3,  d'un  point  P  quelconque  de 
la  droite.  Un  théorème  connu  nous  apprend  que  les  projections 
orthogonales  de  MP  et  de  MN  sur  une  droite  quelconque  sont 
dans    le    rapport    Ml^  ;  MN.     D'où  les  relations  : 

MP    __    r  —  .r^   __   //  —  .Vo^  _  _  -  — _  'f^ 
MN  "~  ■f'i—^o  ~  .V»  — ;/o  ~"  3,  — :îo* 
Les  deux  équations  (I)   sont  les  équations  de  la  droite. 
Nous  les  prendrons  ^généralement  sous  la  forme  : 

.r  —  p  ?/  —  q  z  —  r 

/  m  n      ' 

Il  n'y  a  que  quatre  constantes  indépendantes,  comme  on  le  voit 

en  chassant  les  dénomina- 
teurs. 

t^".  —  Nous  pouvons  défi- 
nir la  droite  par  ses  pro- 
jections sur  deux  des  plans 
coordonnés.  Os  projec- 
tions sont  arbitraires;  leur 
choix  impose  la  projection 
sur  le  troisième  plan. 

Soit  en  eflet  HF,  CD,  les 
projections  sur  j™03  et//0-. 
Menons  par  ces  droites  des 
plans  respectivement  paral- 
lèles à  Oji  et  à  0.r.  Ils  se 
coupent  suivant  la  droite 
cherchée  AB.  La  troisième 
projection  s'ensuit. 
S"".' —  Menons  par  Torigine  une  parallèle  à  la  droite  i'I).  Soit  .r,  //,  3, 
les  coordonnées  du  point  à  la  distance  R  de  l'origine;  on  a  : 

-7-  =  -^^  =  — !  nT^=lz,  ni/=zniz. 

l         m         n  ^  1  ./ 

a,  (i,  Y?     les  cosinus  directeurs  de  la  droite.  On  a  : 

j:  _  y__  z  _  y/a^'41'y^-fT-' R 

l 


Fig.  21a 


Soit 


m 


yJW-\- m} -\- n' 


l 


y/e«_^m«-f  n*   ' 


m 


\/^  4-  m*  -f  n' 


R 


yT-f  m^  +  n* 
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4°.  —   Nous   pouvons   définir   la   droite  au   moyen   d'une   variable 
auxiliaire  /.  Les  équations  (2)  s'écrivent  : 

A  chaque  valeur  de  t  correspond  un  point  de  la  droite. 
En  particulier,  la  valeur      ^  =  0     définit  le  point  M  à  partir  duquel 
est  comptée  la  variable  t  : 

•^o=/>,       ;/o  =  ^/,       -..  =  ''. 

On  a  :      {x  —  pY+  [y  —  qf  +  [z  —  /f  .=  [l^  +  m^  +  i^)l\ 

s  z=z  t  y^ i^ -\- m- -\- n'^     représente  donc  la  distance    MF    du  point  P 

de  la  droite  auquel  correspond  la  valeur  t  de  la  variable,  au  point 

M  origine  des  /. 

En  particulier,  si    /,  m,  /i,    sont  les  cosinus  directeurs  de  la  droite, 

on  a  :  y  /-  -|-  m-  -|-  n^  =  1 ,  s  r=  /. 

324.   Droite   normale   à   un   plan   et  passant  par  un 
point  donné  ;  angle  de  deux  droites. 

/°.  —  Soit  le  plan  :        a.r-(-/>// -f-C3r=J;  (1) 

soit      .To,  ;/o,  3o,      les   coordonnées   du   point.    Les    équations    de   la 
droite  cherchée  sont  : 

a       —       h       —       c       '  ^"^^ 

En  effet,  elles  sont  satisfaites  pour  le  système  de  valeurs  : 

De  plus,  la   droite  a   les   mêmes   cosinus  qu'une    droite  quelconque 
normale  au  plan  (Jj  '319). 

t>.-Soit:       "    £^=MJ=:±=^^Z^  (3) 

/  m  n      ^  ^   ' 


— Pi  _  y  —  qi  _  -— /' 


les  équations  de  deux  droites.  Le  paragraphe  précédent  donne  leurs 
cosinus  directeurs.  On  a  pour  l'angle  6  de  ces  droites  (§  316)  : 

//,  4-  mm,  -\-  nn. 

Les  droites  sont  rectangulaires  quand  : 

Z/i  -[-  m.m.^  -\-  nn^  =-  0. 

S°.  —  Soit  à  calculer  l'angle  de  la  droite  (3)  avec  le  plan  (1).  Gela 
revient  à  calculer  l'angle  de  là  droite  avec  la  normale  au  plan 
(§  319).  On  a  donc  : 

la  -\-  mb  -\-  ne 
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La  droite  est  parallèle  au  plan  quand  elle  est  perpendiculaire  à  la 
normale  au  plan.  D'où  la  condition  : 

la-]^mh-\-nc  =  0.  (4) 

4°.  —  Cherchons  à  quelles  conditions  la  droite  (3)  est  tout  entière 
dans  le  plan.  Il  faut  d'abord  que  la  condition  (4)  soit  satisfaite. 
Résolvons  des  premières  équations  (3)  par  rapporta  a?  et  à  y;  substi- 
tuons dans  (1)  les  valeurs  trouvées.   Il  vient  la  seconde  condition  : 

ap-{-  hr/  -^cr  =  (I.  (5) 

325.  Distance  d'un  point  à  une  droite. 

i'\  —  Déterminons  d'abord  la   distance  de  la  droite  D  à  l'origine 

(fig.  211).  Soit  x^  y,  z,  les  coor- 
données d'un  point  M  quelconque 
de  la  droite.  Abaissons  la  perpen- 
diculaire OP.  On  a  : 

()P-  =  OM  —  MF' 

=:  (M'  (  1  —  cos'  i)  =  ÔM'  sin^  £ . 

Soit  a,  ,'i,  y,  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  droite  D  ;  posons 
OM=r/'.  Projetons  sur  D  dune 
part  la  droite  OM,  d'autre  part 
le  polvgone  non  représenté  formé 
des  coordonnées  du  point  M  pla- 
cées bout  ti  bout.  On  a  : 


forme 


r  cos  £  =  ax  -1-  ;i.y  -{-  y-  ; 
ÔP^  =  (x^  +  y'  +  3--",  -  (a:r  -f  P;/  +  .z)\ 

=.  (yy  -  z^^y-  +  (=a  -  nY  +  «^  -  y^Y  • 

Ceci    posé,    prenons    les    équations   de   la    droite    sous   la 


P  _  y  —  y  ^  -  —  ^' 

ni  n 


1) 


Substituons  à    x,  ?/,  z^    et  à     a,  ,S,  y    (^  323)  leurs  valeurs  dans 
l'expression  de     OP . 
Il  vient  : 

nq  —  mry  -\-  [Ir  —  npf  -\-  {mp  —  IqY 

3".  —  Soit  maintenant  x^,  î/o,  -o»  les  coordonnées  du  point  dont 
nous  voulons  la  distance  à  la  droite.  Ramener  l'origine  en  ce  point, 
c'est  retrancher  ^o  à  tous  les  x,  /y,,  à  tous  les  ?/,  ^o  à  tous  les  z. 


0P'  = 


PLAN,  LIGNE  DROITE.  CHANGEMENTS  DE  COORDONNÉES  393 

Pour  que  les  équations  subsistent,  il  faut  donc  remplacer  : 

p  par     p  —  Xo,     y  par     q  —  yo,      ^  par     ^  — 2/o- 
La  distance  cherchée  est  par  suite  : 

^^  —  '  l^-{-  m'  4-  n^  * 

326.  Moment  d'un  vecteur  par   rapport  à  un  point; 
projections  et  représentation  d'une  aire  plane. 

i°.  —  A  partir  du  point  M  menons  sur  OD  le  vecteur  de  lon- 
gueur F,  par  suite  de  composantes  : 

X  =  Fa,         Y  =  F3,         Z  =  Fv. 

Évaluons  Faire  S  du  parallélogramme  construit,  dans  le  plan  OMD, 
sur  les  deux  vecteurs  F  et   OM .  Elle  est  : 

S  =  F  .  ÔM  .  sin£  =  F  .  OP. 
Le  paragra23lie  précédent  donne  immédiatement  : 

S'  =  (.</Z-^Y)^  +  (^X-a-Z)'  +  (^Y-,vX)=.  (1) 

'^".  —  Considérons  maintenant  les  projections  S,.,  S,^,  S,,  du 
parallélogramme  sur  les  plans  normaux  à     Ox,   Oy,   Oz. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  refaire  les  calculs,  nous  pouvons 
écrire  : 

Sj,  =  y7j  —  :;Y,  $,,  =  ^X  —  xZ^  S-  =  ^Y  —  yX. 

S-,  par  exemple,  est  construit  sur  la  projection  OM'  de  OM,  et  sur 
la  projection  représentée  du  vecteur.  On  déduit  immédiatement  son 
expression  de  l'expression  générale  (1)  en  posant     Z=:rrO,     z  =  0. 

S'^-  —  Voici  enfin  où  nous  voulons  en  venir. 

Représentons  une  aire  plane  S  par  un  vecteur  normal  à  cette  aire 
et  dont  la  longueur  lui  soit  proportionnelle.  Nous  pouvons  considérer 
ce  vecteur  comme  la  résultante  de  trois  vecteurs  dirigés  suivant  les 
axes  0.r,  0//,  0^,  et  proportionnels  aux  projections  de  l'aire  sur  les 
plans    yOz,  zOx,  xOy. 

Pour  un  parallélogramme  et  par  suite  pour  un  triangle ,  le  théorème 
résulte  de  ce  qui  précède  ;  il  est  applicable  à  une  aire  plane  quel- 
conque, puisqu'on  peut  toujours  la  décomposer  en  triangles. 

Cette  proposition  est  fondamentale  en  Mécanique. 

327.  Plus  courte  distance  de  deux  droites  D  et  Dj. 

Pour  la  calculer,  menons  par    Dj  un  plan  P  parallèle  à  D  ;  déter- 
minons la  distance  d'un  point  quelconque  A  de  D  au  plan  P. 
/°.  —  Les  équations  des  droites  sont  : 


x^ —  p  y  —  q z  —  r         x  —  pi  y  —  q^  z  —  r, 

/  m  /i      '  /|  m,  Ail 


(1) 

Le  plan  :  ax-\-by  -\-cz  =  d,  (2) 
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devant  être  parallèle  aux  deux  droites ,  écrivons  que  sa  normale  leur 
est  perpendiculaire  (§  324,  ,'?")  : 

al  -\-  hm  -}-  en  ==  0,  al,  +  hm,  -\-cn,=^^.  (3) 

Ecrivons  qu'il  contient  la  seconde  droite  (§  324,  4")  : 

ap^J^hq^^cr\  =  (I.  (4) 

En  définitive,  les  constantes  du  plan  (2)  doivent  satisfaire  aux 
équations  (3)  et  fi). 

!^".  —  Supposons -les  calculées;  pour  avoir  la  distance  cherchée, 
nous  pouvons  choisir  arbitrairement  lo  point  A  sur  la  droite  D  ; 
prenons  celui  de  coordonnées      /?,  (/,  r\ 

Sa  distance  au  plan  P  est  (j^  321,  '2")  : 

ap  -\-  hq  -\-cr  —  d 


(S) 


Il  ne  reste  plus  (ju'à  éliminer     /i,  A,  c,  J,     entre  (3),  (4)  et  (5). 
,3\  —  Des  équations  (3)  on  tire  (§  28)  : 

a:=(nin^  —  /?m,)M  =  \u^ 

h  =  inli    — /ni)u    ^Bu, 

c  =  [lm^  — ml^)^^  =::Cu, 

où  u  est  une  variable  auxiliaire  qui  disparaîtra  par  la  suite. 
Transportons  dans  (4)  : 

Transportons  dans  (5)  :      >=    /^-/^')^+(^-J^OB+ir--r,)C  . 

Nous  connaissons  donc  la  distance  des  deux  droites,  c'est-à-dire  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  commune  ;  il  s'agit  de  déterminer  sa 
position,  c'est-à-dire  les  points  de  chaque  droite  auquel  elle  aboutit  : 
c'est  ce  que  nous  ferons  au  paragraphe  suivant. 

328.  Positions  des  points  de  deux  droites  dont  la  dis- 
tance est  minima. 

Prenons  les  droites  sous  la  forme  : 

X  =zp  -\-  It^         Il  =  r/  -|-  mt,  3  =  r  -j-  n^  ; 

La  distance  de  deux  points  est  : 

Ecrivons  qu'elle  est  minima.  Dérivons  donc  successivement  cette 
expression  par  rapport  à  /  et  à  t,  et  annulons  les  dérivées.  On  a  : 

l[p—p,-\-lt—l,'}+...  =  ^,  k[p--p,-\-lt-l,^]+...^(i. 
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Ordonnons  par  rapport  à  ^  et  à  t.  Il  vient  le  système  d'équations 
du  premier  degré  à  deux  inconnues  : 


(r- 


IL 


m- 


mm. 


rfAt  —  [IL 


nn. 


+  Kp—Pi. 


?nmi 

nn,)t  —  (/;  +  m?  +  nl)T  +  l,{p  —p,] 
-\-nJr—n)=:0. 


m[q  —  q,) 


Reste  à  résoudre  par  rapport  à  ^  et  à  t. 
Pour  simplifier  l'écriture,  posons  : 

A  =  m/î,  —  nm^  B  =  nli  —  /aî^,  C  =  lm^  —  m/,. 


P  ==  mi(  Tj  —  r)  —  n^{qi  —  q), 

Q  ==  >h{Pi  —p)  —  ^i(n  —  r) , 
R  =r=  /,(r/i  —  q)  —  m,{p,  —p)  ; 

On  trouve  aisément  : 


AP  +  BQ  +  GR 

A^  +  B^^  +  C- 


Pi  =  m{r^  —  r)  —  îî{q^  —  q), 
Qi  =  n{p,  — /))  —  l{r,  —  r), 
R^  =  liq,  —q)  —  m{p,  —p). 


AP,  +  BQ,  +  CR, 

A^4-ir-4-G-2 


329.  Variation    de  la    distance  des    points   de    deux 
courbes  gauches.  Développée  et  développantes. 

Soient  deux  courbes  gauches  (î^  402)  OAB,  O^A^B,  (fig.  212), 
dont  les  points  sont 
repérés  par  leurs  dis- 
tances respectives  ^,t, 
à  deux  points  0,  Oj, 
pris  pour  origines. 
Ces  distances  sont 
comptées  sur  les 
courbes  mêmes  (§  4). 

Nous  demandons 
comment  varie  la  dis- 
tance o  =  AAi,  de 
deux  points  pris  res- 
pectivement sur  ces 
courbes,  quand  ils 
se  déplacent  infini-  ^ 
ment  peu. 

En  vertu  de  la 
définition  de  la  tangente  à  une  courbe  plane  ou  gauche  (sa  distance 
à  la  courbe  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  comparé  à  la 
distance    au  point  de  tangence) ,  nous  ramenons   immédiatement  ce 


Fig.  212. 
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problème  à  celui  des  distances   des  points   de  deux   droites.   Soient 
donc  les  équations  des  tangentes  en  A  et  en  Aj  : 

x=p~\-  It ,  y  =  q  -\-mt  ^  :;  ==  r -j- /i  ^  ; 

icn=:{p-p,  +  it-ir,;)[idt-hd-:)  +  ...  (2) 

Prenons  respectivement  pour  /,  //?,  /?  ;  /,,  m,,  /i,,  les  cosinus 
directeurs  des  tangentes  en  A  et  en  A,  ;  /  et  t  représentent  alors 
(ij32){,  4")  les  arcs  de  tangente  ou.  si  l'on  veut,  les  arcs  AC,  A,C,, 
dont  les  points  A  et  A,  se  déplacent  sur  leurs  courbes  respectives 
par  suite  du  mouvement  considéré. 

Evaluons  les  cosinus  des  angles  a,  :z,,  comptés  à  partir  de  la  tan- 
gente correspondante  vers  la  droite  AA,. 

Au  point  A,  les  cosinus  directeurs  de  A  A,  sont  (S  316,  î^")  : 


X, 


X  ?/,  —  y 


8        '  5        '  0 


d'où  (S  316,  S°)  : 

c  cos  a  =  /(./•,  —  ./•)  -]-  m  (// ,  —  //)  +  'i  (  -«  —  -)  •  (3) 

Au  point  A,,  les  cosinus  directeurs  de  A, A.  sont  : 

d'où  :  S  cos  a,  =  /,  (.r  —  ./•,)  +  w,  (//  —  ;/,)  -|-  /},  (3  —  3, ).  (4) 

Remplaçons  dans  (){)  et  (4)  les  coordonnées  par  leurs  valeurs  (1). 
Comparons  à  (2)  ;  on  trouve  la  relation  fondamentale  : 

dz  =  —  cos  :l  .  dt  —  cos  ai  .  (h.  (5) 

La  figure  21 1  montre  la  raison  d'être  des  signes  — . 

Par  exemple,  quand  A  vient  en  G  (///>0),  l'angle  2  étant  aigu 
(cosa>>0),   la  distance  A  A,  diminue  (d^<^{)). 

La  formule  (5)  a  de  nombreux  et  intéressants  corollaires.  Etudions 
en  particulier  les  diverses  manières  d'y  satisfaire  identiquement. 

t>.  —  Sphère. 

Soit  une  droite  invariable  (d^  =  i\),  dont  une  des  extrémités  A 
est  fixe    ((//=:0).     On  a  donc  identiquement    cosai.(/T  =  0. 

Si  l'extrémité  A,  est  mobile,  il  faut  que  le  cosinus  soit  identi- 
quement nul,  d'où  oc,  =  T  ;  2.  Donc  quel  que  soit  le  mouvement  de 
rotation  de  la  droite  invariable  autour  de  A,  elle  reste  normale  aux 
trajectoires  de  son  extrémité  mobile  A'  qui  décrit  évidemment  une 
sphère. 

S\  —  Tube. 

Soit  une  droite  invariable  (dc  =  0),  dont  une  des  extrémités  A 
décrit  une  courbe  C  à  laquelle  elle   reste   normale    (cosa  =  0).     On 
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a  nécessairement  cosai  =  0,  oli=zt.'.2.  L'extrémité  mobile  décrit 
alors  un  tube  y  surface  que  nous  retrouverons  plus  loin  (§  398)  et  dont 
on  a  une  représentation  concrète  dans  un  tube  à  gaz  contourné 
comme  on  voudra.  La  courbe  G  est  Vaxe  du  tube. 

4"".  — -  Développante  d'une  courbe  gauche. 

La  droite  est   assujettie  à    rester   tangente  à   l'une    des   courbes    : 
a  =  0,    cosa=l.     On  impose  de  plus  la  condition         dz  =  —  dt. 
On  doit  avoir  identiquement    cosai:=0,     a^^Tr  ;  2. 

On  reconnaît  dans  cet  énoncé  da  généralisation  pour  les  courbes 
gauches  de  la  définition  des  développantes  (95,  S"").  Un  fil  est  attaché 
au  point  Q  et  s'enroule  sur  la  courbe  QC'D,  que  nous  appellerons 
développée.  A  partir  du  point  G'  où  il  quitte  la  courbe,  il  suit  la 
direction  de  la  tangente    CC. 

Les  développantes  sont  les  trajectoires  des  divers  points  du  fil. 

Rien  dans  cette  définition  ne  suppose  que  la  développée  est  plane. 

La  condition  do=^  —  dt,  exprime  le  déroulement  :  la  longueur 
de  la  tangente  augmente  d'une  quantité  précisément  égale  à  celle 
dont  diminue  l'arc  de  développée  touchée  par  le  fil. 

La  condition  ^i  =  tt  ;  2  exprime  que  la  tangente  à  la  développée 
est  normale  aux  développantes.  Les  développantes  (en  nombre  infini) 
qui  correspondent  à  la  même  développée,  sont  des  courbes  parallèles  ; 
elles  ont  des  normales  communes  en  nombre  infini.  Gonformément 
à  la  formule  (5),  les  longueurs  interceptées  sur  ces  normales  par 
deux  développantes  sont  constantes. 

Nous   reviendrons  sur   les  développantes  des  courbes  gauches    au 


CHAPITRE    XVI 

SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ 


Invariants  rt  formes  quadratiques. 

330.  Invariants. 

/".  —  Nous  avons  montré,  au  5:;  317,  que  par  rapport  à  deux 
systèmes  d'axes  de  même  orit^ine,  tous  deux  rectan*;ulaires,  les  coor- 
données x^  ;/,  z,  X,  Y,  Z,  d'un  même  point  sont  liées  par  les  rela- 
tions linéaires  (5)  ou  les  relations  équivalentes  (6). 

Soit  une  fonction  entière  /'(.r,  //,  z,  a,  />,  c,  ...),  contenant  (outre 
les  variables  x,  y,  z)  des  paramètres  a,  h,  c,  ...  qui  sont  les  coef- 
ficients des  différents  termes  du  polynôme.  Substituons  à  r,  r/ ,  z, 
leurs  valeurs  (6)  en  fonction  de  X,  Y.  Z.  Nous  obtenons  un  nouveau 
polynôme  F(X,  Y,  Z,  A,  B,  C,  ...  ,  évidemment  du  même  degré 
que  /*,  contenant  de  nouveaux  coefficients    A,  B,  C,  ... 

11  peut  arriver  qu'une  fonction  ^(a,  h,  c,  ...)  des  coefficients 
a,  />,  c,  ...  conserve  la  même  valeur,  lorsqu'on  substitue  à  a,I),c,... 
les  coefficients  A,  B,  C,  ...  ;  ou  encore  prenne  une  nouvelle  valeur 
égale  à  l'ancienne  multipliée  par  un  facteur  a  indépendant  des  coef- 
ficients a,  />,  c,  ...  et  fonction  seulement  des  coefficients  de  la  subs- 
titution linéaire  (0).  On  dit  que  la  fonction  :  ' 

o(A,  B,  G,  ...)  —  ix^[^a,  h,  c,  ...), 

est  un  invariant  y  \l  est  seulement  fonction  des  coefficients  de  la  subs- 
titution. 

Les  substitutions  linéaires  (o)  et  (6)  du  §  317  ne  sont  pas  géné- 
rales, puisqu'il  existe  entre  les  coefticients  les  relations  (1)  et  (3). 
Mais  la  définition  que  nous  venons  de  donner  ne  suppose  pas  l'exis- 
tence de  ces  relations  :  les  substitutions  linéaires  peuvent  être  quel- 
conques; quelconque  aussi  le  nombre  des  variables. 

:i^°.  —  Pour  préciser  ces  notions,  revenons  sur  une  question  déjà 
traitée  (ji  105).  Soit  la  fonction  homogène  : 

f(x,  ij;  m,  n,  p)=:  nix-^  ni/^--{-'2pxy. 
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On   l'appelle   forme  quadratique   binaire,    pour   exprimer   que   le 
degré  est  2  (quadratique)   et  qu'il  v  a  deux  variables  (binaire). 
Faisons  la  substitution   : 

^^aX  +  a'Y,  .y  =  3X  +  ^'Y. 

Nous  obtenons  une  nouvelle  forme  quadratique  : 

MX^  +  NY"-  +  2PXY; 
M  =  mcf}  -\-  ny-  -\-  2/?a^3,  N  =  ma'-  -\-  n'^'-  -\-  2p7.'^\ 

p  ^  ni^^'  _(_  n^^'^'  +/)(a.3'  +  a  ^) . 
On  vérifiera  la  relation  : 

(MN  —  P^)  =  (x3'  —  a\3)'-  (mil  —[/-)  ; 

mn — />-    est  un  invariant. 

Le  facteur    y.'^'  —  a\3    s'appelle  module  de  la  transformation. 

En  particulier,  s'il  s'agit  du  passage  d'un  système  d'axes  rectan- 
gulaires à  un  autre  système  d'axes  rectangulaires,  on  a  (j^§  78  et  317)  : 

a=:cosO,        (i  =  sinÔ,        y!  =^  —  sin  0,        |î'  =  cosô; 

ag'  —  a':i  =  cos2  0  +  sin-  0  =  1,        MN  —  P-  =  mn  —p\ 

Le  module  de  la  transformation  est  V  unité  ;  l'invariant  est  absolu. 

331.  Covariants. 

La  propriété  d'invariance  se  généralise. 

Il  peut  arriver  que  la  fonction  o  contienne  les  variables  et  les 
coefficients;  elle  prend  alors  le  nom  de  covariant  : 

9(X,  Y,  Z,  ...  A,  B,  G,   ...)=ij7/j(.r,  //,  z,  ...  a,  b,  c,  ...). 

Le  mot  covariant  signifie  que  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente varient  simultanément,  de  manière  à  rester  identiques,  quand 
les  variables  varient. 

Si  la  forme  cp  est  binaire  ou  ternaire,  égalée  à  zéro  ou  à  une  cons- 
tante, elle  représente  une  courbe  ou  une  surface.  Une  substitution 
linéaire  quelconque  exprime  un  changement  de  coordonnées  (passage 
d'un  système  d'axes  généralement  obliques  à  un  autre  système  d'axes 
également  obliques).  Le  covariant  est  l'expression  d'une  propriété 
indépendante  du  choix  des  axes. 

Exemple  :  par  rapport  à  deux  systèmes  d'axes  de  même  origine  et 
rectangulaires  : 

x'-  +  y'-  +  z'-  =  X--  +  Y^  +  Z% 

est  un  covariant.  Chacun  des  termes  de  l'équation  exprime  la  dis- 
tance d'un  point  à  l'origine ,  distance  évidemment  indépendante  du 
système  d'axes. 

Autre  exemple.  La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  évidem- 
ment indépendante  du  système  d'axes.  Soit  x,  y^    d'une  part,  X,  Y, 
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de  l'autre  les  coordonnées  d'un  point  pour  deux  systèmes  d'axes  rec- 
tangulaires de  même  origine.   Soit  : 

ax-{-hyz=d,         AX4-BY=D, 

les  équations  correspondantes  des  droites.  On  a  identiquement  (§  29)  : 

ax-{- by  —  d  _  AX  -fBY— D 

C'est  un  covariant. 

332.  Invariants  de  la  forme  quadratique  ternaire. 

/".  —  Soit  la  forme  f/uadrutir/uc  ternaire  F  : 

a.x-  +  h,,'-  +  cz'-  +  2f;,z  +  ^yzr  +  2/tx,,/.  (1  ) 

Supposons  qu'il  soit  possible  de  la  ramener  par  une  certaine  subs- 
titution linéaire  à  la  forme  <!'  : 

xVX"-fBY^  +  CZ^  (2) 

Sur  la  forme  (2),  eiïectuons  la  transformation  (o)  du  §  317  que 
nous  appellerons  rotation  pour  abréger  ;  elle  devient  : 

A(«x  +  ,'i;/  +  -r^Y  +  Bj  .'.r  +  ,V;/  +  -/.J'  +  C[."x  +  ;i>  +  -/'.  ':     (d ') 

Identifions  avec  (i)  : 

,,  _  Aa^  +  Ba'^  +  Ga"S  f^  A^y  +  Bj^Y  +  C?"v", 

h  =  Afi^  +  B,V-^  +  C^"\  il  =  Ava  +  Bv'a'  +  Cya", 

c       \f  +  By'^-  +  Cy'-^  ;  h  =..  A^ii  +  Ba'3'  +  Ca".a". 

I^]n  vertu  des  relations  (i)  et  (  t)  du  |;i  317,  on  trouve  aisément  : 

i,==..a  +  y>  +  cr=A4-B  +  G, 

I,  =  {Le  4-  ca  -t-  ah)  —  {p  +  if  +  h^)  =  BG  +  CA  +  AB ,     (3) 
l,  =  abc  +  2fyh  —  (ap  4-  bff-  -\-  ch')  =  ABG. 

t^".  —  Inversement,  si  les  équations  (3)  résolues  par  rapport  à 
A,  B,  C,  donnent  des  racines  réelles,  il  sera  possible,  par  la  substitu- 
tion linéaire  (6)  du  §  317,  de  ramener  K  à  la  forme  'I». 

Nous  démontrerons  plus  loin  qu'il  en  est  ainsi  (§  333). 

/Z".  —  Pour  l'instant  résolvons  le  problème  posé.  Je  dis  que  les 
premiers  membres  des  équations  (3)  sont  des  invariants  de  la  forme 
quadratique  F  pour  les  rotations  (.'))  ou  (6)  du  jj  317. 

l^n  etîet,  une  rotation  R  appliquée  à  F  donne  une  forme  F'  dont  les 
coefiicients  sont  a\  b\  c' ,  ...  Mais  F'  pourrait,  tout  comme  F,  se 
déduire  de  la  forme  <ï>  par  une  rotation  p  convenable  des  axes.  On 
trouverait  les  mêmes  coefficients  a\  b\  c',  ...  Les  relations  (3)  seront 
donc  encore  valables,  en  remplaçant    a,  />,  c,   ...     par   a',  />',  c' ,  ... 

Donc  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des  invariants. 

Notre  raisonnement  repose  au  fond  sur  cette  proposition  (voii 
Mécanique) ,  qu'on  peut  toujours  remplacer  deux  rotations  par  une 
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seule  équivalente.  Pour  passer  de  ^>  à  F,  puis  de  F  à  F',  il  faut  appli- 
quer aux  axes  deux  rotations  p  et  R;  on  peut  passer  directement  de 
i  à  F'  par  une  seule  rotation  p'. 

333.  Réalité  des  quantités  A,  B,  G. 

i°,  —  Démontrons  que  les  quai^ités  A,  B,  G  sont  réelles.  En 
vertu  du  §  41 ,  les  quantités  A,  B,  G  sont  les  racines  de  l'équation 
du  troisième  degré  : 

S3_i^S^-fLS  — 1,.3  =  0.  (1) 

La  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  de  S-  changé  de 
signe;  la  somme  des  produits  des  racines  prises  deux  à  deux  est  égale 
au  coefficient  de  S;  le  produit  des  racines  est  égal  au  terme  connu 
changé  de  signe. 

L'équation  (1)  peut  s'écrire  : 

(^S-a){S-b){S-c)-[riS~a)+f-{S-b)+h^{S-c)]-2fgh=0; 
Posons  :       a=a  —  ^  ^   ^       b  =b  —  -^,       c  ^a  —  -^. 

L'équation  prend  la  forme  suivante,  ce  qu'on  vérifie  en  chassant 
les  dénominateurs  : 

1  1  11 

P=  ns-.v)  +  ?(S-/y)  +  h'is~c')  ~  fcjh  =*^-    (2) 

^°.  —  Montrons  que  (2)  a  ses  racines  réelles.  Elles  sont  inégales 
quand  les  quantités     a',  />',  c',     ne  sont  pas  égales  entre  elles. 

En  effet,  lorsqu'en  variant  de  — j^  à  -|-oc,  S  traverse  l'une  des 
valeurs  a',  i>',  c',  (supposées  rangées  dans  l'ordre,  des  grandeurs 
croissantes),  P  passe  brusquement  dune  valeur  négative  à  une  valeur 
positive  très  grande.  Donc  quand  S  varie  de  a -\- z  à  b'  —  s,  P 
passe  d'une  valeur  positive  très  grande  à  une  valeur  négative  très 
grande.  Gomme  P  varie  continûment,  il  s'annule  dans  l'intervalle. 
L'équation  (2)  a  donc  une  racine  entre  a'  et  b' . 

De  même  il  en  existe  une  entre  b'  et  c'. 

Suivant  le  signe  du  produit  fgh,  la  troisième  est  supérieure  à 
c'  [fcfh^O),  ou  inférieure  à  a'  [fgh<^0).  En  effet,  P  se  réduit  à 
—  '1  !  fg^^  quand  S  prend  des  valeurs  très  grandes  positives  ou 
négatives. 

S°.  —  Nous  supposons  que  les  quantités  a',  b',  c',  sont  diffé- 
rentes. Si  deux  d'entre  elles  sont  égales,  a'  =  b'  par  exemple,  les 
racines  de  l'équation  (2)  sont  encore  réelles  et  inégales.  11  résulte  à 
la  limite  du  raisonnement  précédent,  et  l'on  vérifie  immédiatement, 
en  chassant  les  dénominateurs  de  l'équation  (2),  qu'une  des  racines 
vaut    a' =z  b' . 

4".  —  Si     a'  =  b'  =  c',      il  existe  une  racine  double  égale  à  cette 
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quantité.  La  troisième  est  évidemment  donnée  par  la  condition 
(obtenue  en  chassant  les  dénominateursj  : 

M(s  -  «') = r-fj- + ;,-h'- + h'-r-. 

;>".  —  Si  l'une  des  quantités  /",  </,  A,  est  nulle,  la  forme  (2)  cesse 
d'être  commode  pour  la  discussion.  On  reprendra  donc  l'équation  en 
a,  />,  c.     Soit  /'=0,  il  reste  : 

P'^(s_/i)(s  — A)(s  — c)  — !r/^(s  — />)  +  /i'-(S  — c)]  =  o. 

Supposons  a<lh^c.  On  substituera  à  S  les  valeurs  — <^,/>,  c,-[-cc 
Klles  donnent  pour  P'  les  signes     — ,  -j-,  — >  +• 

Il  existe  donc  trois  racines  réelles  inégales. 

6*".  —  Supposons  /"r^^r^d  :  l'unc  des  racines  est  égale  à  c. 
Les  deux  autres  sont  données  par  l'équation  du  second  degré  : 

iS  — /i)(S  — />)  — /r-  =  o, 

dont  les  racines  sont  réelles  et  nécessairement  inégales. 

L'équation  du  troisième  do<>^ré  ])eut  cependant  avoir  une  racine 
double  si  : 

iC  — //,((•  — />,  —  /i2=:0. 

7".  —  l^nfm  soit     /'=:y  =  /t  =  0;     les  racines  sont  a,  />,  c. 
Conclusion.  —  Toute  forme  (/undnitif/ue   ternaire  peut  être  consi- 
dérée comme  la  somme  nhjé brique  de  trois  carrés  réels. 

334.  Généralisation  pour  des  formes  quadratiques  d'un 
nombre  quelconque  de  variables. 

/  ".  —  He[)riMU>ns  la  lornie  <juadrnti(jue  binaire  : 

niy--\-nir-\-2pxy,  (i) 

et  appliquons -lui  la  substitution  (,^  3*^0)  : 

.r  =  aX  +  a'Y,  ,v  =  3X  +  3'Y. 

Nous  pouvons  ramener  (1  à  la  forme  :  MX--|-NY%  d'une 
infinité  de  manières,  puisqu'il  suffit  de  poser  : 

P  =  mxy!  +  n%'  -\- p{x'^'  +  a'^)  =  0. 

Nous  avons  une  condition  à  satisfaire  et  f/uatre  constantes  arbi- 
traires    a,  P,  a,  [i'. 

Géométriquement,  ramener  l'équation  d'une  conique  à  centre  à  la 

forme:  MX^  +  NY^^Q,  -(2) 

c'est  prendre  pour  axes  obliques  deux  diamètres  conjugués.  En  effet, 
pour  toute  valeur  de  Y,  nous  avons  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  de  X,  et  inversement.  Les  cordes  parallèles  à  OX  sont 
donc  coupées  en  parties  égales  par  OY,  et  inversement.  Or  il  existe 
une  infinité  de  couples  de  diamètres  conjugués;  donc  on  peut  rame- 
ner l'équation  de  la  conique  d'une  infinité  de  manières  à  la  forme  (2  . 
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Pour  ramener  la  forme     MX^-f-NY-,     à  la  forme  : 

^^  +  :)\ 
il  suffit  de  changer  les  échelles  sur  les  axes ,  ce  qui  revient  à  poser  : 

^".  —  Nous  venons  de  voir  (§  333)  que  la  forme  quadratique 
ternaire  peut  se  ramener  d'une  manière  unique  à  la  forme  : 

AX^-  +  BY-^  +  GZ^ 

Cela  tient  à  ce  que  nous  avons  imposé  la  condition  que  le  système 
des  axes  resterait  trirectangle.  Mais,  cette  condition  écartée,  on  peut 
par  des  substitutions  linéaires  ramener  d'une  infinité  de  manières  la 
forme  quadratique  ternaire  à  la  forme  précédente  et  même  à  la  forme 

canonique  :  olV^  _|_  jya  _|_  x^ 

La  proposition  est  vraie  quel  que  soit  le  nombre  de  variables. 

S^,  —  Toutefois  on  démontre,  et  c'est  une  proposition  fondamen- 
tale en  Mécanique  (voir  notre  Mécanique  ;  Dynamique,  chapitre  VIII) , 
que  si  la  réduction  à  une  somme  de  carrés  peut  s'eftectuer  d'une 
infinité  de  manières,  le  nombre  des  carrés  positifs  et  des  carrés 
négatifs  est  néanmoins  déterminé. 

L'interprétation  géométrique  est  immédiate  pour  les  formes 
binaires. 

L'équation  :  X--|-Y-=:G'*  représente  une  ellipse,  quels  que 
soient  les  axes  et  les  échelles  sur  les  axes.  De  même  l'équation  : 
X-  —  Y-  =  G"'     représente  une  hyperbole. 

11  est  clair  que  la  forme  générale  : 

mx^  -\-  ny--[-  2pxy  =  G'% 

ne  peut  être  ramenée  qu'à  l'une  ou  l'autre  des  formes  canoniques, 
une  substitution  linéaire  ne  pouvant  envoyer  à  l'infini  des  points  à 
distance  finie,  ni  rapprocher  à  distance  finie  des  points  à  Finfini. 


Classification  des  quadriques. 

335.  Quadriques  centrées  et  non  centrées. 

Soit  la  forme  quadratique  : 

a.T^  -f  bif  -f  cz-"  +  2fyz  +  2gzx  -f  2hxij  -f  2lx  +  2mij  +  2nz  +  J  =  0. 

Par  un  changement  d'origine,  cherchons  à  faire  disparaître  les 
termes  du  premier  degré.  Transportons  l'origine  au  point  de  coordon- 
nées   ç,  '/],  ^;    remplaçons  donc    .t,  z/,  z,    par    x-\-z^   U -\~'f\i    -2 -[- ç. 
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Les  coefficients    des    nouveaux     x,  ?/,  z,     satisfont    aux    conditions 

(§  34,  r)  : 

l'=^a;-{-hr,-\-f/Ç-\-l, 
m  =  /i;  -]-  hr,  -\-  fl-\-m, 
n'  =  ryz-{-fr,  +  c':-\-n. 

Ecrivons  qu'ils  sont  nuls.  Les  coordonnées  ^,  y;,  Ç,  de  la  nouvelle 
origine  sont  déterminées  par  trois  équations  du  premier  degré,  dont 
les  racines  ont  pour  dénominateur  commun  : 

I,  =  ahc  +  2frjh  —  (ar-  +  iHf-  +  c/>'). 

Deux  cas  à  considérer  : 

/°.  —  Ig^O;  le  point  ?,  r^,  Ç,  est  à  distance  finie  :  la  surface 
possède  un  centre.  Effectivement,  les  termes  du  premier  degré  dis- 
paraissant, si  le  point  .r,  ?/,  z,  appartient  à  la  surface,  le  point 
—  X,  — ?/,  — :;,  lui  appartient  aussi  :  l'origine  est  centre  de  symétrie. 

^°.  —  I,  =  0;  le  point  ;,  y;,  ::,  est  rejeté  à  Tinfini.  Il  est  impos- 
sible de  faire  disparaître  simultanément  les  trois  termes  du  premier 
degré  en     .r,  ?/,  z. 

336.  Quadriques  centrées. 
En   vertu   du   5:^  )i32 ,   nous  pouvons  remplacer  par  une  somme  de 
carrés  la  forme  quadratique  ternaire  à  laquelle  les  termes  variables 
se  réduisent;  d'où  l'équation  : 

/*•.  —  Ellipsoïdes.  —  Les  quantités  A,  B,  G,  sont  positives; 
l'équation  prend  la  forme  : 


Soit     a'^h^c.     La  surface  est  limitée  dans  tous  les  sens. 
En  particulier,  x  est  toujours  inférieur  à  a,     ly  à  A,     z  k  c. 
Soit     a,  3,  Y?     les  cosinus  directeurs  d'un  rayon  vecteur  passant 
par  l'origine.  On  a  : 

4  >vS  oï  ^,i 


j__j  ,  / 1     1 

p^         a 

1  1         /  1  1  \  „       /    1  1 


1  1      /  1 


p-         c-         \c-         aV"         V^"'         ^->'r* 

Les  parenthèses  sont  toutes  positives.  Donc  p  est  nécessairement 
inférieur  à  a  qui  est  .un  maximum,  supérieur  à  c  qui  est  un  mini- 
mum. 
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^".  —  Hyperboloïdes  a   une   nappe.    —    Une    des    trois    quantités 
A,  B,  G,  est  négative;  l'équation  prend  la  forme  : 


=  \. 


(H) 


L'axe  des  :;  ne  rencontre  pas  la  surface  (fîg.  213  à  gauche).  On  a  : 
Pour  que  le  rayon  vecteur   issu  de  l'origine  rencontre  la  surface, 


Fig.  213. 


il  faut  que  le  second  membre  soit  positif.  Donc  la  surface  : 


£1   1   1' 

o2    "T     M 


t 


=  0 


X- 


ou  : 


b^ 


^  =  0. 


sert  de  cloison  entre  les  rayons  vecteurs  issus  de  l'origine  qui  ren- 
contrent la  surface  et  ceux  qui  ne  la  rencontrent  pas. 

C'est  un  cône  asympto tique,  dont  l'origine  est  le  sommet  :  sur  ce 
cône  même,  les  rayons  vecteurs  sont  infinis. 

Les  plans  parallèles  à  xOy  coupent  la  surface  suivant  des  ellipses 
toujours  réelles.  Les  plans  parallèles  à  xOz,  y^-'-,  coupent  la  sur- 
face suivant  des  hyperboles  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à 
des  génératrices  du  cône  asymptotique. 

La  surface  est  de  révolution  autour  de  Oz  si  l'on  a     a=^b. 

Son  équation  est  alors  : 


x~ 


y-=f 


-£^  — ~=i. 
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S'\  —  Hyferboloïdes  a  deux  îsappes.  —  Deux  des  trois  quantités 
A,  B,  G,  sont  négatives;  Téquation  prend  la  forme  : 

i;— i:-l=i-  (iii) 

Ni  l'axe  des  :;,  ni  l'axe  des  y  ne  rencontrent  la  surface. 

Un  cône  asymptotique  sert  de  cloison  entre  les  vecteurs  issus  de 
l'origine  qui  rencontrent  la  surface  et  les  vecteurs  qui  ne  la  ren- 
contrent pas.  La  ligure  2V,\  à  droite  ne  représente  qu'une  des  nappes. 

Les  plans  parallèles  à  jiOz,  et  dont  la  distance  à  l'origine  est  supé- 
rieure A  a,  coupent  la  surface  suivant  des  ellipses  réelles:  elles  sont 
imaginaires  dans  le  cas  contraire.  Les  plans  parallèles  à  yOx  et  zOr 
coupent  suivant  des  hyperboles  dont  les  asj'mptotes  sont  parallèles 
à  des  génératrices  du  cône  asymptotique. 

La  surface  est  de  révolution  autour  de  Ox  quand  on  a  Jj  =  c. 
Son  équation  prend  la  forme  alors  : 

i'.  —  L'équation  :      ^--[--,^4-     «=0,     convient  à  l'orij^ine;  si 

l'on  veut,  elle  représente  un  ellipsoïde  évanouissant. 

r'  7/"  "" 

L'équation   :         ,,  -(- yj -|-  ^2= —  ï-     ne  convient  à  aucun  point 

réel. 

/5".  —  CÔNES.  —  Les  équations  : 

représentent  des  cônes:  nous  les  avons  utilisés  plus  haut  sous  le  nom 
de  cônes  asyniptotiques. 

Coupons  les  surfaces  (IV)  par  un  plan  passant  par  l'origine  : 

x^^mij  -\-  nz.  (l) 

Eliminons  .r  entre  (1)  et  Tune  des  équations  (IV);  nous  obtenons 
une  équation  homoyène  du  second  degré  en  //  et  :;.  Résolvons  par 
rapport  à     y  '.  z;     nous  obtenons  deux  racines  /.-,  et  A-  : 

y=^h\z,         y-=zk.z.  (2) 

Chacune  des  équations  (2)  associée  à  (!)  délinit  une  droite.  Donc 
l'intersection  de  (IV)  par  un  plan  passant  par  le  sommet  (centre  de 
symétrie,  origine  des  coordonnées),  se  compose  de  deux  droites;  elles 
sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  le  choix  du  plan  (1). 

L'intersection  par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées 
traite   les   cônes   comme  les  hyperboloïdes  dont    ils    sont  asympto- 
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Ao: 


(1  =  0. 


tiques;  à  la  différence  avec  les  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  que  les 
ellipses  du  second  cône  (IV)  sont  toujours  réelles. 

Nous  reviendrons  sur  les  cônes  aux  §§  420  et  suivants. 

337.  Quadriques  non  centrées. 

i'\  —  Reprenons  l'équation  quadratique  générale  et,  sans  chercher 
à  supprimer  les  termes  du  premier  degré ,  ramenons  les  termes  du 
second  à  la  forme  :  Ax^--[-Bi/--\-Cz-. 

Gomme  par  hypothèse  I^^O,  l'équation  (1)  du  §  333  a  une 
racine  nulle.  La  forme  précédente  se  simplifie;  elle  se  réduit  p£ir 
exemple  à  :  A.r^-j-B/y-. 

Le  changement  des  axes  de  coordonnées  laisse  du  premier  degré 
les  termes  qui  l'étaient.  Nous  ramenons  donc  l'équation  générale  à  la 
forme  :  Ax-  +  B/y-  +  2lx  +  2m?/  -\-2nz-\-d  =  0. 

Les  nouveaux /,  m,  n,  ne  sont  pas  identiques  aux  anciens.  Déplaçons 
maintenant  l'origine  dans  le  plan  xOy;  grâce  aux  deux  arbitraires 
dont  nous  disposons,  nous  pouvons  faire  disparaître  les  termes  en  a?  et  y. 

En  définitive,  l'équation  prend  la  forme  : 
X- 
ar 

^".  —  Cylindres.  —  Soit  n  =  0.  L'équation  représente  une  ellipse 
ou  une  hyperbole  dans  le  plan  xOy  ;  elle  représente  aussi  bien  un 
cylindre  elliptique  ou  hyperbolique 
de  génératrices  parallèles  à  l'axe  0^ 
qui  est  l'axe  du  cylindre. 

Le  cylindre  possède  comme  centres 
de  symétrie  tous  les  points  de  Oz^  ce 
qui  est  géométriquement  évident. 
On  vérifiera  que  les  équations  don- 
nant le  centre  deviennent  indéter- 
minées. 

Nous  étudierons  les  cylindres  aux 
§§  418  et  suivants. 

3".  —  Paraboloïde  elliptique.  — 
Soit  71^0,  <^  0  pour  préciser; 
posons-le  égal  à  — ^  1 ,  ce  qui  ne  di- 
minue pas  la  généralité  de  la  solu- 
tion. Un  glissement  de  l'origine 
le  long  de  0^  fait  disparaître  le 
terme  constant. 


Prenons  positif  le  double  signe  de  l'équation 

C'est  l'équation  d'un  paraboloïde  elliptique  (fig.  214 


Fîg.  214. 

1):  il  vient 


(V 
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Les  plans  parallèles  à  xOy  coupent  la  surface  suivant  les  ellipses, 
réelles  pour  2  >>  0,  imaginaires  pour  :;  <C  0  :  elle  s'étend  donc  à  l'in- 
fini au-dessus  du  plan  xOy. 

Les  plans  parallèles  à  yOz  et  j^O^  la  coupent  suivant  des  para- 
boles dont  les  axes  sont  parallèles  à  0:;,  et  les  sommets  sont  dans 
les  plans  de  coordonnées. 

Si     a=zb,     la  surface  est  de  révolution  autour  de  0:^  : 


Flg.  215. 


/".     —     PaRABOLOÏDE     IIYPEHBOLIQUE. 

signe  de  l'équation  (l,  : 


Prenons   négatif  le    double 


a*        />«  —  ^'" 
L'intersection    par  le    plan   xOy    (^  n=  0)  se   compose   des  droites 
(fig.  215)  : 

X  \  a=i-r-  y  \  h. 

Les  plans  parallèles  à  xOy  coupent  suivant  des  hyperboles  :  pour 
:;  >  0,  leurs  axes  réels  sont  parallèles  à  Ox  ;  pour  -  <C  0 ,  ils  sont  paral- 
lèles à  Oy .  Les  sections  planes  parallèles  à  xOz  et  yOz  sont  des  para- 
boles. La  surface  ressemble  à  une  selle  ou  à  un  col  de  montagne. 

Nous  reviendrons  longuement  sur  son  étude  à  propos  des  conoïdes 
(§S  i4i  et  suivants). 


.7°.  —  Si  la  quadrique  se  réduit  à 
sente  deux  plans  qui  se  coupent  suivant  Oz. 


a^         b^—^^' 


elle  repré- 
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Quand  a  ou  h  sont  infinis,  on  a  l'un  des  cylindres  paraboliques  : 
—  y-  =  2b-z,         x^  =:z  2a^z. 

338.    Propriétés   générales   des  quadriques;  sections 
planes. 

i\  - —  L'intersection  d'une  quadrique  par  un  plan  quelconque  est 
une  conique. 

Reprenons  l'équation  sous  sa  forme  générale.  Les  intersections /)ar 
les  plans  de  coordonnées  sont  évidemment  des  coniques,  puisqu'on 
obtient  leurs  équations  en  annulant  l'une  des  variables.  Or  ces  plans 
sont  quelconques  :  ce  qui  démontre  le  théorème. 

^'\  —  Les  intersections  par  les  plans  parallèles  sont  des  coniques 
semblables. 

Nous  disons  que  deux  coniques  à  centre  sont  semblables  quand  les 
termes  du  second  degré  sont  les  mêmes,  ou  respectivement  propor- 
tionnels (§  365,  ^").  La  question  de  similitude  ne  se  pose  pas  pour  les 
paraboles  qui  sont  toutes  semblables  (§  365,  i°)  ;  elles  sont  égales 
lorsqu'elles  ont  le  même  paramètre. 

Supposons  les  axes  choisis  de  manière  que  les  plans  parallèles  du  sys- 
tème considéré  comprennent  un  des  plans  de  coordonnées,  xOy  par 
exemple.  Nous  obtiendrons  successivement  les  sections  par  tous  les 
plans  du  système  en  donnant  à  z  des  valeurs  différentes.  Nous  ne 
modifions  pas  ainsi  les  termes  du  second  degré  en  x  et  y.  Donc  les 
coniques  d'intersection  sont  semblables. 


Ellipsoïde. 

339.    Propriétés    générales    de    la   surface.    Sections 
planes. 

Etudions  les  propriétés  générales  de  la  surface  (fig.  216)  : 

E==|+|r  +  ^-l=0  (1) 

Nous  posons     a  >>  j&  >>  c. 

L'origine  est  centre  de  symétrie;  les  plans  de  coordonnées  II,  II', 
n",  sont  plans  de  symétrie  ;  les  axes  sont  axes  binaires  de  symétrie. 
Ces  propositions  résultent  de  ce  que  x^  y,  z,  intervenant  seulement 
par  leurs  carrés,  on  peut  remplacer  les  valeurs  d'une,  de  deux,  ou 
des  trois  coordonnées  par  les  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires sans  que  l'équation  cesse  d'être  satisfaite. 

La  symétrie  de  Fellipsoïde  est  donc  représentée  par  le  symbole   : 

L„  L,',  w,  G,  n,  n-,  n". 
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Pour  que  les  éléments  de  symétrie  soient  plus  nombreux,  il  faut 

que  l'ellipsoïde  devienne   de   révolution   autour  de  l'un  des  axes,  qui 

est  alors  d'ordre  infini.   Tous  les  plans  qui  passent  par  lui  sont  de 

symétrie  ;  toutes  les  droites  menées  par  le  centre  perpendiculairement 

^  à  lui,  sont  axes  binaires  de 

symétrie. 

Si  l'ellipsoïde  est  de  révo- 
lution autour  de  deux  droites, 
il  Test  autour  d'une  infinité  : 
c'est  une  sphère. 

L'intersection  de  Tellip- 
soïde  par  un  plan  P  quel- 
conque est  une  ellipse, 
puisque  c'est  une  conique 
(§  338)  qui  n'a  pas  de  points 
h  l'infini. 

Si  le  plan  P  est  normal  à 
l'un  des  plans  II  de  symé- 
trie, la  symétrie  exige  que 
l'un  des  axes  de  l'ellipse 
soit  dans  ce  plan  II  ;  par 
suite,  l'autre  se  trouve  dans  le  plan  de  symétrie  H'  normal  à  II. 

Si  le  plan  P  passe  par  l'un  des  axes  L  (qui  est  axe  binaire  pour 
la  surface),  L  est  Taxe  de  la  conique  d'intersection  ;  car  il  est  axe 
binaire  pour  cette  conique. 

Tout  plan  passant  par  le  grand  axe  (^de  longueur  a)  donne  des 
ellipses  allongées  suivant  cet  axe.  Tout  plan  passant  par  le  petit 
axe  (de  longueur  c)  donne  des  ellipses  aplaties  suivant  cet  axe. 

Etudions  de  plus  près  les  sections  par  les  plans  passant  par  l'axe 
moven. 


FIg.  216. 


340.  Sections  circulaires. 

Puisque  les  sections  par  des  plans  parallèles  sont  semblables,  pour 
déterminer  s'il  existe  des  sections  circulaires,  limitons-nous  aux  sec- 
tions par  des  plans  passant  par  le  centre  0. 

Soit  r  le  rayon  du  cercle  d'intersection  dont  l'existence  est  suppo- 
sée. Il  est  sur  sa  sphère  : 

^'+,v'+=^-'-^      s  =  |:  +  ^+i^-i=o. 

Par  hypothèse,  il  est  aussi  sur  l'ellipsoïde  : 

E=-^  +  -^-;+-f:  -1=0. 


Tout  système  de  valeurs  x  ^  y ,  z,  qui  annule  simultanément  S  et 
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E,  annule   S  —  E    (Gonf.  §  88).   Donc  le  cercle  cherché  est  aussi  sur 
le  cône  : 


c=.('_J,)+,.{i-i 


=4-^1=». 


Par  hypothèse,  il  est  sur  un  plan  (d'intersection).  Donc  le  cône 
G  doit  se  décomposer  en  deux  plans  ;  par  suite,  il  faut  que  le  coeffi- 
cient de  l'une  des  variables  s'annule,  autrement  dit  que  les  plans  qui 
donnent  des  cercles  (il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'ils  sont  deux ,  à 
les  supposer  réels)  passent  par  l'un  des  axes.  D'après  le  paragraphe 
précédent,  ce  ne  peut  être  que  par  l'axe  moyen. 

Faisons  donc     r=^h\    il  vient  : 

tffi 


^V- 


Les  sections  circulaires  forment  donc  deux  systèmes  de  plans, 
parallèles  aux  plans  P^P»,  que  nous  venons  de  déterminer.  Geux-ci 
passent  par  Taxe  moyen  de  l'ellipsoïde  et  respectivement  par  deux 
droites  OA,  OA',  de  longueur  i>,  situées  dans  le  plan  icOs  et  symé- 
triques par  rapport  à  0^. 

Supposons  que  le  plan  d'intersection  parallèle  à  P^  s'éloigne  du 
centre.  Pour  une  certaine  position,  il  est  tangent  à  la  surface  :  un  peu 
avant,  il  la  coupe  suivant  un  cercle  infiniment  petit.  Les  points  de 
contact  jouissant  de  ces  propriétés  s'appellent  ombilics  (§  460). 
L'ellipsoïde  a  donc  quatre  ombilics  réels. 

341.  Plans  diamétraux  et  diamètres. 
1"".  —  Goupons  l'ellipsoïde  par  la  droite  : 

l  m  n      '  ^  ' 

Déterminons  le  milieu  de  la  corde  d'intersection.  Eliminons  x  et  y 
entre  (1)  et  l'équation  de  l'ellipsoïde     E  =  0. 

Nous  obtenons  une  équation  du  second  degré  en  z  : 

Les  racines  z^  et  z^^  de  cette  équation  correspondent  aux  extrémi- 
tés de  la  corde.  Le  :;  du  point  milieu  est     {z^-\- z^)  :  2. 
Ceci  posé,  soit  l'équation  : 

A2^  +  B2-f  G  =  0;         on  a  (§  41)  : 

^4^=— 2X'         2A.  +  B^0. 
Appliquons  ce  résultat  à  lequation  (2)  ;  on  trouve  la  condition  : 

7?^+-;?k+^)^+7i-[/'-T]+wt-^r]=^'    '^) 

qui,  jointe  aux  équations  (1),  résout  le  problème  posé. 
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^".  —  Imaginons  maintenant  que  la  droite  (1)  conserve  une  direc- 
tion invariable  (/,  m,  n,  constants),  mais  se  déplace  [p,  y,  r, 
variables).  Nous  demandons  le  lieu  des  milieux  des  cordes. 

Pour  le  trouver,  éliminons  jd,  7,  r,  entre  les  équations  (1)  et  (3). 

^        .        ,     ,.,                     ri                 Iz  rm  mz 

On  tire  de  (1):       ;>-~=-r -,       'J  -  IT  ^V  ^  ir  ' 

Multiplions  les  deux  membres  de  (3)  par  /<-.  Substituons  les  valeurs 
précédentes  ;  il  vient  : 

1}     ,     m-     .    n-\      ,      l  j       ,     m  ,  .        „ 

â,  +  -îT  +  ^  j^  +  ^  ("^  -  l-^l  +  p  (".'/  -  ntz)  =  0, 

C'est  un  plan,  passant  par  le  centre,  quon  appelle  plan  diamétral 
conjugué  de  la  direction  /,  m,  n. 

3**.  —  Inversement,  coupons  rellipsoïde  par  des  plans  parallèles  à 
(4).  Je  dis  que  les  centres  des  ellipses  ainsi  déterminées  sont  sur  la 
droite  : 

/  —   m  —  /^  '  ^^^ 

qui  sera  le  diamètre  conjuf/ué  des  jdans  dont  la  normale  a  les  cosinus 
directeurs  proportionnels  à  l  \  a^,  m  ;  />-,  n  \  c*. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  coupons  rellipsoïde  par  le  plan  : 

Ix         mi/         nz  

La  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  yOz  est  : 
/ad        am  an     \-        y»         3* 

Nous  avons  déterminé  au  §  103,  iî?'  les  coordonnées  du  centre  d'une 
conique.  Uemplavons  les  petites  lettres  par  de  grandes  pour  éviter  la 
confusion.  On  trouve  que  pour  la  conique  : 

M.v^  +  ^z-'  +  2Pijz  4-  2Qi/  +  2S.3  +  T  =  0 , 

les  coordonnées  //„  et  z^^  du  centre  sont  : 

_  NQ  —  PS  _  MS  — PQ  Zq  _  MS  — PQ 

2/0—  p._MN  '         ^"—  P^  — MX  '  y,  —  NQ  — PS  • 

Pour  démontrer  le  théorème,  il  suflit  de  calculer  M,  N,  P,  Q.  S, 
pour  la  conique  (tJ),  et  de  vérifier  qu'on  a  : 

n   _  MS  —  PQ 
m  —  NQ  — PS  • 

Ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 
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342.  Plans  conjugués  et  diamètres  conjugués. 

Nous  venons  de  définir  une  double   relation  géométrique  entre  la 
droite  : 

X         y         z  Ix        my         nz 

-7-  =  -^  =  — ,  et  le  plan  :       — ^  -k  — 7-,    4-   =  0 .        (1) 

/•".  —  Soit  un  second  système  : 

Écrivons  (jj  324,  /")  que  la  droite  (2)  est  dans  le  plan  (1 


=  0.  (2) 


lli         mm,         tiRi  __ 


Cette   condition  exprime   aussi   que  le   plan    (2)  contient  la  droite 
(1).    Donc    toutes    les  droites  d'un  plan 
ont  des  plans  conju(jués  qui  passent  par 
la  droite  conjuguée  de  ce  plan. 

^°.  —  Choisissons  d'abord  le  plan  P, 
et  déterminons   sa  droite  conjuguée  D,.                              P2 
Prenons    arbitrairement     dans    P^    une 


droite   D.,  ;    le   plan    conjugué   P.2   passe     ^^  P 

par   Dj.    Déterminons    l'intersection    D^ 

de  P2  avec   P^.   Naturellement  elle  est  à 

la  fois  dans  les  plans  P^  et  Po  ;  donc  son 

plan   conjugué  passe  par  D^   et  par  D.  ;  217 

il  est  complètement  déterminé. 

Nous  définissons  ainsi  un  trièdre  dont  chaque  arête  est  conjuguée 
du  plan  des  deux  autres,  dont  chaque  face  est  conjuguée  de  l'inter- 
section des  deux  autres. 

On  remarquera  qu'un  plan  Pi  fait  partie  d'une  infinité  de  systèmes 
de  plans  conjugués,  puisque  D.2  est  choisie  arbitrairement  parmi  les 
droites  qui  sont  dans  P,. 

De  même  une  droite  D2  fait  partie  d'une  infinité  de  systèmes  de 
diamètres  conjugués,  puisque  Pi  peut  être  choisi  arbitrairement 
parmi  les  plans  qui  passent  par  D.. 

^".  —  Rapportons  l'ellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués  ;  l'équa- 
tion prend  la  forme  :  Ax- -\- By- -\- Cz"^  =  i . 

On  le  montre  immédiatement  en  écrivant  que  l'axe  Ox ,  par 
exemple,  est  le  lieu  des  centres  des  intersections  de  l'ellipsoïde  par 
les  plans  parallèles  au  plan  conjugué  qui  est  yOz. 

343.     Plan     tangent  ;     plan     polaire.     Méthode     des 
polaires  réciproques. 

j°.  —  DifTérentions  l'équation  de  l'ellipsoïde  : 

X^       Y^       Z^  Xc/X        Yr/Y        ZdZ  _ 

a-'  +  b^  +  c^^  -~^^  a^     +     b-^    '+     c^     —^' 


^v 
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Soit  X,  Y.  Z,  les  coordonnées  du  point  de  contact  A  ;  .r,  y,  z,  les 
coordonnées  courantes.  Le  plan  tangent  a  pour  équations  équivalentes 

(§  322)  : 

X(^-X)        Y{y-Y}        Z(.-Z)  _ 
a'         -h         ^2  -^c'     ^    —  "' 

i?".  —  La  droite  qui  va  du  centre  au  point  X,  Y,  Z,  a  pour  équa- 
tions : 


(1) 


z  • 


(2) 


Comparons  l'équation  (1)  a  celle  du  plan  diamétral  conjugué  de 
la  droite  (2).  Nous  concluons  que  le  plan  tangent  en  un  point  A  est 
parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du  rayon  vecteur  OA  issu  du 
centre  qui  aboutit  en  ce  point. 

,'?".  —  Par  un   point  extérieur  B  de  coordonnées  jc^  y,  z,  menons 


/ 

Fi  g.  '218. 

des  plans  tangents   à  la   surface   (fig.    218).    Les    coordonnées     des 
points   A  de  contact  X,  Y,  Z,  doivent  satisfaire  aux  équations  : 

X.r    ,    Y^         Z3 


T  = 


E 


a'     '      D'     '     c 
X-        Y^        /J 


I  =(l,       du  plan  tangent, 


de  rellipsoïde. 


Mais  l'équation  Tr=0,  en  y  regardant  X,  Y,  Z,  comme  des  coor- 
données courantes,  est  celle  d'un  plan.  Donc  les  points  de  contact 
des  plans  tangents  qui  passent  par  le  point  B,  sont  sur  un  plan 
P  qu'on  appelle  plan  polaire  du  point  B  :  celui-ci  prend  le  nom  de 
pôle.  Le  plan  polaire  a  la  même  équation  que  le  plan  tangent. 

Tous  les  plans  tangents  qui  passent  par  \e  pôle  B  ont  pour  enveloppe 
(§  397)  un  cône  G  qu'on  appelle  cône  tangent  oucône  circonscrit. 
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4°.  —  Rien,  dans  l'équation  Tr=0,  ne  suppose  que  le  point  B  est 
extérieur  à  l'ellipsoïde.  On  définit  donc  même  le  plan  polaire  d'un 
point  par  lequel  on  ne  peut  mener  aucun  plan  tangent  réel. 

Si  le  plan  polaire  Pj  de  Bi  passe  par  B2,  réciproquement  le  plan 
polaire   P2  de  B2  passe  par   B^  (iig.  219). 

En  effet,  la  condition   est  la  même  dans  les  deux  cas  : 


a2        -|-        A2       -r 


l. 


V]g.  219. 


Considérons  un  point  E  de  l'intersection  des  plans  P^  et  P^.  Puis- 
qu'il appartient  à  la  fois 
aux  deux  plans,  son  plan 
polaire  passe  par  les 
pôles  de  ces  plans.  Donc 
il    passe    par    la    droite 

B.Bs. 

Déplaçons  le  point  E 
sur  l'intersection  des 
plans  Pi  et  Po  :  son 
plan  polaire  tourne  au- 
tour de  la  droite  B1B2 
qu'il  contient  toujours. 
La      droite      EF     s'ap  - 

pelle  droite  polaire   de    la    droite    B1B2    par    rapport    à    l'ellipsoïde 
considéré. 

Réciproquement  BjB,  est  la  droite  polaire  de  EF;  cela  signifie  que 
les  plans  polaires  de  tous  les  points  de  B,B2  passent  par  EF;  ce 
qu'on  vérifiera  aisément. 

Les  propriétés  précédentes  permettent  donc  de  conjuguer  : 

1°  un  point  à  un  plan,  une  suite  de  points  à  une  suite  de  plans  ; 
2°  inversement,  un  plan  à  un  point,  une  suite  de  plans  à  une  suite 
de  points  ;  3"  une  droite  à  une  droite ,  une  suite  de  droites  à  une 
suite  de  droites.  On  conçoit  que  tout  théorème  démontré  pour  une 
suite  de  points  entraînera  un  théorème  démontré  ipso  facto  pour  une 
suite  de  plans,  et  réciproquement.  C'est  à  ce  doublement  remarquable 
du  nombre  des  théorèmes  qu'on  donne  le  nom  de  principe  de  dualité. 

■'f.  —  Pour  fixer  les  idées,  prenons  comme  quadrique  une  sphère 
de  rayon  R.  Soit  .x,  ?/,  z,  les  coordonnées  d'un  point  B.  L'équation 
du  plan  polaire  est  : 

y^x-\-Yy^Zz  =  'R\ 


dont  la  distance  à  l'origine  D  est  (§  319,  /?°)  : 
R^ 


\J  x^  -\-  y^  -f-  z-     ' 


d'où  : 


A  .  OB  =r  R2. 
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Le  plan  polaire  du  plan  B  est  normal  à  OB  ;  le  produit  de  sa 
distance  au  centre  de  la  sphère  par  la  distance  du  pôle  au  même 
point  est  constante.  On  vérifiera  aisément  que  deux  droites  polaires 
l'une  de  l'autre  sont  normales  l'une  sur  l'autre. 


Quadriquos  honiofocales. 

344.  Définition. 

/".  —  Deux  quadriquos  sont  homofocalrs  quand  leurs  sections 
principales  ont  respectivement  les  mêmes  foyers  (î^  240). 

Les  quadriques  honiofocales  rentrent  dans  l'équation  générale  : 

où  1  est  le  paramètre  variable.  Kn  olfet,  la  distance  des  foyers  d'une 
conique  à  son  centre  est  ô<i;'d\e  à  la  dilîérence  des  carrés  des  longueurs 
des  axes.  Or,  quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  les  coniques  : 

par  exemple,  ont  mêmes  foyers,  puisque  : 

{.r-  4-  X)  —  [ir  +  a)  -=  ,r-  —  h\ 

Supposons     a'^h^c.     L'équation  (1)  représente  : 
des  ellipsoïdes,  si  ^>c  ]>  X  >>  —  c*, 

des  hyperboloïdes  à  une  nappe,  si  —  c-  >»  X  ^  —  />', 

des  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  si  — ^^'^Xl>  —  ««'. 

Le  paramètre  X  ne  peut  descendre  au-dessous  de  —  a"-. 

^2°.  —  I-cfi  trois  surfaces  honiofocales  du  même  faisceau  qui  passent 
par  un  pointy  appartiennent  respectivement  aux  trois  espèces  possibles. 

En  elîet,  ,r,  ?/,  z,  étant  donnés,  X  est  fourni  par  une  équation  du 
troisième  degré  qu'on  tire  de  (1)  en  chassant  les  dénominateurs  : 

(a«-  +  X)  {b^  +  X)  (c'-  +  X)  -  .r^  (/>^  +  X)  (c^  +  X)  -  y-  (c^  +  X)  {a-  +  X) 
-z-^{a^-  +  l){b-  +  l)^.i). 
Substituant  à  X  les  valeurs  : 

4- oc          X,          —  c-          X.j          —h-          X3          —a"' 
on  trouve  :         -}-  0  —  0  -f-  0  

pourries  signes  du  premier  membre.  Donc  X,  convient  à  un  ellipsoïde, 
Xj  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  X3  à  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes  disposés  comme  dans  la  lig.  213,  d'après  l'hypothèse  a^by>c. 
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345.    Deux   surfaces  homofocales  se  coupent  partout 
à  angle  droit. 

/^  —  Deux  surfaces  se  coupent  à  angle  droit  en  un  point  A 
de  leur  courbe  d'intersection,  quand  les  plans  tangents  au  point  A 
sont  normaux,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  les  normales  au 
point  A  sont  rectangulaires. 

Le  plan  tangent  en  un  point  X,  Y,  Z,  de  la  surface  (1)  a  pour  équa- 

tion  (§  343)  :  -f^  +  J^  +  ^/^j  =  1 . 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à  : 

X  Y  ^ 

ci^  +  X  '  i>'  +  A  '  c^  +  X  ■ 

Donnons  à  A  deux  valeurs  égales  à  deux  des  racines  a^,  Xa,  Xg,  de 
l'équation  qui  exprime  que  les  quadriques  passent  par  le  point  X,  Y, 
Z.  Ecrivons  que  les  deux  normales  aux  surfaces  ainsi  déterminées 
sont  rectangulaires  (§  316)  : 

X^  Y-  Z^ 

[a-  +  li)  (a«  +  -aJ  +  -(i'  + X,y(Ar4.T,y  +  (C  +  )-)  (?"+  X,)  =  ^-      (''  ) 


Mais  nous  avons 


X^  Y^  Z^ 

+  7^jrv-=i,  (2) 


a^  +  Xi  "T"  />^  +  Xi    •"  c2  +  Xi 
__X^      ,        Y^_   ,   _Z^ 

a^ + x;  "^  A^ + X2  '^  c^+ x; — ^  •  ^^^ 

Retranchons  (2)  et  (3)   membre  à  membre  ;   nous  retrouvons  (1). 

^°.  —  Gomme  cas  particulier,  nous  avons  le  théorème  du  §  240. 
Pour  X  =  —  C-,  la  surface  qui  est  à  volonté  un  ellipsoïde  ou  un 
hyperholoïdc  à  une  nappe  évanouissants,  se  réduit  à  tout  le  plan 
jz  =  0.  Pour  X  =  —  />^,  la  surface  qui  est  à  volonté  l'un  ou  l'autre 
hyperboloïde  se  réduit  à  tout  le  plan  ?/  =  0.  Enfin,  pour  X  =  —  a^, 
l'hyperboloïde  à  deux  nappes  se  confond  avec  le  plan  x^i^O.  Les 
autres  valeurs  de  X  sont  fournies  par  une  équation  du  second  degré. 

S".  —  Coordonnées  elliptiques. 

Un  point  quelconque  de  l'espace  peut  être  défini  par  les  paramètres 
^1)  \i  Xg,  qui  constituent  ce  qu'on  appelle  les  coordonnées  elliptiques 
du  point.  Les  valeurs  o?^,  y~,Z",  correspondantes,  s'en  déduisent  par 
trois  équations  du  premier  degré  de  la  forme  (2). 

Ces  coordonnées  sont  employées  dans  un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes des  théories  de  l'Élasticité,  de  la  Conductibilité  électrique  ou 
calorifique. 
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CHAPITRE   XVII 
CORRESPONDANCE  POINT  PAR  POINT 


Homogniphio  linôaire  o\  involiition. 

346.    Correspondance   homographique  des   points  de 
deux  droites. 

i".  —  Prenons  une  origine  sur  chacune  des  droites  D,  D'  (iig.  220)  : 
O  pour  la  première,  0'  pour  la  seconde.  Appelons  ;r,  .r',  les  distances 


Pig.  22t>. 

respectives  des  points  P,  P  ,  aux  origines  correspondantes,  distances 
comptées  positivement  dans  un  sens,  négativement  en  sens  contraire. 
On  dit  que  les  points  P,  P',  des  deux  droites  sont  conjugués  homo- 
graphique ment,  quand  on  a  : 

A^^'  +  B.r  -f  Cj'  4-0  =  0,  (1  ) 

où  A,  B,  G,  D,  sont  des  constantes. 

Le  point  P  étant  donné  par  sa  distance  (DP  =  jr),  à  l'origine  0, 
Téquation  (1)  linéaire  en  x  fournit  une  valeur  de  .r'  et  une  seule. 
Elle  détermine  sans  ambiguïté  le  point  P'  conjugué  de  P.  Inverse- 
ment, si  P'  est  donné,  l'équation  (1)  fournit  le  point  P  conjugué. 

^''.  —  Choisissons  pour  nouvelles  origines  A  et  A  deux  points 
conjugués  définis  par  les  distances  a  et  a'  aux  origines  0  et  0  . 
Posons  donc  : 

/f=^x  —  a,  if  =:zx — a. 


I 
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Transportons  dans  (1),  il  vient  : 

Kyy'  +  (B  —  Ka')y  +  (G  —  Aa)^'  +  Aaa'+  Ba  +  Ca'  +  D  z==  0, 
qui  se  réduit  à  : 

Aj/2/'  +  (B-Aa)2/  +  (G-A3)2/'  =  0,  (2) 

en  vertu  de  l'hypothèse  que    A   et  A'   sont  conjugués. 
Ce  résultat  était  à  prévoir,  puisqu'on  doit  trouver  : 

î/  n=  0     pour     y'  =  0. 
Divisons  par  Ayi/'  ;  réquation  (2)  prend  la  forme  : 

y      y 

Aa  —  C             ^,       Aa'  — B 
en  posant  :  /  = ,         /  = ^        . 

J".  —  Si  l«es  points  de  la  droite  D  sont  conjugués  homographique- 
ment,  d'une  part  des  points  de  la  droite  D',  de  l'autre  des  points  de 
la  droite  D",  les  points  de  D'  et  de  D"  sont  eux-mêmes  conjugués 
homographiquement.  En  effet,  par  un  choix  convenable  des  origines, 
nos  hypothèses  s'expriment  par  les  relations  : 

^+4^1,        ^  +  4^1. 

y   \   y  y^  y 

D'où:  lC-4^  =  9-/, 

y        y       ^     ^' 

qui  renferme  la  proposition  énoncée. 

347.  Foyers. 

/°.  —  On  appelle  foyer  de  la  droite  D  le  point  F  de  cette  droite 
qui  correspond  à  l'infini  sur  la  droite  D'  ;  inversement ,  le  foyer  de  la 
droite  D'  est  le  point  F'  qui  correspond  à  Finfini  sur  la  droite  D. 

Faisons  successivement     ic'  =  oc,     a?=r:oc,     dans  l'équation  : 

-  +  ^=\\  (3) 


il  vient  :  AF^/",  A:¥'  =  f'. 

^.  —  Foyers  comme  origines. 

Faisons  :  x=z'^-\-f^  x'  =  ^-\-f'. 

Il  vient  l'équation  :  ^^' =r  ff ,  (4) 

Pour  ^  =  0,  on  a  ç=qc,  et  inversement. 

S°.  —  En  définitive^  la  correspondance  homographique  des  points 
des  droites  D  et  D'  est  complètement  déterminée  quand  on  se  donne 
les  foyers  F  et  F'  et  la  constante  ff.  A  deux  valeurs  égales  et 
de  signes  contraires  de  ç ,  correspondent  deux  valeur  égales  et  des 
signes  contraires  de  $'.  Changer  le  signe  de  ff  revient  à  changer 
sur  l'une  des  droites  le  sens  dans  lequel  on  compte  positivement 
les  distances  aux  foyers. 
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348.  Systèmes  afocaux. 

Il  peut  arriver  que  la  constante  A  des  équations  (1)  et  (2)  soit 
nulle.  La  forme  (3)  devient  illusoire.  Prenons  deux  points  correspon- 
dants pour  origines  ;  la  relation  homographique  (1)  se  réduit  à  : 

x  =  kx'. 

Les  points  de  l'infini  sur  les  deux  droites  se  correspondent  ;  autre- 
ment dit,  les  foyers  sont  à  l'infini. 

Le  système  des  points  conjugués  est  dit  afocal. 

Superposons  les   droites  1)  et  D'    confondues,    et  faisons  coïncider 

les  points  conjugués  0,  0',  que 
nous  avons  pris  pour  origines. 
Nous  pouvons  construire  aisément 
un  nombre  quelconque  de  points 
conjugués  (fig.  220  his). 

Kn  effet,  menons  par  0  une 
perpendiculaire  à  la  droite  D. 
Prenons  dessus  deux  points  S 
et  A  tels  que  les  distances  SA 
et  SU  soient  dans  le  rapport  1  \  k. 
Knfin  menons  par  A  une  parallèle 
à  I).  Pour  trouver  le  point  P  con- 
~  jugué  du  point  P',  traçons  P'B 
parallèle  à  SO,  joignons  SB  et 
prolongeons  jusqu'à  la  rencontre 
avec  D. 

La    figure    permet    de    discuter 
aisément  la   relation  : 

tga  =  Atga', 

qu'on  rencontre  souvent  en  Phy- 
sique. Pour  de  petites  valeurs  de  a 
et  de  a,  la  droite  SP  tourne  k  fois  plus  vite  que  SP'.  Les  deux 
droites  tournent  avec  la  même  vitesse  pour  des  angles  a  et  a'  com- 
plémentaires donnés  par  les  formules  : 

tga=r\//c,  tga'  =  l:v/f- 

Enfin  pour  des  angles  voisins  de  r  ;  2,  c'est  SP'  qui  tourne  A*  fois 
plus  vite  que  SP. 

349.  Droites  D  et  D'  superposées;  points  doubles. 

/".  —  Superposons  les  droites  D  et  D  .  Le  système  des  points  con- 
jugués est  complètement  défini  si  l'on  donne  la  distance  FF'=2A. 
la  constante  //',  enfin  les  sens  dans  lesquels  on  compte  positivement 
^   et  ^'.  Admettons  que  c'est  vers  la  droite  pour  les  deux  divisions 


Fig.  220  6is. 
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Un  point  Di  quelconque  esta  une  distance  (fig.  221)  : 

?     de     F,         ?  — 2A     de     F'. 

â°.  —  Ecrivons  qu'il  coïncide  avec    son  conjugué,    qu'il  est  point 
double.  Il  faut  poser  : 

Nous  aurions  pu  écrire  : 


ï  =  ?'  +  2A,         ;'(?'  +  2A)  =  /■/',        ?'  =  -  A  ±  VA'  +  /r  • 


On  détermine  ainsi  deux  points  D^  et  D.2;  réels,  ils  sont  symé- 
triquement placés  par  rapport  à  F  et  à  F'. 

S""-  —  Cherchons   à  quelle  condition  les  points  doubles  sont  réels. 

Dans  les  deux  systèmes  de  points,  prenons  les  conjugués  N'  et  N 
du  milieu  M  de  FF'  .  La  distance  5'=:F'N'  est  donnée  par  la 
formule  : 

S=A,         ?A  =  /•/'. 

La  distance     ^=FN,     est  donnée  par  la  formule  : 


Vérifions  qu'on  a  :         MD/=:MF'  .  MN'  . 


MD,  =FU,  — A  =i:  +  VA^ +  /•/',         MF'=rA, 


MN'  =  MF'  +  F'N'  =  A  +  ^'  ; 


[VA^^  +  //"p-A(A  +  ?')  =  A^^  +  /-r. 

Donc  on  obtient  les  points  doubles  en  traçant  une  circonférence 
sur  F'N'  comme  diamètre,  en  menant  la  tangente  par  le  point  M,  enfin 
en  décrivant  de  ce  point  M  comme  centre  la  circonférence  qui  passe  par 
le  point  de  tangence.  Pour  que  les  points  doubles  soient  réels,  il  faut 
donc  que  N'  et  F'  soient  du  même  côté  de  M,  ou,  ce  qui  est  con- 
nexe, que  la  même  condition  soit  réalisée  pour  N  et  F. 

350.    Établissement  d'une  correspondance    homogra- 
phique. 

Une  droite  qui  passe  par  un  point   fixe   G,  coupe  deux  droites  D 
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et  D'  en  des  points  qui  sont  conjugués  horac^raphiquement  (6g.  222). 
Prenons  les  droites  D,  D',   comme   axes  de  coordonnées   obliques 
(§  315).  Soit  : 

l'équation  d'une  droite  CAA'  qui  passe  par  le  point  G     [xq,  y^). 

On  a  pour  coordonnées  : 
de  l'intersection  A     avec  D 

A'    avec  D' 


Kig.  222. 

Eliminons  a  entre  les   équations  : 

"^^  =  .Vo  —  '^'o.       >^  ~ -ro  —  //o  :  '■' . 

Il  vient  :  W^  -\-  y"=  l. 

On  pouvait  prévoir  cette  forme  :  les  foyers  F  et  F'  sont  obtenus  en 
menant  par  G  des  parallèles  aux  droites  D  et  D'. 
Leurs  coordonnées  sont  donc  : 

pour  F  :     .r  =  0,      Y  =  ?/y;        pour  F'  :     //=0,     X  =  iro. 

Rabattons  la  droite  D  sur  la  droite  D'.  Les  points  doubles  sont 
Di  et  Do.  Pour  obtenir  D'.^ ,  menons  la  bissectrice  D,S  et  abaissons 
sur  elle  une  perpendiculaire  du  point  G.  On  a  DiD^^DjD'a  '.  les 
points  conjugués  D.j  et  D',  se  superposent  donc  après  le  rabattement. 

Remarque. 

On  réalise  bien  ainsi  une  correspondance  homographique  sur  les 
droites  D  et  D'^  la  plus  générale  possible  par  rapport  aux  droites 
considérées  indépendamment  de  leur  situation  dans  le  pian,  mais 
non  la  plus  générale  par  ntpport  au  plan.  Pour  obtenir  une  cor- 
respondance plus  générale,  on  fera  glisser  arbitrairement  une  des 
droites  sur  elle-même,  de  sorte  que  le  point  d'intersection  des  deux 
droites,  considéré  comme  appartenant  à  l'une  d'elles,  ne  soit  plus  son 
propre  conjugué  sur  l'autre. 
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351.  Rotation  d'un  angle  constant  autour  de  son  som- 
met. 

Quand  on  a  fait  tourner  autour  du  sommet  C  un  angle  constant  6, 
ses  côtés  déterminent  sur  une  droite  D  deux  divisions  homographiques. 

Prenons  des  axes  rectangulaires 
passant  pi^ir  le  point  G  ;  C^  est 
parallèle  à  D.  Soit  BGB'  une  po- 
sition de  l'angle  ;  écrivons  que 
BGB'  est  égal  à  0.  On  a  : 

tga— tga    . 


y  -=0B  =r.rotga, 


2/'  =  OB'=:rotga'; 

yy'  +  [y' — y  )  ^0  coigf)  -\-  xi  =  (^. 

Les  points  doubles  des  divisions 
homographiques  sont  imaginaires. 

En  effet,  posons  y  =  y' \  il 
reste  : 

y^J^xl  =  {),       y  :  XQ=z±i. 

Réciproquement,    pour     qu'on 
puisse  considérer  les  divisions  ho- 
mographiques   comme     obtenues 
par  la  rotation  d'un  angle  constant,  il  faut  que  les  points  doubles 
soient  imaginaires. 

352.  Involution. 

/".  —  Les  divisions  homographiques  de  deux  droites  superposées 
sont  en  involution,  lorsque  les  foyers  coïncident  :  A  =  0  (§  349). 
Les  distances  ç,  ;',   de  la  formule  : 

;?  =  /•/', 

ont  alors  même  origine.  11  résulte  de  là  qu'un  point  P  considéré  suc- 
cessivement comme  appartenant  aux  deux  droites  superposées  D  et 
D',  a  dans  les  deux  cas  le   même   conjugué. 

Dans  le  cas  général,  s'il  appartient  à  la  droite  D^  on  a  : 

FP'.KPy  =/-/'; 

s'il  appartient  à  la  droite  D',  on  a  : 

FPr.  FT  =/•/•'. 

Nous  définissons  ainsi  généralement  deux  points  différents  P'^  et  F^. 
Ils  ne  sont  confondus  que  si  F  coïncide  avec  F'  ;  on  a  alors  : 

FF 


F'P 


FP,  r=F'P;==rFP;  . 
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S''.  —  Construction  des  deux  systèmes  de  points. 

Soit  A  et  A',  B  et  B',  quatre  points  deux  à  deux  correspondants  : 
menons  par  un  point  P  deux  circonférences  passant  respectivement 
par  ces  points.  Elles  se  coupent  en  Q.  Joignons  P  et  Q  ;  la  droite  PQ 
détermine  sur  D  le  point  F  qui  est  le  foyer  de  Vinvolut'ion.  En  elîet, 
d'après  les  propriétés  des  sécantes  et  tangentes  au  cercle  (j^  327),  on  a  : 

KA^  .  FÂ'^=  FB  .  Fir=  FT  *. 

Donc  D,  et  D.  sont  les  points  doubles.  Ils  sont  imaginaires 
si    P  et   Q   sont   de  part   et  d'autre  de  la  droite  D. 

,9".  —  Elevons  une   perpendiculaire  à  la  droite  D  au  point  F.  Joi- 


Flg.  224. 

gnons  un  de  ses  points  à  deux  points  conjugués  quelconques  de  l'in- 
volution.  Les  droites  ainsi  obtenues  font  avec  elles  des  angles  a  et  a 
satisfaisant  à  Téquation  : 

tga  .  tga'  =  Constante.  (\) 

Nous  savons  (j^  120)  qu'ainsi  sont  reliées  entre  elles  les  pentes 
des  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  et ,  au  signe  de  la  constante 
près,  ceux  de  l'ellipse. 

Grâce  à  l'involution,  nous  pouvons  discuter  aisément  la  manière 
dont  tournent,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  deux  droites  dont  les 
pentes  sont  liées  par  la  condition  (1). 

353.  Remarque  sur  Thomographie  et  Tinvolution. 

/".  —  Il  résulte  de  la  construction  du  i;^  o")!)  que,  pour  déterminer 
une  correspondance  homographique,  il  faut  connaître  les  homologues 
sur  D'  de  trois  points  donnés  sur  D.  On  en  amène  un  groupe  en 
coïncidence  ;  les  deux  autres  groupes  déterminent  deux  droites  qui 
par  leur  intersection  donnent  le  point  C.  D'où  ensuite  un  nombre 
quelconque  de  groupes  de  points  homologues. 

Pour  fixer  la  correspondance  homographique,  il  revient  au  même 
de  choisir  un  foyer  sur  chaque  droite  et  d'imposer   la  constante  ff  . 
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Les  points  doubles  sont  accessoires  ;  ils  existent  par  ce  qu'on  super- 
pose les  droites  ;  leurs  positions  et  leur  réalité  même  tiennent  aux 
positions  relatives  des  foyers  lors  de  la  suj)erposition. 

Une  correspondance  homographique  établie  entre  deux  droites  D 
et  D'  possède  donc  à  volonté  des  points  doubles  réels  ou  imaginaires  ; 
en  particulier,  elle  peut  devenir  une  involution.  Etablissons,  par  le 
procédé  du  §  350,  une  correspondance  homographique  à  partir  de 
trois  points  pris  sur  D  et  de  leurs  homologues  donnés  sur  D'  ;  super- 
posons les  droites  D  et  D'  en  ayant  soin  de  faire  coïncider  les 
foyers  ;  nous  avons  une  involution. 

^°.  —  Nous  savons  (§  351)  qu'une  correspondance  homographique 
à  points  doubles  imaginaires  sur  deux  droites  D  et  D'  superposées, 
peut  être  établie  par  la  rotation  d'un  angle  constant  tournant  autour 
de  son  sommet.  Le  procédé  s'applique  donc  à  toute  correspondance 
homographique,  puisque,  pour  rétablir  la  réalité  des  points  doubles,  il 
suffît  de  faire  glisser  les  droites  l'une  par  rapport  à  l'autre,  au  besoin 
d'en  faire  tourner  une  de  180°  autour  de  son  foyer. 

Lorsqu'on  fait  coïncider  les  foyers,  l'angle  constant  devient  droit  : 
ce  qui  est  évident  d'après  la  ligure  223.  Le  procédé  s'applique  à 
toute  correspondance  homographique.  Au  besoin,  pour  rendre  les 
points  doubles  imaginaires,  on  fera  tourner  l'une  des  droites  de  180*" 
autour  du  foyer  commun. 

S""'  —  Nous  avons  vu  que  toute  correspondance  homographique  peut 
se  mettre  sous  la  forme  : 

-+^=1,  (1) 

les  origines  étant  deux  points  conjugués  quelconques  ;  f  et  f  sont  les 
distances  de  ces  points  aux  foyers  correspondants. 
On  peut  toujours  ramener  cette  équation  à  la  forme  : 

1  .  J._l. 

il  suffit  de  prendre  des  sens  positifs  convenables  et  de  choisir  pour 
origines  les  points  conjugués  qui  sont  à  la  même  distance  /  des  foyers. 
Il  en  existe  évidemment  toujours  deux  réels ,  en  vertu  de  la  rela- 
tion :  ^Ç'  =  constante. 

Suivant  le  signe  de  la  constante,  ils  sont  du  même  côté  des  foyers 
ou  de  côtés  opposés  ;  mais  cela  n'a  pas  d'importance.  Sous  ce  rap- 
port, aucune  simplification  ne  s'introduit  dans  le  cas  de  l'involution  : 
l'égalité  des  constantes  de  la  forme  (1)  ne  se  produit  que  pour  un 
choix  convenable  des  points  correspondants  origines. 

354.  Rapport  anharmonique ,  rapport  harmonique. 

On  présente  souvent  les  notions  précédentes  sous  une  forme  qu'il 
est  utile  de  connaître. 


4X 
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rapport  (fig.  225) 


û  = 


0) 


(à) 


Il  est   facile  de   voir  ( 


|ue 


Fig.  22.^. 


i*.  —  Rapports  anharmoî«(>ues. 

On  appelle   rapport  Hnhdrmonigue   de  quatre  points  A,B,C,D,  le 

ÂC  .  BC 
AD  *  BD  ■ 

On  appelle  rapport  anharmoique  de   quatre    droites   concourantes 

a,  g,  "^,5,  le  rapport  : 

&in(aY)   -   ^LiËl) 

'^*~~  sin(ae)   •    sin(^S  * 

ces  rapports  sont  égaux  si  les  droites 
a,^,Y,à,  passent  par 
les  points  A. B,C,D, 
quel  que  soit  le 
point  de  concours  S. 

Kn  effet,  les  tri- 
angles de  sommet  S 
qui  ont  même  hau- 
teur p^  ont  des  aires 
proportionnelles  à 
leurs  bases. 

On    a     de    plus 

(S  ^S)  : 

tieux  fois  Taire  du  triangle  SA(]  ^=:  ;ic  si n  (arvi,     A  ainsi  de  suite. 
Substituons  dans  (l)  les  aires  aux  bases  correspondantes;  i!  ^^ent  : 

AC  ,   BG  ac  sin(aY)   .  ^>c'sin(PY)  sin(aY)  .  •''^^  (Pï) 

AD  *  BD        ''^(f  sin  {oLz)  '  />V/~sinTpt}        si'n  (a$)   *  sin  (pa)  * 

Il  résulte  de  cette  équation  que  le  rapport  anharmonique  déterminé 
par  quatre  droites  a,  ^,  y,  ^,  sur  une  transversale  ACdU),  est  cons- 
tant et  indépendant  de  la  transversale  choisie. 

î^".  —  Quand  deux  systèmes  de  points  sont  cMtnjiigues  h<>nn»gr;iphi- 
([uement,  le  rapport  anharnioiiicjue  de  (juatre  points  du  premier  .sys- 
tème est  égal  au  rapport  anharmoni((ue  des  conjugués  dans  le  second. 

Pour  démontrer  commodément  cette  proposition,  on  prendra  les 
foyers  pour  origines  (g  347). 

,f\  —  Réciproquement,  soit  trois  points  fixes  sur  une  droite  D,  et 
trois  points  conjugués  sur  une  droite  D'.  Conjuguons  deux  points 
mobiles  P  et  P'  de  manière  (jue  les  rapports  anharmoniques  des 
quatre  points  (trois  fixes,  un  mobile)  pris  sur  chaque  droite  soient 
égaux  entre  eux  pour  toutes  les  positions  de  P  et  P'  (ce  qui  ne 
signifie  pas  qu'ils  restent  invariables)  :  les  points  P  et  P'  sont  conju- 
gués homographicjuement. 

"/".   RAPPORT  HARMOXIQCE. 

Le  rapport  anharmonique  devient  harmonique  lorsqu'il  est  égal 
à  —  l  ({^  86). 
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Soit  A  et  B  deux  points  fixes  sur  une  droite  ;  conjuguons  deux  autres 
points  G  et  D  mobiles  de  manière  que  le  rapport  soit  constamnient 
harmonique;  nous  obtenons  une  involution  dont  A  et  B  sont  les 
points  doubles. 

355.  Théorème  sur  les  transversales. 

Nous  démontrerons  ici  un  théorème  célèbre  reliant  les  segments  que 
détermine  une  transversale  sur  les  côtés  d'un  triangle.  On  a  : 

AA  .  B^.  Ga  =  Â^.  B^  .  CL 

En  effet. 


(^: 


dans  les  triangles 


Abc,  Bca,  Cab  (§  67)  : 


Ab 


sin 


r 


sm  8 


Bc 
B^ 


sm  CL 

sin  Y 


Ça 
CE 


sin  Q 


sm  a 


angles 


puisque  les 
supplémentaires  ont 
même  sinus.  Multi- 
plions membre  à 
membre  ces  trois 
équations;  il  reste  la 
relation  (I). 

Ce  théorème  est 
utilisé  pour  démon- 
trer que  trois  points 
<i,  b,  c,  sont  en  ligne 
droite.  Les  segments 
qu'ils  déterminent  sur  trois  droites  non  concourantes  doivent  satis- 
faire à  la  relation  fi). 


Fig.  226. 


Homographie  dans  le  plan,  homologie, 


356.  Homographie  dans  le  plan. 

/°.  —  On  dit  que  les  points   de  deux  plans  P  et  P'  se  correspon- 
dent homographiquement  quand  les  coordonnées  .r,  î/,  du  point  A  de 


P,  sont  reliées  aux  cordonnées  x' , 
les  formules  : 


y'j  du  point  conjugué  A'  de  P'  par 


ax 


1 


ty'+d    ' 

A  la  différence  près  ([u'elles  renferment  deux  variables,  elles  sont 
de  la  forme  de  l'équation  (1)  du  §  346.  Résolues  par  rapport  à  a?  et  à 
y,  elles  sont  encore  de  la  même  forme  :  les  seconds  membres  sont 
respectivement  les  quotients  de  deux  fonctions  linéaires,  le  dénomi- 
nateur étant  le  même  pour  les  deux  quotients. 
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^°.  —  A  une  droite  de  P  correspond  une  droite  de  P',  et  inverse- 
ment. Soit  en  effet  : 

une  droite  de  P'.  Substituons  k  x'  et  h  y'  leurs  valeurs  (1).  Grâce  à 
l'identité  des  dénominateurs ,  on  obtient  une  fonction  linéaire  en 
X  et  y. 

3^.  —  A  toutes  les  droites  (|ui  passent  par  le  point  A  de  P ,  cor- 
respondent dans  P'  des  droites  qui  passent  par  le  point  A'  conjugué 
de  A.  D'où  résulte  ({u'à  des  droites  parallèles  de  P  (droites  se  cou- 
pant en  un  point  à  l'infini  d.tns  P)  correspondent  dans  P'  des  droites 
passant  par  un  point  qui  n'est  généralement  pas  à  l'infini,  comme 
nous  le  verrons. 

•^".  —  A  une  coiii(|ue  dans  P  correspond  une  conique  dans  P' ,  et 
inversement. 

Hemauùue.  —  Les  axes  de  coordonnées  dans  P  et  P'  ne  sont  pas 
nécessairement  rectangulaires.  Obliques,  rien  ne  suppose  qu'ils  font 
le  même  angle. 

357.  Propriétés  de  la  correspondance  homographique. 
/".  —  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  dans  P  ,  les  droites  con- 
juguées des  axes  de  coordonnées  dans  P  ;  les  origines  0  et  0'  sont 
évidemment  conjuguées.  Les  équations  se  simplifient  ;  il  faut  en 
effet  qu'à  la  droite  ir  =  0,  corresponde  identicjuement  la  droite 
x'  =  0;  de  même  (juà  la  droite  y=z{),  corresponde  identique- 
ment la  droite     y'=zO. 

Les  équations  prennent  la  Forme  : 

, OCX  , {iy    

^  —  ax  +  by  +  (/  '     -^  —  a.r-4-  by-\-d  ' 

Résolvons  par  rapport  à  j"  et  à  y  : 

d^x doçy^ 

^~~  a^x' -f  ahy'  —  a -i  '  .'/  —  —  a^x'  +  ocby'  —  a?  ' ' 

Posons  :         p=z-^  ^         p  =  '7  ;  il  vient  :         /)  :=      p. 

^".  —  Aux  points  de  la  droite  :    ^t  =  ,}./• -|- />//-)- </==0, 
du  plan  P  correspondent  les  points  de  l'infini  du  plan  P'. 
Aux  points  de  la  droite  :     $'  r=  a^r'  -|-  ocby'  —  a^  =  (), 

du  plan  P'  correspondent  les  points  de  l'infini  du  plan  P. 

La  correspondance  homographique  générale  n'a  pas  grand  intérêt  ; 
bornons-nous  à  en  étudier  des  cas  particuliers. 

358.  Homologie. 

/".  —  \J homologie  en  est  un.  On  supi)ose  qu'il  existe  deux  sys- 
tèmes conjugués   d'axes  de   coordonnées,  faisant    le  même  angle  (ce 
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qui   ne   change   pas   la    forme    des    relations)  ;    on    suppose   de    plus 
a  =  g,  d'où  :      p=zp'.     Les  équations  deviennent  : 

,  X  ,  y 


ax-\-  by  -\-d  ' 


ax-\-  by  -\-d.    ' 


car  nous  pouvons  poser     a  =  P=  1,     sans  diminuer  la  généralité  de 
la  solution.  Corrélativement  : 


dx' 
ax'  -\-  by'  —  1 


y 


_  dy' 

a:jc'-\-by'  —  \ 


Les  points  conjugués  des  plans  P  et  P',  appliqués  l'un  sur  l'autre 
de  manière  à  faire  coïncider  les  axes,  sont  simultanément  en  ligne 
droite  avec  le  point  qui  nous  sert  d'origine  des  coordonnées. 

i^°.  —  Droites  de  l'infini  ;  axe  d'homologie. 

Les  points  du  plan  P'  qui  sont  à  l'infini,  correspondent  dans  le 
plan  P  à  la  droite  <I>  : 

ax -\- by  -\- d  ::=  0 . 

Les  points  du  plan  P  qui  sont  à  l'infini,  correspondent  dans  le 
plan  P'  à  la  droite  4>'  parallèle  à  <ï>  : 

ax'  -\-  by'  —  1=0. 

Les  points  conjugués  qui  coïncident,  sont  définis  par  les  rela- 
tion :  x  =  x\         yz=y'.  Ils  sont  donc  sur  la  droite  H  : 

ax^by-\-d—\=0, 

qu'on  appelle  axe  d'homologie.    Les  droites  $,$',H,  sont  parallèles. 
Elles  sont  disposées 

/  /D' 

(7] 


de    manière     qu'on 
ait  (fig.  227)  : 


OF  +  OP  r=  O'O  , 
OFr=Fr,  . 

359.    Pro 
priétés    de    Taxe 
d'homologie. 

/".  —  Une  cor- 
respondance homo- 
logique  est  définie 
par  les  trois  droites 
$,<!>', H,  etlepointO. 
Soit  donnée  une 
droite  D  ;  on  de- 
mande de    construire    sa    conjuguée    D'    (fig.     227). 

D  rencontre  la  droite  ^ï>  au  point   B.   Menons   OB  ;   le  conjugué  de 


Fig.  227. 
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B  est  à  l'infiiii  dans  la  direction  OB.  Donc  D  ,  meiiée  paj-  A  (qui  est 
point  double)  parallèlement  à  OB,  est  la  droite  cherchée. 

Inversement,  D'  rencontre  4>'  en  E'.  Menons  OE  :  le  conjugué  de 
E'  est  à  l'infini,  dans  la  direction  OE.  Donc  D  menée  par  A  parallè- 
lement à  OE'  est  la  droite  conjuguée  de  D'. 

Corrélativement  on  vérifiera  que  OBAE  est  un  pamllélogi-aoïine  : 
cela  résulte  de  la  relation  énoncée  à  la  fin  du  pai-ag-iaphe  pi^écédent, 

9''.  —  A  toute  droite  D  du  plan  P  parallèle  à  H  correspond  dans 
le  plan  P'  (superposé  à  P)  une  droite  D'  éj^lomcnt    parallèle  à   H. 

En  effet,  ces  droites  doivent  se  couper  sur  11.  et  1)  ne  coupe  H 
qu'à  l'infini. 

S".  -  Si  nous  avons  délermim^  deux  points  conjugués  sur  une 
droite  quelconcjue  passant  par  O,  nous  obtiendrons  deux  points  conju- 
gués sur  une  autre  dioite  passant  par  0,  en  menant  par  les  premiers 
des  parallèles  à  H. 

-/".  —  Sur  les  axes,  O//  pai  exemj)K',  les  points  conjugués  forment 
deux  divisions  homographi(jues    dont   Jes   points  doubles  sont    0.  r,. 

En  effet,  on  a  généralement  : 

.r  =  .r  r—  0,  /ji/y   -j-  dy'     -  //  =rz  0  : 

pour  les  |)oin(s  doubles  : 

y  =^'^  .V  (%  -j- (/—{)  =  0. 

11  résulte  de  là  et  du  ,f'  (juc,  sur  toutes  les  droites  passant  par  O, 
les  points  conjugués  foinienl  deux  divisions  iiomographiques. 

—     Nous 


;>  .  —  i\ous  comprenons 
maintenant  en  (juoi  ct>nsiste  Isi 
conespondance  homologique. 

Nous  îivons  un  faisceau  de 
droites  passant  par  un  point  O. 
Sur  chacune  de  ces  droites 
nous  établissons  une  corres- 
pondance homographique  avec 
la  condition  que  le  point  0 
soit  double  pour  toutes  les 
droites  et  (jue  le  lieu  des  seconds 
points  doubles  soit  une  droite 
H  (que  nous  appelons  axe  d'ho- 
mologie).  Nous  posons  de  plus 
([ue  le  lieu  d  un  des  foyers  est 
une  droite  4»  parallèle  à  Taxe 
d'homologie,ce  cpii  entraîne  la 
même  condition  pour  le  lieu  ^' 
de  l'autre  foyer. 

Naturellement   si,  sur   chacune   des  droites  passant   par   0,    ^Bt&iàs 
rapportons  les  points  conjugués  aux   foyers,    les   équations  prennent 


Fig.  228. 
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Ut 


la  forme  (4)  du  §  347  ;  la  valeur  de  la  constante  dépend  de  la  droite 
choisie.  Par  exemple,  sur  les  axes,  oïi  a  : 


c^'  =  — 


d 


6".  —  On  définit  parfois  Thomologie  en  disant  que  le  quotient  des 

ÔÂ      EÂ 


rapports  (%.  228) 


OA  •  EA'  ' 


est  constant. 


En  vertu  du   S'',   il    suffît   de   démontrer  cette   propriété   pour   les 
axes.  On  a  : 

On  vérifiera  aisément  la  relation  : 

y  —  Y      y        1  ,  ■ 

— , — x/  '.  -V  = -T  =  constante . 
y —Y      y         d 

360.  Kelations  entre  l'komologîe  et  la  perspective. 

Quand  deux  figures  situées  dans  les  plans  P  et  P'  (tig.   229)   sont 


Fig.  229. 

la  perspective  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  point  de  vue  S,'' le 
rabattement  de  P  sur  P'  en  fait  des  figures  homologiques.  L'inter- 
section des  plans  P  et  P'  est  l'axe  d'homologie  ;  le  centre  d'homo- 
logie  est  Tune  ou  l'autre  trace  O',  0,  de  la  perpendiculaire  SO'O 
abaissée  de  S  sur  le  plan  bissecteur  du  dièdre  (comparer  à  la 
figure  222).  Après  rabattement,  le  centre  d'homologie  est  en  0. 

On  vérifie  immédiatement  ces  propositions  en  faisant  passer  par 
SOO'  des  plans  tels  que  SO'OK. 

Leurs  traces  sur  P  et  P'  sont  des  droites.   En  vertu  du  §  350,  les 
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droites  issues  de  S  déterminent  sur  OK  et  O'K  une  correspondance 
homographique  dont  l'un  des  points  doubles  est  en  K  et  l'autre 
(après  rabattement)  en  0. 

Les  droites  de  l'infini  4>  et  '!>'  s'obtiennent  en  menant  par  S  des 
plans  parallèles  à  P'  et  à  P.  Les  traces  de  ces  plans  sur  P'  et  P  sont 
évidemment  parallèles  à  H. 

On  déduit  de  là  que  la  perspective  d'une  conique  est  une  conique 
(§  356,  4")  ;  en  particulier,  que  l'intersection  par  un  plan  d'un  cône 
à  base  circulaire  est  une  conique  (§  424). 

361.  Transformation  homogène. 

/".  —  On  dit  (jue  la  translorniation  est  Jiomoyène  lorsque  les 
é(|uations  de  l'homog-raphie  deviennent  : 

x'  =  a^x  -f  h^y  -\-  (/,,         y'  =  a^x  -\-  h^y  -\-  d^.  (1) 

Les,  droites  'ï>  et  •!>'  sont  allées  à  l'inlini.  Si  dans  les  plans  P  et  P', 
nous  prenons  comme  axes  de  coordonnées  deux  systèmes  de  droites 
conjuji;'uées,  les  équations  se  simplifient  et  deviennent  (§  357)  : 

.r'rrra.r,        y—'i^y-  (2) 

Mais  ces  systèmes  d'axes  sont  généralement  oblicjues,  et  les  axes 
ne  foiit  pas  nécessairement  entre  eux  le  même  aiij^le  dans  les  deux 
plans. 

:^^  —  Droites  doubles. 

Superpt)Sons  les  plans  P  et  P'  de  manière  à  faire  coïncider  les  oii- 
gines  que  nous  prendrons  conjuguées,  ce  qui  laisse  encore  une  arbi- 
traire. Les  éfjuations  rapportées  au  même  système  d'axes  d'ailleurs 
quelconque^  sont  : 

x'  =z  a iX  -f-  b^y ,  y'  =  a^x -\-  b^y .  (3) 

Remarquons  d'abord  (pie  les  conjuguées  des  droites  qui  passent  pai 


oriiiine 


.^...v  ,  passent  elles-mêmes  par  l'origine  :  en  effet,  l'origine  est 
par  hypothèse  un  point  double. 

Je  dis  qu'il  existe  deux  droites  doubles^  c'est-à-dire  deux  droites 
qui  sont  leurs  propres  conjuguées. 

La  condition  pour  (juil  en  soit  ainsi,  est  : 

x'  X  a^x-\-byy  aiX-\-b^y 

Y~~y'  X  —  y  • 

a.2X-  —  b,y-  +  (/>,  —  a,)  xy  =z  0, 

Ces  droites  sont  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux  imaginaires. 
Elles  sont  généralement  obliques.  Prenons-les  pour  les  axes  de  coor- 
données ;  nous  pouvons  ramener  les  équations  à  la  forme  : 

•   x'=zax,       y'  =  ?>y. 
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Il  a  fallu  choisir  nos  axes  de  coordonnées  parmi  l'infinité  de  sys- 
tèmes de  droites  conjuguées  passant  par  l'origine  ;  mais  maintenant 
les  axes  se  correspondent  à  euoç-mêmes. 

Il  est  important  de  remarquer  ({ue  la  position  des  droites  doubles 
dépend,  pour  une  origine  commune  choisie,  de  la  façon  dont  nous 
avons  superposé  les  plans  P  et  P',  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité 
de  manières. 

362.  Transformation  homogène  symétrique. 

/°.  —  Un  cas  fondamental  est  celui  où,  les  é(|uations  (3)  étant 
toutes  deux  rapportées  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  on  a  la 
condition  : 

/>j  =  «.==  m. 
« 
Dans  l'équation  (4),  les  coefficients  de  r-  et  de  ?/-  deviennent  égaux 

et  de  signes   contraires.  Le  produit  des  racines  de  l'équation  résolue 

pa,r  rapport  à    //  ;  x    est  égal  à   —  1 .   Donc  les    droites   doubles  sont 

rectangulaires.    11  existe   donc   deux  droites  rectangulaii*es,  qui   sont 

leurs  propres  conjuguées.  En  les  prenant  pour  axes,  les  formules  de 

transformation  ont  naturellement  la  forme  simple  : 

^°.  —  Interprétation  géométrique. 

Insistons  sur  l'interprétation  géométricpie  de  ce  résultat. 

Transformons  le  cercle  :        x"^  -j-  y'-  =  R-. 
Il  devient  l'ellipse  (nous  supprimons  les  indices  inutiles)  : 
{ax  -f  mj/Y  +  {mx  +  hijY  =  R% 
.-^.2  (^,2  _^  ^2^  _|_  y,  (/^2  _|_  ^2)  _^  2m  {a  +  h)  xij  =  R^ 

Montrons  (pie  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  se  trans- 
forment en  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 

Soit  />!  et  /).2  les  pentes  des  premiers  diamètres;  on  a  :  p^p^::= —  1. 

Soit  a?i,  ?/j  ;  x'^^  y\,  les  coordonnées  de  leurs  extrémités.  Entre  les 
coordonnées  des  points  conjugués  de  l'ellipse,  on  a  les  relations  : 

2/i        ^         my^  -|-  hy^  y\  mx.,  -\-  hy., 

— r  =  Pi  = ; 5  -^-r  =  p.,  = , • 

x^       ^'        aXy-\-my^  x^       ^*        ax.2^  my^ 

D'où  la  condition  : 

[mxy  -f-  />;/,)  (m.r,  -|-  by.^  -\-  [ax^  -\-  my^)  [ax^  -\-  rny^  =  0 .      (1  ) 

Posons  :  ^^  ^  "^  '         ^^  =  ^  • 

La  condition  (1)   devient  : 

\h'-  4-  m'-)  f/,  q,  +  m{a  +  h)  (y,  +  r/,)  +  [a^  +  m^  =  0, 

qui  est  précisément  la  relation  générale  existant  entre  les  pentes  des 
deux  diamètres  conjugués  (§  113). 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  28 
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1) 


Or  il  existe  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  qui  sont  rectan- 
gulaires :  ce  sont  les  axes.  Ils  correspondent  aux  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle  qui  leur  sont  superposés. 

Si    nous  les  prenons  pour  axes  de  cooidonnées,  le  cercle  : 
.t'*  -j-  ?/'«  —  R2,  devient  l'ellipse  :  a-x-  -[-  '^-y''  =  1V-. 

363.  Pure  rotation. 

Un  autre  cas  particulier  de  la  transformation  homogène  est  la  pure 
rotation.  Proposons-nous  d'établir  directement  les  formules  de  trans- 
formation. Soit  A, A',  deux  points  correspondants  (fig.  230). 

On;»  :  OA  =  DA'r=/*,  a'  —  x^ 6=  constante. 

x'  =  r  cos  a'  ==  r  cos  (a.  -|-  O)  =  r  cos  a  cos  0  —  r  sin  a  sin  0, 

y  =  X  cos  0  —  //  sin  6, 
y'  r=r  r  sin  y.'  =  r  sin  (a  -\-  0)  =  r  cos  a  sin  h -{-  r  sin  a  cos  0, 
?/'  =  X  si n  0  -[-  //  cos  0 . 
Les   coefficients   des  foiinules  (3)  du  >{  3()1  ,  rapportées  à  des  axes 

rectangulaires,    doivent    satisfaire     aux 
relations  : 

H,=^h^,  .<_:^:  />,^ 

On  comparera  les  formules  (1)  et  les 
formules  relatives  aux  changements 
d'axes  de  coordoimées  avec  conserva- 
lion  de  l'origine  (5j  78). 

Le    problème     est    effectivement     le 
0  C         B  même. 

Fig.  2:^0.  364.  Homothétie. 

lahonwt/iétie  peut    être    dérivée   soit 
de   la   transformation  homogène,  soit  de  YJiomologie.   Lorsque   l'axe 

d'homologie  va  à  l'in- 
fini, on  a  l'homothétie. 
Les    équations    se   ré- 
duisent à  (§  29)  : 
x  =  x'd,     yz=zy'd^ 

qui  apparaissent  aussi 
bien  comme  des  cas 
particuliers  de  la  trans- 
formation homogène. 
Les  droites  <î>  et  <ï> 
vont  naturellement  à 
rinfini. 

Une  figure  homothé 
tique  est  donc  obtenue  en  multipliant  par  un  nombre  constant  tou- 


3/ 

E 

D 

A 

Â-^ 

\ 

ce 

Fig.  231. 


CORRESPONDANCE  POINT  PAR  POINT  435 

les  rayons  vecteurs  issus  d'un  point  fixe  {centre  dliomothétie)  et 
aboutissant  aux  points  de  la  figure  donnée.  Soit  (§  80)  r,  6,  les  coor- 
données polaires  d'une  courbe  ;  rd,  0,  seront  les  coordonnées  d'une 
courbe  homothétique. 

L'homothétie  s'obtient  par  perspective  quand  les  plans  P  et  P'  sont 
parallèles  (fig.  231).  La  droite  SO'O  de  la  figure  229  devient  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  S  sur  l'un  ou  l'autre  plan.  Le  rabat- 
tement consiste  en  une  translation  parallèle  à  SO'O. 

Les  droites  issues  du  centre  0  et  tangentes  à  la  cour])e  G  sont  évi- 
demment tangentes  aux  courl)es  homothétiques. 

365.  Similitude. 

Soit  deux  figures  homothétiques.  Déplaçons-les  arbitrairement  dans 
leur  plan  ;  elles  deviennent  semblables.  Il  n'y  a  entre  l'homothétie  et 
la  similitude  d'autre  différence  ([ue  la  position  accidentelle  des  figures. 
Ainsi  deux  triangles  sont  semblables  quand  ils  ont  leurs  angles 
respectivement  égaux.  Cela  ne  suffit  pas  pour  l'homothétie  ;  il  faut 
encore  (|ue  les  droites  joignant  les  sommets  homologues  passent 
par  le  même  point. 

Applications. 

/".  —  Toutes  les  paraboles  sont  semblables.  En  effet,  convenable- 
ment orientées  et  déplacées,  elles  rentrent  toutes  dans  la  forme  : 

;/-  =  2px,  r  cos-6  =  2/>  sin  0. 

Modifier  le  paramètre  p  revient,  pour  toutes  les  valeurs  de  0,  à 
multiplier  le  vecteur  r  par  un  certain  nombre  invariable. 

:^°.  —  Pour  que  les  coniques  à  centre  soient  semblables,  il  faut 
évidemment  (ju'elles  soient  du  même  genre,  ellipses  ou  hyperboles. 

11  faut  ensuite  que  leurs  axes  soient  proportionnels. 

Après  translation  et  rotation,  les  coniques  semblables  d'un  fais- 
ceau peuvent    donc   être  mises  sous  la  forme  : 

a^^  —  b^—^^  (1) 

a  et  b  sont  les  mêmes  constantes  pour  toutes  les  courbes  du 
faisceau  :  k  varie  d'une  conique  à  l'autre. 

Le  signe  -|-  convient  aux  ellipses,  le  signe  —  aux  hyperboles. 

3°.  —  Supposons  les  coniques  semblables.  Pour  qu'elles  soient  homo- 
thétiques, on  vérifiera  facilement  sur  l'équation  polaire  que  leurs  axes 
homologues  doivent  être  parallèles.  La  communauté  de  centre  que 
suppose  l'équation  (1),  est  un  cas  particulier  :  dans  la  perspective  de 
la  fig.  231,  les  centres  se  trouvent  alors  sur  la  perpendiculaire  menée 
de  S  aux  plans  P  et  P'. 
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Homographie  dans  l'espace. 

366.  Homographie  dans  l'espace. 
/".  —  On  dit  que  les  points  de  deux  espaces  E  et  E'  se  correspon- 
dent homograpln(|uement   (juand   les  coordonnées  x,  //,  z,  des  points 
de  l'espace    li  sont  reliées  aux  co<»rdonnées  x\  ;/',  z\   des  points  de 
l'espace  E',  par  les  formules  : 

, iixJr  -f-  b^y  -]-CiZ-\-  (Ij  , a^x  -f-  h^y  -|-  ^t^  4"  ^2 

iix-\-hy -\-cz-\-(l     '  •'  nx-\-J)y-f-cz-\~cl 

.'  ^   <t.r^  +  Ky  +  ^•■■«^  +  ^At 

a.r  ^  />î/  -|-  c<3  -)-  (7 

Résolues  ]iai'  rapport  à  .r,  y,  2,  elles  ont  la  même  forme  :  les  seconds 
membres  sont  resp(H'tivement  les  (piotients  de  deux  fonctions 
linéaires,  Ir  drnominatrur  restant  le  même  pour   les  trois  quotients. 

Les  axes  sont  ^généralement  ohlifjues  et  ne  font  pas  nécessairement 
les  mêmes  anj^^les  pour  les  deux  espaces. 

On  vérifiera  inunédiatement  qu'un  plan  correspond  à  un  plan,  une 
droite  à  ime  droite,  une  ([uadricpie  à  ime  quadrique,  une  conique  à 
une  coni(]ue. 

Nous  ne  nous  attarderons  pas  à  démcuitrer  ])oui- Ihomographie  dans 
l'espace  des  théorèmes  analogues  à  ceux  de  l'homo^jcraphie  dans  le 
plan. 

t^".  — La  théorie  ^éoinét licpic  <h's  apj).iieils  optiques  centrés  sup- 
]iose  une  correspondance  homo;^raj)hi(jue  entre  deux  espaces  qui 
admettent  l'un  et  l  autre  un  a.re  de  révolution.  Il  est  clair  que  ces 
axes  sont  conju«j^ués  :  pienons-les  pour  axes  des  x.  Aux  plans  de 
resj)ace  E  normaux  à  Or  [plans  de  front)  correspondent  les  plans  de 
l'espace  E  nornuiux  à  OV.  Aux  plans  passant  par  Ox  dans  l'espace 
E  correspondent,  par  raison  de  symétrie,  des  plans  passant  par  O'.r 
et  faisant  entre  eux  les  mêmes  anj^les  que  les  conjugués. 

Les  équations  se  simplilient  et  deviennent  : 

, aiX-\-d  , by  , bz 

^  —  aT^d   '  ''  ~  nx^d  '  ^  ~  ~^^^d  ' 

La  première  exprime  la  correspondance  des  plans  de  front. 
Les  deux  dernières  donnent  : 

;/'  :  -=y  :  -; 

elles  expriment  la  correspondance  des  plans  méridiens  de  même  lon- 
gitude. 

Les  points  des  axes  Ox  et  Ox'  (p;u'  suite,  les  plans  de  front  dans 
les  deux  espaces)  se  correspondent  suivant  une  homographie  linéaire. 
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Tout  ce  que  nous  avons  dit  aux  §§  346  et  suivants  est  donc  applicable. 
Nous  n'insisterons  pas  :  cela  reviendrait  à  exposer  la  Théorie  com- 
plète des  appareils  optiques    centrés  (Cours  de  Physique,  tome  IV). 

367.  Transformation  homogène. 

La  transformation  est  homogène  quand  on  a  : 

Pour  intéressante  que  soit  l'étude  de  cette  substitution,  nous  n'en 
dirons  rien.  Gela  reviendrait  à  étudier  la  Théorie  ^géométrique  de  la 
Déformation  petite,  qui  est  mieux  à  sa  place  au  début  de  la  Théorie 
de  l'Élasticité  ou  dans  la  Théorie  des  Symétries  (voir  les  Tomes  I  et 
VI  de  notre  Cours  de  Physicjue). 

Abaques. 


Nous  étudierons  ici  les  abaques  dits  à  alignement,  dont  M.  d'Ocagne 
a  tiré  un  très  heureux  parti.  Nous  allons  expliquer  la  méthode  sur 
les  cas  les  plus  simples.  Nous  reviendrons  sur  les  abaques  topo- 
graphiques au  ^^  520. 

368.  Points  alignés  sur  trois  droites  parallèles. 

/".  —  Soit  trois  droites  parallèles  que  nous  prendrons  pour  axes 
des    u,    u,    w.    Traçons    une  ^^  ^,  ^  ^ 

droite  ([uelconque  DEF  ;  déter- 
minons les  relations  entre  les 
distances  AD=u,  BE  =  if, 
GFr=y  (%.   232). 

Nous  avons  immédiatement  : 


?/; 


m 


7V 

m 


w=^mv-\-(^{ — m)u.     (1) 

Nous  construisons  ainsi  un 
abaque  qui  donne  à  vue  les 
résultats  de  l'opération  (1)  ; 
u  et  i;  sont  connus,  iv  est  à 
déterminer.  A  chaque  valeur 
de  m,  correspond  une  droite  w 
particulière.  Par  exemple,  la 
droite  w\  située  à  égale  dis- 
tance des  axes  «  etî;,  permet  de  calculer  la  demi-somme     [u 
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Fig.  232. 


v)  :  2. 


Dans   la   pratique ,    on   construit   les   échelles   de   manière  que  les 
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traits  soient  suffisamment  espacés,  et  l'on  utilise  un  fil  à  coudre  comme 
droite  de  construction. 

;^°.  —  Rien  ne  force  k  utiliser  des  échelles  égales  sur  les  trois  axes. 
Posons  : 

U^rziU^,  Vz=z"l\.  1C=ztlVi. 

Le  nouvel  abacjue  permet  de  résoudre  à  vue  la  relation   : 
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Fig.  234. 


Ainsi  l'abaque  de  la  iigiue  *1\V,\    (:'r=2,     îrrz£"z=rl)     donne  : 

tt',=:z0,6r,4-0,8u,. 
,t'.  —  Le  môme  genre  d'aba(|ues  permet  de  résoudre  à  vue  toute 
relation  de  la  forme  : 

Il  suffit  de  poser  : 

«  =  /■,(:),  v  =  flz),  w  =  f{£\. 

Les  échelles  ne  sont  plus  à  traits  écpiidistants. 
^°.  —  Les  relations  de  la  forme  : 
/'(^)=A(^)A(-).      s'écrivent  :     log/(:3)  =  log/*.(5) +  log  ^(3). 
Prenons  les  trois  droites  équidistantes     (m  =  0,5);     posons: 

a  =  logA(c),         î;  =  logA(z),         2w=:\o^f[z). 
Nous  obtenons  Y  abaque  de  multiplication  de  la  figure  234,  capable 
de  résoudre  à  vue  la  relation  :     :s=:3,3-. 
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369.  Points  alignés  sur  trois  droites  concourantes. 

Prenons  comme  axes  obliques    Ox,  0?/,    les  droites  sur  lesquelles 
sont  alig^nés  les  points  de  cotes  u  et  v  (iig.  235). 

La    droite    AB     a    pour 
équation  : 

u     '     V 

Son  intersection  G  avec 
la    droite     OC    d'équation 

y  =  kx, 

a  peur  coordonnées  : 

uv 


y 


v-\-ku  '' 
kuv 


Fig.  235. 


v-\-ku   ' 
Dans  le  triangle     OEG,     on  a  : 

On  prend   généralement   A:=l;    la  droite  OG  est   bissectrice   des 


axes  ;  on  a 


2  0 

COS  17 

w  2 


11 


Pour  0=120", 
Pour  0  =  90% 


w  u  ~^  V   ' 

4,414  _1,   j_ 


IV 


La   figure   236    correspond   au   premier   cas.    Un   tel    abaque   peut 


servir   à   représenter   les   positions   des    foyers    conjugués    pour    des 
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miroirs  ou  des  lentilles  {§  353).  Le  faisceau  des  droites  de  construc- 
tion (jui  correspond  à  un  appareil  déterminé  (distance  focale  donnée), 
passe  par  un  point  fixe  de  la  droite  0?r. 

370.  Points   alignés    sur   trois    droites    non   concou- 
rantes. 

Le  théorème  sur  les  transversales  (lig.  22(j)  donne  : 

Bc   '  CJi~~  CL   ' 
Posons  : 

u  =  Àc  :  Bc ,         v==:  Ba  :  Ca  ,         w  =  Ah  ;  CÂ. 
L'abaque  représente  donc  la  relation  :      uv=iv. 

Le    lecteur   construira    sur    ce    principe    les   abaques    de   la    multi- 
plication,   et   des    produits  : 
sin  3t  sin  |i  =  sin y, 
tgatgii^tf,-,'. 

371.  Points  alignés 
sur  deux  droites  et  une 
courbe. 

/".  —  Prenons  comme  axe 
()// une  droite  écpiidistantedes 
droites  u  et  r  dont  la  distance 
est  2$.  Ecrivons  que  la  droite 
ABCD  définie  par  les  lon- 
gueurs EA  =  u  ,  ¥D  =  v  , 
passe  par  le  point  G  de  coor- 
données X,  y.  On  trouve  im- 
médiatement    la    condition   : 

l-\-x 


u 

B 

y 

w 

/ 

^ 

V 

b 

V 

A 

u 

G/^ 

/ 

^ 

E 

0 

F           JC 

Fig.  237. 

y  —  u  V  —  y 


0  — X 


9? 


==0. 


(1) 


Ceci  posé,  définissons  cha{|ue  point  tle  la  courbe  GG  par  une  valeur 
de  la  variable  auxiliaire  w.  Posons  donc  : 

a?  =  9(u'),  y^<}j{xv). 

L'abaque  permet  de  résoudre  à  vue  la  relation  : 


Mw)  —  u 


5  — 9(îf') 


oM 


21  --        25 

î^**.  —  Abaque  de  l'équation  du  second  degré 
lif-  -j-  uwj  -j-  u  =  0. 


==0. 


Posons 


X 


s 


i  —  w 

1  -^w  ' 


y 


w* 


\-\-w  ' 


(2) 

(3) 
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Substituons  dans  (1)  ;  nous  retrouvons  la  forme  (3).  Pour  résoudre 
à  vue  Féquation  (3) ,  il  suffît  donc  de  construire  la  courbe  unicur- 
sale  (4)  ;  une  courbe  est  unicursale  lorsque  les  coordonnées  de  ses 
points  s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre. 

On  vérifie  aisément  que  c'est  une  hyperbole. 

Elle  est  tangente  à  Oa:^  au  point  F  pour  iv  =  0  ^  x  =  ^  ^  ?/  =  0  ; 
elle  est  asymptote  à  la  droite     x  =  —  o    [w  =  oc,    y  =  —  oc). 


Fig.  238. 


Pour   déterminer  l'autre  asymptote,  remarquons  que  le  rapport 


1        îi)~ 


vaut     — 


1 


quand   iv  est  égal  à     — 1,     c'est-à-dire   quand   x  et  y  deviennent 
simultanément    infinis.    Connaissant     la    direction    de    l'asymptote, 

X 

calculons    ce    que    devient  :       y  -{-  -^  ,        quand      w  =  —  1 .       On 

trouve  : 

_  1  _  2?^  _  3 
—       2       —  2  • 


y 


X 

2â' 


2(1- 


w] 


L'hyperbole  est  ainsi  complètement  déterminée.  Nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d'achever  la  discussion. 

La  figure  238  représente  la  moitié  de  la  courbe;  on  a  inscrit 
dessus  les  valeurs  tv  qui  servent  de  cotes  à  ses  points. 
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S°.  —  Abaque  de  l'équation  trinôme  du  TROisièME  degré. 
Soit  l'équation  complète  mise  sous  la  forme  : 

Posons:  w=:z-\-A,  z=ziv  —  A. 

Le  terme  en  tv-  disparaît.  On  ramène  donc  immédiatement  à  la 
forme  (comparer  au  §  226)  : 

2&^  -\-  uw  -|-  r  =  0. 

L'abaque  se  construit  comme  le  précédent  : 

1  IV  —  w"^ 

a?  =  c  7 — i .  y  =  -, — i . 

Cette  cubique  unicursale  possède  un  point  d'inflexion  et  un  point 
de  rebroussement.  Le  point  d'inflexion  est  en  F  et  correspond  à 
1^  =  0.  L'axe  des  u  est  la  langenle  de  rebroussement;  le  point  de 
rebroussement  est  du  reste  à  l'infini. 

Le  lecteur  construira  la  courbe  par  points.  Grâce  à  la  méthode  ci- 
dessus  indiquée,  il  calculera  la  position  de  la  seconde  asymptote  qui 
correspond  à     7c^=~  —  1.     Il  trouvera  :     2^//:==r  —  5$. 

Nous  ne  saurions  trop  lui  conseiller  de  tracer  à  grande  échelle 
les  abaques  précédents  et  de  vérifier  expérimentalement  leurs  pro- 
priétés. 
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SURFACES.  COURBES  TRACEES  SUR  LES  SURFACES 


372.  Définition  analytique  des  surfaces. 

Nous  supposerons  les  points  rapportés  à  des  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  (fîg.  239). 

i\  —  L'équation  d'une  surface  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

z  =  fir,,j).  (1) 

Elle  signifie  qu'en  tout  point  B  du  plan  xOy ,  nous  élevons  une 
perpendiculaire  ;  nous  pre- 
nons dessus  une  longueur 
BB'  égale  à  z  ;  nous  déter- 
minons ainsi  un  point  B  : 
l'ensemble  de  ces  points 
est  une  surface. 

Si  pour  chaque  point  B' , 
l'équation  (1)  fournit 
plusieurs  valeurs  de  z , 
nous  portons  ces  valeurs 
BF,  BF',...  sur  la  nor- 
male élevée  en  B  au  plan 
xOy. 

Nous  pouvons  systéma- 
tiser la  manière  de  prendre 
les  points  du  plan  xOy. 
Donnons   à  y   la  valeur  constante      OA  =  î/o,     et  faisons    varier  x- 
A  la  droite  ABC  du  plan  xOy  correspondent  une  ou  plusieurs  courbes  : 

Recommençons  pour  d'autres  valeurs  de  y  suffisamment  rappro- 
chées. Nous  découpons  le  plan  xOy  en  bandes  par  des  droites 
parallèles  à  Ox;  corrélativement  nous  déterminons  la  surface  par  un 
faisceau  de  courbes  qui  se  trouvent  respectivement    dans   des   plans 


Fig.  239. 
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pantllèles  à  xOz  :  elles  sont  les  intersections  de  la  surface  par  ces 
plans. 

Opérons  de  la  même  manière  au  moyen  de  droites  parallèles  à  Oy, 
d'é(|uations     xz=zXq. 

Nous  traçons  maintenant  le  faisceau  des  courbes  : 

qui  sont  les  intersections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles 
à  7jOz. 

Nous  sonmies  tout  naturellement  conduits  à  considérer  les  pentes 
et  les  courbures  de  ces  courbes.  Nous  utiliserons  donc  fréquemment 
les  dérivées  partielles  de  :;  par  rapport  k  x  et  k  y. 

Pour  sim|)li(ier  l'écrituie,  nous  jjoserons  : 

__  ùz  _àz_ 

^—  àx  '  "J—  hy  ' 

_  (>2-  _    ^^-z  '      _  ^H 

Ox-  '  '         ô.rù//  '  ôî/*  ' 

t^".  —  Génénilisons  ce  (pii  précède.  Soit  le  système  : 

oîi  II  et  V  sont  deux  paramètres  auxiliaires  variables. 

Donnons  à  i'  la  valeur  i\,  et  faisons  varier  //.   Les  é(juations  : 

X=io[u,V,),  y  =  y(u,Vo),  (2) 

représentent  une  courbe  dans  le  plan  xOy.  Cha(jue  point  de  cette 
courbe  est  caractérisé  par  une  cert.aine  valeur  du  paramètre  u , 
d'où  résultent  pour  3  mic  ou  plusieurs  valeurs  : 

Z=z'}^{u,Vo). 

Nous  traçons  donc  l'intersection  de  la  surface  avec  le  cylindre 
dont  les  génératrices,  parallèles  à  Oz,  s'jtppuient  sur  la  courbe  (2). 
Recommençons  pour  diverses  valeurs  de  v  :  nous  déterminons  sur 
xOy  un  faisceau  de  courbes,  et  nous  considérons  la  surface  comme 
engendrée  par  les  courbes  dont  les  précédentes  sont  les  projections 
orthogonales  sur  xOy. 

Nous  aurions  pu  cht)isir  v  comme  la  variable  et  u  comme  le 
paramètre  définissant  chacpie  courbe  d'un  nouveau  faisceau  : 

X  =  (^{Uo,v),  y  =  y{uo,v).  (3) 

Le  plan  xOy  est  alors  ({uadrillé  par  les  faisceaux  (2)  et  (3);  la 
surface  est  déterminée  par  les  courbes  correspondantes. 

373.  Exemple;  sphère. 

/".  —  L'équation  d'une  sphère  de  rayon  r  dont  le  centre  est  à 
l'origine  des  coordonnées,  est  (§  316)  : 

X-  +  y'-  -[-  3'-  =  R%       z  =  ±:  y/Rs^^r^m^i: 


I 
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Posons     y  =  yf^;     à   toute    droite    du   plan    xOy    parallèle    à    Ox , 
corres]3ond  le  cercle  : 


de  rayon  y/K^  —  y^^.  Ce  premier  faisceau  de  courbes  détermine  la 
sphère  au  moyen  des  cercles  qui  sont  ses  intersections  par  les  plans 
parallèles  à  xOz. 

Posons     x  =  Xo;     à   toute    droite    du   plan   xOy   parallèle   à    0?/, 
correspond  le  cercle  : 


3  =  ±V(R'-^o^)-2/', 

de    rayon      y/R-  —  xl.      D'où    détermination   de    la   sphère   au   moyen 
des  cercles  (jui  sont  ses 
intersections     par     les 
plans  parallèles  k  yOz. 

^".  —  Prenons  pour 
paramètres  auxiliaires 
la  longitude  u  et  la 
latitude  t;  (§  315). 

Nous  avons  : 

x=zr  cos  V  cos  u  , 

y  =:^r  cos  V  sin  u  , 

s=  r  sin  V. 

Laissons  u  constant  ; 
faisons  v  variable  ;  nous 
déterminons  sur  le 
plan  xOy  des  droites 
passant  par  Forig-ine  ; 
sur  la  sphère,  nous  traçons  des  méridiennes.  Laissons  v  constant, 
faisons  u  variable  :  nous  déterminons  sur  le  plan  xOy  des  cercles 
ayant  l'origine  pour  centre;  sur  la  sphère,  nous  traçons  des  parallèles. 


Fig.  240. 


374.  Arc  de  courbe  tracée  sur  la  surface. 

/"  —  Cherchons  l'expression  de  la  longueur  ds  d'un  arc  de  courbe 
tracée  sur  la  surface.  Les  coordonnées  de  deux  points  voisins  sont  : 


^,  y- 


dx. 


dy 


z  +  dz. 


Leur  distance  est  donc  (§  316)  : 

ds^=:dx^'-^dy^--^dz\ 
On  a  (§  9)  : 


(1) 


dz  =  ^^dx-{-  ^^  dy  =pdx 


6x 


qdy. 


ds^  =  {\  +p"^)dx'--^2pqdxdy  +  {\  -^ q^~)d if  =  Edx^~ -^ 2F dxdy-{- G dy\ 
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^°.   —  Cherchons   rexpression  de   la  longueur  cis  dans  le   cas  où 
la  surface  est  donnée  par  les  paramètres  ii  et  v.  On  a  : 

(Ix  =  -'-   (lu  +  -7--  (h ,  (lu  =  ^~  du  4- ->~ dv , 

6n  '     ôf        '  •''        Ou  "^  Ov        ' 

J3  =-:  -— -  du  -\-  -—-  dv. 
Ou  '     ùv 

Substituons  dans  (1)  et  posons  : 

„ Ô.T   ^x         hy    ày  ^^  hz    àz 

6u    Ov    '    Ou    Ov    '    Ou    Ov  ' 

D'où  :  ds'  =  lv///«  -[-  2Vdudv  -f  GJî;"-. 

,^".  —   Dans   la   [)remièro  manière  de  repérer  la  surface,  on  pose  : 

x=zu,     ji^^v. 

D'où  : 

(>.r  dx  Oij  Oz  hz  

Ou         dx  '  Ou  '  Ou         ôx       ^' 

^x b?/  (///  ("^S  Ô3    

Ôî7"~"'  ô^/"~(//7~"    '  Ov~'ôy'^^'' 

conformément  aux  résultats  du  /". 
4'\  —  Appli(juons  à  la  sphèie 

E=rr'-c()s't;,         Gr=r%  F  =  0. 

(/s-  =r  rhîv'^-  -\-  r-  cos  -r .  du-. 

On  retrouve  aisément  cette  formule  sur  la  Hj^ire  : 

DC'  =  BD'  +  BC*=  rV/r^-f-  AB\  du'  =  r^dv'  +  r'  cos  ^v .  du\ 

375.  Plan  tangent.  Normale. 

i'\   —    Ditlérentions   ré(|uaticni  :       z=  f[x^  y).      Nous  obtenons  : 

dz  =:p(Ix  -\-  qdy. 
L'étjuation  du  plan  (anp^ent  à  l;i  surface  est  donc  (,^  322)  : 

r.-Z  =  Mx-X)  +  9(,,y-Y).  (1) 

p  et  q  sont  les  valeurs  ([ue  prennent  les  fonctions  p  et  q  au  point 
de  contact  X,  Y,  Z;  les  coordonnées  courantes  du  plan  sont  x,  y,  z. 

La  normale  est  la  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent  qui 
passe  par  le  point  de  contact.  D'où  ses  équations  (§  319)  : 

î^^=i^^=^  =  -(.-Z).  (2) 
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Ses  cosinus  directeurs     a,  |3,  Y)     ont  pour  valeurs  : 


—  1 


(3) 


■    ^i+p'+r' 

9''.  —  Écrivons  que  le  plan  : 

a[x  —  X)  +  h{y  —Y)  +  c(3  —  Z)  =  0  , 

contient  les  points  de  la  surface  voisins  du  point  de  contact. 
Nous  devons  donc  avoir  identiquement  : 

adx  +  hdy  +  cdz  =  0 ,  (4) 

au  voisinage  du  point  de  contact. 

Exprimons  cette  condition  au  moyen  des  paramètres  u  et  v.  Écri- 
vons donc  qu'elle  est  identiquement  satisfaite  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  du  et  de  dt\  à  partir  d'un  système  donné  u,  v. 

Cela  revient  à  substituer  à  dx,  dy,  dz,  leurs  expressions  ci-dessus 
données  (374,  ^'')  en  fonction  de  du  et  de  dv  ^  puis  à  annuler  les 
coefficients  de  du  et  de  dv  dans  la  condition  obtenue.  On  trouve  : 


Ox            ùy     . 

~6x    .    .by     . 

àv 

Nous  devons  donc  poser  (§  28)  : 

a         h 
A~  B  ~ 

c 
"G' 

en  écrivant  pour  simplifier  : 

.  by    bz         bz    6y                     bz    bx 

bu    àv        au    àv  '                  au    àv 

àx    àz 
au    àv 

_àx   ày 
au    àv 

ày    àx 
au    àv  ' 

L'équation  du  plan  tangent  est  par  suite  : 

A(x  —  X)  +  B{y  —  Y)  -I-  C(^  —  Z)  =  0, 
Posons  :  D^^  ==  A^-i~B'-^0  =  EG  —  F\ 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont  : 

Les  équations  de  la  normale  sont  : 

x~X  _  y  — Y_  z  —  Z  . 
A      ~       B      ~      G   ' 
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Pour  utiliser  ces  équations,  nous  substituons  à  u  et  à  z;  dans 
A,  B,  G,  les  valeurs  des  paramètres  qui  correspondent  au  point  de 
contact  X,  Y,  Z. 


<iu-i) 


376.  Angles  des  courbes     u  =  Constante,  ^'  =  Constante, 

tracées  sur  la  surface. 
Élément  d'aire. 

/".  —  En  un  point  de 
la  surface ,  déterminons 
-  Tiingle  (.)  que  font  entre 
elles  les  courbes  v  =  Cons- 
tante, «  =  Constante,  qui 
y  passent  (§  372,  ^^). 

Los  accroissements  des 
coordonnées  sont  respec- 
tivement pour  ces  courbes  : 


Fig.  241. 


d,x=^'^du, 

()X 

d^^x  =  -r—  dv , 


^i.V 


^^iH 


ùu 

OV 


du 


dv 


fIiZ  =  — "  du 
ou 


(/.,3r=  -f-dv 

Or 


puisque  dans  les  équations  du  i:;  374 ,  t^",   nous  devons  poser    dv  =z  0 
pour  la  première,     du  =  0     pour  la  seconde. 

Soit     (/,s  et  d^s     les   éléments   d'arcs  correspondants. 

Les  cosinus  directeurs  de  ces  éléments   sont  j)ar  suite  (§  316,  ;^**)  : 


d^x              d,i/              d,z  ^ 
diS  '            d^s  '            d^s  ■ 

d^x             d,y 
d,s  '           d,s  ' 

d,z 
d.s 

On  a,  d'après  le  Ji  374  : 

d^s  =  \'K  du. 

d2S=i\lG  dv. 

Le  cosinus  de  ran«»'le  o)  est  (^ 

316)  : 

fhx   ^x    ,     (^7    ày 
""''^''^yùu    6v  +  i)u    ùv 

+ 

ùz    ùz\   dudv 
ùu    ùv  J  diSd^s 

D 

F 
y/EG 

D'où 


COS  (ù 


sni  (ù 


t^'\  —  La  condition  pour  que  les  courbes  u  =  Constante,  v  =  Cons- 
tante, soient  orthogonales  est  donc  c/u'on  ait  identiquement    F=:0. 

Nous  avons  trouvé  cette  condition  satisfaite  pour  la  sphère  quand  u 
et  v  représentent  la  lonj^itude  et  la  latitude.  Sur  toute  surface  on  peut, 
et  généralement  d'une  inlînité  de  manières,  choisir  les  variables  auxi- 
liaires u  et  D  telles  qu'il  en  soit  ainsi  (ij  385). 

U  faut,  pour  que  la  conséquence  subsiste,  que  D  ne  soit  pas  simul- 
tanément nul. 
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S°.  —  L'élément  de  surface  est  un  parallélogramme  dont  les  côtés 
d^s  et  d^s     font  l'angle  w.  Son  aire  dS  a  pour  expression  (§  68)  : 


c/S  =  diS .  d^s .  sin  (o  =  D .  du  dv  =  y' KG  —  b'^  .  du  dv. 
Dans  le  cas  où  l'on  prend   pour  variables    u,    v,   les    coordonnées 


x^  y,    on  a  :  JS  =  \/d -)-/>- -^ y-   ,dxdy. 

4"".  —  Si  D  est  constant  pour  toute  la  surface,  les  courbes  dont 
les  paramètres  sont   : 

u„      Uo-{-a,     Uo-\-2e,  ...;  Vq,     î^o  +  ê,     ^o  +  Ss,  ... 

la  découpent  en  parallélogrammes  infiniment  petits  d'aire  constante. 

377.   Angle  d'une  courbe  tracée  sur  la   surface  avec 
l'une  des  courbes     u  =  Constante ,      y  =  Constante. 

i°.  —  Généralisons  le  problème  du  paragraphe  précédent. 
Suivant     AG(f/f  =  0),     on  a  (voir  plus  haut)  : 

d,x  =  -^—du,  diij  ^-r—  du .  d^z==^^  —  du. 

*  Oii        '  ^^        ou        '  ^  Ou 

Suivant  AB ,  on  a  : 

-  àx    ,      .    àx    j  -  hi/    .      ,    ô?/    , 

doX  =  -^-- du-j- -^- dv,  d.,ij  =  -r^  du-[-~~  dv, 

■^  Ou  '     (^v       '  -^^        au  '     ùv       ' 

d.,z  =  . —  du  -\-  ^ —  dv. 
■^         ùtz  '    àv 

D'où  (§  374,  ^")  : 

-^     du-       ,    ^   du  dv  EduA-F  dv 

cos  0  =  E  —, — 1—  -4-  F    ,  -  .     =  -^= ■■  -'    — ,  . 

(/,.s'  (/,.s-   T-      ci, s  d,s        y  K  y K  (7^2  _|_  2F  dudv-{-G  dv^ 

dv  :  du  =p,  mesure  la  pente  de  la  ligne  AB  par  rapport  aux  lignes 
du  faisceau  u,  v,  considérées  comme  axes  de  coordonnées  obliques 
dans  le  plan  tangent  : 

E  +  Fp 

V/E  VE-f2F/)  +  G/)^ 

^".  —  Il  n'est  pas  plus  difficile  de  trouver  l'angle  a  de  deux 
courbes  dont  les  pentes  sont  p  et  p' .  On  a  : 

E  +  F(p  +  p')  +  Gpp' 


COS  a 


\/E4-2F^+ Gp^  V  E+2Fjo'  +  G/>'~^ 
On  retombe  sur  la  forme  précédente  en  faisant     /)'=rO. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Bouasse.  29 
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Surfaces  de  révolution. 


378.  Surfaces  de  révolution  :  équation  générale. 

/".  —  Cherchons   ré([iiali()ii    <>énérale   dune   surface    de    révolution 
admettant  pour  axe  de  révolution  la  droite  AB  (fig.  242)  : 

x=p-\-lz,  }^=zq^mz.  (4) 

Du    point    A    de    coordonnées  p,    q,    comme    centre,    traçons    des 
sphères  : 

(^-pf+hi~-'if+^='-'-  (2) 

Coupons -les  par  des  plans  normaux  à  la  droite  (i)  : 

Les  intersections  des  sphères  (2)  par  les  plans  (3)  sont  des  cercles 

normaux  à  AB  et 
dont  les  centres  sont 
sur  AB.  Tout  paral- 
lèle d'une  surface  de 
révolution  admettant 
AB  comme  axe  peut 
être  obtenue  par  un 
choix  convenable  de  o 
et  de  r,  ou  de  la  dis- 
tance du  plan  (3)  à 
l'origine  (à  un  facteur 
constant  près),  et  du 
rayon  de  la  sphère 
qui  a  le  point  A  pour 
centre.  La  surface  en- 
tière sera  donc  tracée 
par  des  parallèles,  si 
nous  donnons  la  rela- 
tion :      r*  =  ç(S)  ; 

Telle  est  l'équation  en  termes  finis  de  toutes  les  surfaces  de  révo- 
lution qui  admettent  AB  pour  axe;  la  fonction  o  est  arbitraire. 
:^°.  —  Si  l'axe  est  Oz,  il  faut  poser  : 

p:=^qz=.l=im  =  {). 

L'équation  devient  :       x'^ -^y'^=:o(z)  —  s-, 

ou  encore,  puisque  (p  est  arbitraire  : 

p  est  la  distance  d'un  point  de  la  surface  à  l'axe  de  révolution. 


Fig.  -Ik-i 
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3".  —  On  peut  mettre  réquation  précédente  sous  la  forme  : 

.r=p(t))  cos  îz,  _?/  =  p(î;)  sin  u,  z==z(v)^ 

ce  qui  revient  à  employer  les   coordonnées    cylindriques  (§  315] 


On  trouve  aisément 


dp 


en  posant  :  p  _  ^^  , 

Js^^  =  p2  du'-  -\-  (p'^-  +  z!^)  dv\ 


G=rp' 

_  dz  , 
""  dv  ' 


(/S=pVp'-  +  -''  .  G?«c/u.    (1) 
/".  —  Il  est  souvent  commode  de  prendre  pour  variable  v  Tare  de 
méridien  compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire.  On  a  : 

dv'~  =  dz'  +  f/p^  p'2  +  a'-  =-  G  ==  1 ,         p  =  D  ;  . 

dVm  :  (/5^-=:p2(/u2_|_^^.^  dS=pdudv.  (2) 

La  condition  F  =  0,  signifie  ([ue  les  deux  systèmes  de  courbes 
(méridiens,  parallèles)  découpent  la  surface  en  petits  rectangles. 
C'est  ce  qu'indique  d'une  autre  manière  la  formule     dS  =  ^  dudv. 

j"*.  —  Le  plan  tangent  a  pour  équation  (^  375,  3")  : 

r,'  cos  u  {x  —  X)  +  z'  sin  u(y  —  Y)  —  p'{z  —  Z)  =  0. 

Les   cosinus   directeurs   de  la  normale 
sont  : 


cos  II 


z  sm  u 


y 


p 


37  9  .Déformation  simple  d'une 
surface  de  révolution;  balustres 
rampants. 

Les  architectes  appellent  rampant  tout 
motif  d'ornementation  qui  procède  par 
ligne  ascendante  ou  descendante  ;  par 
exemple,  ceux  ([ui  ornent  une  rampe. 

Le  balustre  est  la  figure  de  révolution 
qui  constitue  l'élément  de  la  balustrade. 

Quelle  déformation  doit -il  subir  pour 
la  balustrade  rampante? 

On  imaginera  qu'aux  z  de  la  surface 
de  révolution  sont  ajoutés  les  z  d'un 
plan  ;  l'équation  générale  de  la  surface 
déformée  deviendra  (fîg.  243)  : 

z  +  Kx-\-^y  =  ^{x^  +  if). 

Les  horizontales  du  plan  z  =  Ax  -\-  By , 
sont  perpendiculaires  au  plan  vertical  de 
symétrie  de  la  rampe.  Si  nous  prenons  celui-ci  pour  plan  xOz,  l'équa- 
tion se  réduit  à  :  z-\~  Ax  =  6[x^  -j-  y^j. 


Fig.  243. 
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Le  profil  du  balustre  ({ui  est  dans  le  plan  yOz  n'est  pas  déformé; 
le  profil  le  plus  déformé  (représenté  par  la  fig-ure)  est  dans  le  plan 
xOz.  Partout  où  la  surface  de  révolution  est  tangente  à  un  cylindre 
vertical,  la  surface  déformée  est   tangente  au  môme  cylindre. 

380,  Aire  des  surfaces  de  révolution  ;  théorème  de  Guldin. 

1' .  —  Le  calcul  de  raii'e  dune  surface  de  réxolulion  se  ramène 
immédiatement  à  une  intégrale  simple,  quand  la  surface  est  limitée 
par  deux  parallèles;  u  varie  toujours  de  0  à  2::  ;  on  a  (,^  378,  ''2'')  : 

S  =/r^S  =z  ffp  du  dv  =  fdu  fp  de  =  2-  l 'c  de. 

L'interprétation  de  cette  formule  est  évidente  (fig.  24 i).  La  surface 

est  décomposée  en  troncs  de  cùne 
élémentaires,     de      ravon     moven 


AB 


dont   l'élément  de  fféné- 


ratrice    est      CD  =  dv,     dont 
suite  la  surface  latérale  est  : 


par 


'), 


ilv 


2\ 


Thkohkme  de  Guldin. 


ar 


issimilation  à  nos  définitions 
du  !^  Iti'i  relatives  à  une  aire,  nous 
apjK'lons  moment  statif/ue  crune 
couihe  plane  par  rapport  à  un  axe  Or 
situé  dans  son  plan,  l'intégrale: 


f.^'r. 


Fig.  2Vj. 


Uaxe  neutre  parallèle  à   Oz  est 
une  droite  située  à  une  distance  p,  de  Oz  telle  (pie  : 


,Jdv=J  p 


D'oîi  résulte  (pie  Taire  de  la  surface  engendrée  par  une  courbe 
plane  (située  tout  entière  d'un  côté  de  l'axe,  pour  éviter  les  difti- 
cultés  de  signes)  est  égale  au  produit  de  la  long-ueur  de  la  courbe 
par  la  circonférence  cpie  décrit  un  point  (pielconque  de  l'axe  neutre. 

S".  —  Si  la  courbe  est  symétri({ue  par  rapport  à  une  droite  paral- 
lèle à  Taxe  de  révolution  (par  exemple,  fig.  245),  cette  droite  est  son 
axe  neutre.  En  efYet,  à  tout  élément  dv  situé  à  une  distance  p  de  cettt 
droite  correspond  un  élément  de  même  longueur,  situé  de  l'autrt 
côté  de  la  droite  à  la  même  distance.  Par  rapport  à  cette  droite 
le  moment  statique  : 

Jpdv, 
est  nul ,  puisqu'il  se  Compose  d'éléments  égaux  et  de  signes  contraires 
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381.  Applications. 

/".  —  Aire  d'un  anneau. 

On  appelle  tore  la  surface  engendrée  par  une  circonférence  tour- 
nant autour  d'une  droite  Oz  de  son  plan.  L'axe  neutre  parallèle  à  Oz 
est   évidemment  la  droite    MN  qui  passe  par  le  centre  G  (fîg.  245). 

Le  théorème  de  Guldin  donne 
pour  l'aire  totale  du  tore  : 
S  =  2t.p,  .27rR  =  47umpi. 

Nous  avons  prévenu  des  diffi- 
cultés de  signes  quand  la  courbe 
rencontre  l'axe.  Si  nous  pla- 
cions le  point  G  sur  Oz,  nous 
trouverions  S  =  0.  La  surface 
est  cependant  celle  d'une  sphère , 
soit  IttR-;  mais  elle  doit  être 
prise  une  fois  positivement,  une 
fois  négativement. 

^**.  —  Aire  d'une  calotte 
sphérique. 

Appliquons    la   formule   générale  à  la  calotte  sphérique   de    méri- 
dienne MN  (fig.  244).  Soit  R  le  rayon  du  cercle. 

On  a  :  arc  MN  =  Re ,         dv^=^  Rg?6  ,  p  =  R  sin  fj  ; 

S  =^  2::R^  H  sin  0  .  dh  =  27rR-(l  —  cos  G) . 

C'est  la  formule  du  v^  75. 

Pour  une  zone  comprise  entre  les  angles  Oo  et  Oi,  on  a  : 

S  =  2t:R^(  1  —  cos  0,)  —  27rR^(l  —  cos  6o)  =  2xR2(cos  Oo  —  cos  e^)  ; 

S  =  27:R(R  cos  Oo  —  R  cos  eO  =  27:Rh  ; 

h  est  la  hauteur  de  la  zone. 
,f\  —  Ellipsoïde  de  révolution. 


Fig.  245. 


La  méridienne  est 
On  a  : 


h^x' 


a}z'  =  a}b'. 


c  ==  a? ,      dv^  =  dx^-  -f  dz^  =  dz"" 


SLH^-\-h'x^ 

"  ¥x^  ~ 


\JJj'  —  (h^  —  a')z^  .dz. 


Deux  cas  à  considérer. 

Si  V ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  grand  axe,  il  faut  poser  : 

h^a,  \jly^—^''=^be.      Par  différentiation  on  vérifiera 

la  formule  : 


^(V 


-r^-  arc  sin  -r 
e-  b 
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C'est   l'aire   comprise   entre   le    plan    é(|uateur     zz={)     vX   un   plan 
parallèle  quelconque. 
Pour     z=:h^     on  a  : 

S  =  Tji-  -\ are  sm  c. 

C'est  l'aire  de  la  moitié  de  rdlipsoïde.  On  retrouve  bien  2ira^ 
pour  a=zJ)  (e'est-à-diri!  pour  la  sphère),  jiarce  que  le  quotient 
arc  sin  r  ;  c,  tend  vers  l'unité  (piaiid  r  s'annule. 

Si  r ellipsoïde  rsl  (h  révolution  autour  de  son  petit  are,  il  faut  poseï-  : 

l>  <C  '^         \  «*'  —  />'        'fc- 
On  vériliera  la  ff)rmul(*  : 


Tua^e 


V^^+^  +  X|"<=+\/iï^+-)-"'^^1 


Pour      c.  ii:r:/>,      on  a   la   moitif  de   l'aire  de   l'i'llipsoK 
S 


ra--|-     ^     loK    -     ,, 


382.  Volume  des   surfaces  de  révolution  ;  théorème 
de  Guldin. 

/  .  —  Le  ealeul  du  \(»lunu'  d  une  sinlaee  de  revnluli(»n  se  ramène 
imniédialeinent  à  une  iidéi^nale  simple,  (piand  il  esl  limité  j)ar  <les 
pf^ni Hèles.  Va\  eiïet,  le  solide  e«nnpris  i-nlie  deux  j)arallèles  distants 
de  (Iz  est  assimilable  à  un  eylindie  de  hase  zp"  et  de  hauteur  dz. 

Son  volume  est  :  r.çi'-dz. 

Le  ^()llnne  total  esl   |>ar  suite  : 

''/  .    TUÉOUKME   DE  GllLDLN. 

Le  moment  statique  par  rap|)oil  à  0;  de  Taire  jdane  qui 
entendre  le  volume  par  rotation  autour  de  la  droite  O;  de  son  plan, 

est  (S  16:^)  :  4"   /   ^'^'-  =  h    1    ?'^-- 

pi  est  la  distance  de  Taxe  neutre;       /  zdz     est    l'aire    enclose    par 

*.' 
la  courbe.  D'où  le  théorème  :  Le  volume  engendré  par  une  aire  phme 
tournant  autour  d'une  droite  O3  de  son  plan  (qu'elle  ne  rencontre 
pas,  pour  éviter  des  difficultés  de  signes),  est  égal  au  produit  de 
l'aire  par  la  circonférence  décrite  par  un  point  quelconque  de  l'axe 
neutre  parallèle  à  l'axe  de  révolution. 
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^".  —  Si  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  une  droite  paral- 
lèle à  0:;,   cette  droite  est  son  axe  neutre. 
4\  —  Volume  d'un  tore. 
L'aire  du  cercle  est  tAV-.  Le  volume  engendré  est   : 


Représentation  plane  et  en  vraie  grandeur  des  surfaces. 

383.  Position  du  problème. 

/".  —  On  établit  une  correspondance  point  par  point  entre  une  sur- 
face et  un  plan,  en  posant  sur  la  surface  : 

et  sur  le  plan  :  H  =  <I>{u,f),  r,  =  ^V[u^v). 

Chaque  système  de  valeurs  u,v,  définit  un  point  A  de  la  surface 
et  un  point  A'  du  plan,  supposé  repéré  au  moyen  des  axes  (rectangu- 
laires pour  simplifier)  Q;,  Qy].  Les  fonctions  <ï>  et  ^  sont  arbi- 
traires :  le  problème  est  donc  pour  le  moment  complètement  indé- 
terminé. On  le  détermine  en  imposant  certaines  conditions  à  satis- 
faire . 

!?°.  — Nous  avons  expli({ué  comment  les  variables  u,v,  déterminent 
sur  la  surface  deux  IVnsceaux  de  courbes  ([ui  la  décomposent  en  une 
sorte  de  quadrillage  (§  372,  ;^").  Il  en  est  de  môme  du  plan.  Parmi  tous 
les  modes  de  correspondance  possibles,  cherchons  ceux  qui  font 
correspondre  à  un  parallélogramme  élémentaire  de  la  surface  un 
parallélogramme  de  même  aire  sur  le  plan. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  reprendre  nos  calculs,  nous  concluons 
du  §  376,  3'\  où  nous  faisons  ;3=:0,  que  l'aire  d'un  parallélogramme 
élémentaire  sur  le  plan  a  pour  expression  : 

c/1  =  A  .  du  dv  =    -< >- s-      .        du  du. 

\  Ou     Ov  Ou     Ov  1 

Il  y  aura  donc  égalité  pour  les  aires  élémentaires ,  si  les  fonctions 
<i>  et  ^  sont  choisies  de  telle  sorte  (ju'on  ait  identiquement  : 

(^$   ^^'         OW   ()<I> 


dI.  =  dS,  :       ;,  -  —  ^    .     rr=  ^  D  =  -f-  v/EG  —  F2  . 

'  Ou     Ov  Ou     Ov        —  —  ^ 

384.  Application  aux  surfaces   de  révolution.   Cartes 
de  Géographie. 

Reprenons  les  notations  du  §  378 ,  4"  ;  choisissons  comme  variable 
V  l'arc  de  méridien  ;  u  est  la  longitude.  On  a  : 

^'   ^  Ou     Ov  Ou     Or         — ^^   ^ 
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/".   —  Méthodj:  de  Lambert.  Posons  :        q  =  (p[u,v}  =  u  -^ 

il  vient  :  -^=^±o[v),        r,  =  W(v)=±l     c(v)dv. 

Appliquons  à  l;i  sphère.  Pour  (jue  v  soit  l'arc  de  méridien  compté 
à  partir  de  l'équateur,  il  faut  écrire  (§  373)  : 


x=zr  cos  —  cos  w ,  Il  =  r  cos  —  sm  u 

D'où  : 


z  =  r  sm  —  . 
r 


r  cos 


cos  —  dv^^  r-  sin  — 

r  r 


Si    donc    nous    voulons    rcpivscntcr    une    sphère    sur    un    phin    de 


60" 

FçUa 

rpur 

60» 

Pô/e  Sud 
Fig.  -iv;. 

manière  que  les  aires  soient  conservées,  nous  pouvons  prendre  pour 
coordonnées  cartésiennes  rectan«^ul;iires  : 

z  =  u,  ■r=:r^  sui       : 

'  r 

u  est  la  longitude  évaluée  en  radians,  r  est  le  rayon  de  la  sphère, 
V  :  r     est  la  latitude. 

L'hémisphère  sera  représenté  d;ins  un  rectangle  de  hase  2x  (varia- 
tion totale  de  la  long-itude) ,  de  hauteur  r*  {la  variation  du  sinus 
quand  v  ',  r  varie  de  0  à  r  ;  2 ,  est   1  ) ,  par  suite  de  surface  2r,r^. 

Les  méridiens  sont  figurés  p;ir  des  droites  parallèles  à  Qy;  ;  leur 
distance   est    propoi-tionnelle  à   la   vaii;ition  de  la  lon«.(itude. 

Les  parallèles  sont  lij^urés  par  des  droites  parallèles  à  Q;  ;  si  les 
parallèles  représentés  correspondent  à  des  variations  égales  de  la 
latitude,  les  droites  tracées  sur  la  carte  se  rapprochent  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  de  l'équateur. 

La  figure  246  représente  le  canevas  (jénéral ;  les  droites  tracées 
correspondent  à  des  variations  de  30°. 

Il  est  à  peine  hesoin  de  faire  observer  (jue  ce  système  de  cartes 
géographiques  déforme-  complètement  les  régions  voisines  du  pôle  : 
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Abl 


elle  les  allonge  à  la  longueur  de  l'équateur  en  les  amincissant  dans  le 
sens  normal,  de  manière  que  les  aires  soient  conservées. 

5°.  —  Méthode  de  Flamsteed.  —  Posons  :       'ri  =  m*{u,v)  =  v; 


il  vient 


<ï>(?7,y)  =:  wp(f  )  -[-  constante. 


Appliquons  à  la  sphère  ;  on  trouve  (en  prenant  la  constante  nulle)  : 


ru  cos 


ru  cos  — 
r 


Les   parallèles  de  la    sphère    sont  figurés  par  des  droites  dont  la 

J^ûVe  //ord 


l'ç^c'/ei^r 


FôJe  Sud 
Fig.  247. 

distance  est  proportionnelle  à  la  variation  de  la  latitude  ;  les  méri- 
diens sont  transformés  en  des  cosinusoïdes  dont  l'amplitude  est  pro- 
portionnelle à  la  longitude.  Seul  le  méridien  origine  (wi^O)  est  trans- 
formé en  une  droite.  La  figure  247  représente  le  canevas  général. 

3°'  —  Plus  généralement,  si  nous  voulons  que  les  parallèles  soient 
figurés  par  des  droites  parallèles,  nous  devons  poser  : 


^(«); 


5* 
du 


■■{^: 


W{v)  ' 


=*="-#â+*'(^)- 


Nous  ajoutons  une  fonction  arbitraire  de  v  qui  disparaîtra  quand 
nous  prendrons  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  u. 
Dans  le  cas  de  la  sphère,  on  trouve  : 


^w, 


/°.  —  Méthode  de  Babinet. 

Imposons  aux  méridiens  la  forme  d'ellipses.  Déterminons  les  cons- 
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tantes  de  manière  (lig.  248)  qu'un  hémisphère  soit  représenté  dans 
un  cercle  de  rayon  yj2  r  e  d'aire  r=  27:  r-,  que  le  grand  axe  des  ellipses 
dirigé  suivant  la  ligne  des  pôles  soit  constant,  eniin  que  le  petit  axe 
soit  proportionnel  à  la  longitude  du  méridien  considéré. 

,^2v/2ru 


11  faut  écrire 


r,  =v2  ''sin  o. 


cos 


(i) 


/^û7e  Nord 

90° 


90' 

/"Ole  Sud 

Fig.  248. 


OÙ  (p  est  une   fonction  de  l'arc  v  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Identifions  avec  les  relations  ci-dessus  établies;  il  vient  : 


W{v)=i\l2  rsinç; 


1  V       2\l2 


On  tire    aisément  de  là,    en   dilférentiant   la    première    équation, 
transportant  dans  la  seconde  et  intégrant  : 


2o  4-  sin  2  o  =  r  sin 


(2) 


relation  qui  définit  la  variable  auxiliaire  o  en  fonction  de  la  latitude 
?'  ;  r.  Les  parallèles  sont  donc  représentés  par  des  droites  parallèles 
(puisque  (p  n'est  effectivement  fonction  que  de  v)  dont  les  écartements 
sont  fournis  par  l'équation  (2V 
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Voici    les   distances    relatives   des   droites  parallèles   à  l'équateur, 
pour  les  latitudes  croissant  de  10  en  lO"*  : 

latitude        10         20         30         40         50         60         70  80       90 

distance      137      272       404       531       051       762       862  945    1000 


Courbes  orthogonales  sur  une  surface. 

385.  Réseau  d'isothermes. 

/".  —  Nous  savons  déjà  que  la  condition  nécessaire  pour  que  les 
courbes  des  faisceaux  u  et  v  soient  orthogonales,   est  (§  376,  9")  : 

F=:0. 

Il  s'ag-it  maintenant  d'obtenir  que ,  les  paramètres  croissant  d'une 
courbe  à  l'autre  de  la  môme  quantité  infiniment  petite  s^  la  surface 
soit  divisée  en  carrés  infiniment  petits.  Or  on  a  (5:^  376,  /**): 

pour  dv  =  (},  rliS:=\/E(lu;  pouv  du  =  (),  d2S  =  \ÎGdv, 

La  condition  diS  =  d.2S,  pour  du  =  dv,  devient  donc  : 

E  =  G. 

Ainsi,  pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  un  réseau  d'isothermes,  il  faut 
que  l'élément  d'arc  prenne  la  forme  : 

ds^=i^u,v){du^  +  dv^-). 

Cette  condition,  satisfaite  pour  un  système  de  variables  u  et  r,  le 
sera  évidemment  pour  tout  système  ku-\-0^^  kv-\-0''^  où  k 
est  un  coefficient  constant. 

^".  —  Appliquons  aux  surfaces  de  révolution  (§  378,    /°i  : 

<h^-  ==  f-{v)  du'-  +  dv'-  =  f{v)  \du'-^{j^l^f\  . 

Les  courbes  des  faisceaux  u  Qi  v  sont  orthogonales  ;  mais  les 
variables  sur  ces  courbes  ne  sont  pas  choisies  de  manière  qu'en  leur 
donnant  des  accroissements  égaux  z  { infiniment  petits  ) ,  la  surface 
soit  découpée  en  carrés. 

Changeons  donc  la  ^variable  v  qui  sert  à  repérei*  l'un  des  faisceaux. 


Posons:  /    -,y=z:V,         d'où:     ds^~z=R\\){du'~ -^d\^). 

S°.  —  Appliquons  à^la  sphère  dont,  pour  simplifier  l'écriture,  nous 
prendrons  le  rayon  pour  unité  de  longueur  : 

X  z=  cos  V  cos  u,  y  =^  cos  V  sin  u,  ^  =  sin  v  : 

ds-  =  dv-  -|-  cos^  V  .  du^  =  cos^ 


I  '   \cost'/    I' 
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Posons  donc  :         V  =j   J^=  log- 1^(|-  +  f). 

V  s'appelle  la,  fonction  des  latitudes  croissantes  ;  nous  en  donnons 
une  table  au  ,^  214.  Il  faut  prendre  //  et  V  pour  nouvelles  variables, 
par  suite  exprimer  cos^u  en  l'onction  de  V  : 

2y  =  4  arc  tj^  6»' — z. 

Nous  étudierons  plus  loin  [^  4'i9)  les  isothermes  d'un  hélicoïde. 

386.  Recherche  des  lignes  isothermes. 

/".  —  Si  l'élément  d'arc  se  présente  sous  la  forme  : 

ds'  =  2Vdudv,  (1) 

pour  ramener  à  la  forme  déterminée  au  ,^  385,  /",  il  sufiit  de  poser  : 
2\j  =  i,-\-v,  '2\  =  --i{u-^v).  (2) 

D'où  immédiatement  : 

d{]''-\-d\'  =  dudv. 
Un  tire  de  (2)  : 

//  =  U  +  /V,         v  =  \]  —  i\\  (3) 

formules  ((ui  serviront  au  chanji^emoiil  de  variables  dans      F(u,t;). 
!^'.  —  D'une  manière  j^énérale  «»n  peut  écrire  : 

E I  Edu'  +  2Vdudv  4-  Gdv^]  = 

[ EJw  +  (F  +  iD)dv\  [Edu  +  (F  —  iD)dv\  ;  (4) 

\y.  :^  EG  —  F^ 

Si  l'on  trouve  les  facteurs  intégrants  des  parenthèses  du  second 
membre  de  (4),  on  ramène  la  forme  (3)  à  la  forme  (1)  et  par  suite  à 
la  forme  (jui  convient  au  faisceau  des  isothermes  (§  282). 

î?".  —  Appliquons  la  méthode  à  la  sphère  : 

ds^  =  dv'  -|-  cos  'V  .  du-  =  (cos  v  .  du  -\-  idv)  (cos  v  .  du  —  idv). 

Le  facteur  intéj>rant   de  Tune  ou  l'autre  parenthèse  est     1  ;  cos  u  . 

T^»    V  1  «  r  ,      ,      idv    11,  idv  '\ 

D  ou  :  ds-  =  cos  -V    du  -\ W  du . 

I         '    cosî;J|  cos  y  I 

Nous  poserons  donc  : 

dv  =  du  4-     ,  d\  r=r  du  — 

'    cos  V  '  cos  V 

U  =r  Z7  4-  Hog  tg  (^  ^  +  1-  )  ,  V  =  U  —  i  log  i^(^1  +   2'  j  . 

Appliquant  les  formules  (2)  à  ces  valeurs  de  U  et  de  V  et  chan- 
(jeant  convenablement  les  notations ^  on  trouve  les  variables  déjà 
obtenues  : 

"'=^-^4^="-,     "'=-T(u-v)=iogtg(f+|). 


SURFACES.  COURBES  TRACÉES  SUR  LES  SURFACES 


461 


Représentation  conforme  des  surfaces. 

387.  Conditions  d'une  représentation  conforme. 

Nous  supposons  la  surface  définie  par  les  variables  u,  v,  que  nous 
prenons  pour  coordonnées  cartésiennes   rectangulaires  d'un  plan. 

A  chaque    point    de'  la    surface    correspond   un   point  du    plan. 

Nous  demandons  la  condition  pour  que  la  représentation  soit 
conforme^  c'est-à-dire  pour  qu'aux  fîp^ures  infiniment  petites  tracées 


f^o  fh  "5  "J  H 


Fig.  2'i9. 

sur  la  surface  correspondent  sur  le  plan  des  figures  infiniment 
petites  semblables.  Aux  §§  23G  et  suivants,  nous  avons  étudié  la 
même  correspondance  entre  les  points  de  deux  plans. 

i" .  —  A  partir  diin  point  A  de  la  surface,  traçons  les  arcs 
infiniment  petits  AB ,  AC , .  .  .  dont  les  longueurs  rentrent  dans 
l'expression  générale  : 

r/52  —  E(/»^-  +  %^dudv  +  Ç,dv\ 

A  partir  du  point  A'  situé  dans  le  plan  et  conjugué  de  A ,  traçons 
les  arcs  A'B',  A'C, .  .  .  respectivement  conjugués  de  AB,  AG,.  .  . 
Leurs  longueurs  rentrent  dans  la  formule  : 

ds''  =  du^-\-dv-. 

Pour  que  le  rapport  ds  ',  ds'  soit  constant  pour  le  point  A  (il 
peut  varier  d'un  point  à  Tautre  de  la  surface) ,  il  faut  évidemment  que  : 

E  =  G,         F  =  0;  ds'^=^E{du''-\-dv'-).  (1) 

Si  cette  condition  est  réalisée,  on  a  : 

AB  ÂC 


AB 


AC 
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S'\  Supposons   ia  condition  (1)    satisfaite   :   les  angles  se  con- 

servent. 

D'abord  les  courbes  u  =  constante,  v  =  constante,  tracées  sur  la 
surface  sont  orthogonales  (§  370,^"),  comme  le  sont  par  hypothèse 
les  droites  //  =  constante,  t;  =  constante,  tracées  sur  le  plan. 

Plus  généralement,  reprenons  la  formule  (jui  donne  l'angle  0  d'une 
courbe  tracée  sur  la  suiface  jivec  Tune  dos  courbes  du  faisceau 
1)  =1  constante  (Jj  377  et  iig.  2il)  : 

E+F/)  1 


cos  0  = 


V/E  VE  -r  ^^^>  +  ^P"       \'^+P' 


quand       Er=:G,    p'  =  0.       L'angle    0    est   précisément    celui   (jue    fait 
avec  l'axe  des  ii  la  courbe  conjuguée  dans  le  plan. 

En  résumé,  nous  aurons  une  représentation  conforme  sur  un 
plan,  en  prenant  dans  ce  plan  pour  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
(julaires  les  varialdes  qui  déterminent  sur  la  surface  un  réseau 
d'isothermes. 

388.  Cartes  marines  réduites  ou  de  Mercator. 

Appli(jU()ns    ce    (|ui    prccc'dr   à    la    s|)luM-e. 

Traçons  sur  le  j)lan  deux  axes  icclangidaires. 

Sur  l'axe  horizontal    |)ren(>ns  des  longueins  V  proportionnelles  aux 


50" 

E^uài 

?ijr 

0° 
Fip.  250. 


longitudes.    Menons    des    droites    perpendiculaires,    et,    à   la    même 
échelle,  portons  dessus  des  longueurs  : 


y  =  \o^i^[l^l\. 


où  V  est  la  latitude.  Les  méridiens  deviennent  les  droites  verticales 
du  plan;  les  parallèles  deviennent  les  droites  horizontales.  Les 
figures  infiniment  petites  tracées  sur  la   sphère  sont  représentées  sur 
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ces   cartes    [dites    cartes    marines  réduites    ou   de  Mercator)   par   des 
ligures  semblables. 

Le  rapport  de  similitude  varie  d'un  point  à  l'autre.    11  résulte  du 
!:?  387  qu'il  est  : 

ds'  1  l 


Gonséquemment    L 


ds         yE 
représentation 


cos  V 


conforme     pour    les    figures 
infiniment  petites,  ne  l'est  plus  pour  les  figures  finies. 

La  figure  250  représente  le  canevas  général  de  Mercator.  Près  de 
Téquateur,  la  représentation  ne  change  pas  les  aires  (cosf  =  1). 

389.  Problème  des  routes  en  Navigation.  Loxodromie. 

/°.  —  On  sait  que  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur 
la  sphère  est  le  plus  petit  arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  ces 
points.  Mais  cette  courbe  coupe  les  méridiens  suivant  un  angle 
variable. 

En  effet,  soit  BGB'  un  grand  cercle. 

On  a  dans  le  triangle  sphérique  ABC  rectangle  en  B  (§  73)  : 
tgG  =  tgAB  :  sinl^. 

L'angle  G  est  droit  pour  le  méridien  AE,  (sin  BG  =  0);  il  diminue 
ensuite  et  devient  minimum  pour  le  méridien  rectangulaire  AD  où 
il  est  égal  à   AB,    (sin  BD  =  1). 

^^  —  Mais  l'emploi  de  la  boussole  amène  les  navigateurs  à  utiliser 
entre  deux  points,  non  pas  la 
route  la  plus  courte,  mais  celle 
([ui  fait  un  angle  constant  avec 
les  méridiens  successifs  et  qu'on 
appelle  loxodromie.  Admettons, 
en  effet,  que  la  déclinaison  ma- 
gnétique soit  constante  ;  c'est 
dire  que  la  projection  horizon- 
tale de  l'aiguille  fait  partout  le 
même  angle  avec  le  méridien 
géographique.  Pour  décrire  auto- 
matiquement la  loxodromie,  il 
suffit  de  maintenir  constant 
l'angle  de  l'aiguille  aimantée 
(  rendue  sensiblement  horizontale 
par  son  mode  de  suspension)  avec 
la  quille  du  navire.  La  variation 
de  la  déclinaison  entraîne  une  correction  de  cet  angle,  lentemient 
variable  d'un  lieu  à  l'autre,   ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  chercher  l'équation  de  la  courbe 
NM  qui  coupe  tous  les  méridiens  sous  un  angle  constant  ANM  =  Z , 


Fig.  251. 
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S". LOXODROMIE. 

Soit     (/5  =  NM,     un  élément  d'arc  sur  une  sphère  de  rayon  1. 
Projetons  sur  le  méridien  : 

PM  =z dv  =  ds  .  cos  Ta,  î'  —  Vo  =  scqsZ.  (1) 

Projetons  sur  le  parallèle  : 

PN  =  cos  r  .  du  =  sin  Z  .  ds  ;  (2) 


„-..=t,Z^'-^  =  t.z[lo,l,{f+^)-logtg(f+|)] 


(3) 


Partons  d'un  point  X  dont  les  coordonnées  géographiques  sont 
Uq,  Vq.  Pour  aller  jus(|uau  pôle  {v=^r,\2)\  il  faut  parcourir  un 
arc  de  courbe  fini  : 

^"="\J  ~~'^')'^^^^^' 

Gela  n'empèclie  |)as  le  pôle  d'être  un  point  asjmptotique,  puisque 
u  —  Uq  devient  iiiliiii  ;  aulrcnuiit  dit,  la  courbe  fait  autour  du  pôle 
une  infinité  de  tours  dont  les  rayons  moyens  diminuent  assez  vite 
poiH'  (pie  la  lon<;uein-  totale  de  la  courbe  i*este  finie. 

Il  va  de  soi  que  par  tliacpu'  point  N  de  la  sphère  passent  deux 
loxodromies,  symétri(|ues  par  rapport  au  méridien  de  départ  et 
faisant  le  même  angle  Z  îivec  ce  méridien. 

/' .  —  Revenons  aux  cartes  de  Mercator. 

La  loxodromie  y  a  une  dioite  pour  courbe  conjuguée,  puiscjue  la 
rej)résentation  est  confornu»  et  que  les  méridiens  y  ont  des  droites  pour 
courbes  conjuguées.  Naturellement  les  arcs  de  loxodromie  subissent  une 
amplification  croissante  vers  les  pôles;  nous  savons  (|ue  le  rapport  de 
similitude  est      i  ;  cosr. 

La  longueur  de  la  route  juscpi'au  pôle  devient  maintenant  infinie. 
Pour  comprendre  comment  la  chose  est  possible,  il  faut  supposer 
les  unes  à  côté  des  autres  une  infinité  de  cartes  de  Mercator, 
disposées  de  manière  ([ue  le  méridien  — 180"  de  Tune  coïncide  avec 
le  méridien  180"  de  la  suivante.  Les  tours  successifs  de  la  loxo- 
dromie autour  du  pôle  sont  remplacés  par  le  passage  de  la  droite  à 
travers  ces  rectangles  successifs,  de  largeur  finie,  mais  de  hauteur  infinie. 

5".  —  On  conçoit  maintenant  comment  est  résolu  le  problème  des 
roules  en  Navigation. 

L'équation  (3)  s'écrit  : 

^7  — z/o-=(V  — \V)tgZ. 

Or  u  et  \  sont  précisément  les  coordonnées  de  la  carte  de  Mercator. 

D'où  résulte  que  pour  aller  d'un  point  A  à  un  point  B  de  la  carte 
par  l;i  loxodromie  qui  les  joint ,  on  tracera  la  droite  AB  ;  on  déter- 
minera au  rapporteur  son  angle  avec  un  quelconque  des  méridiens 
(verticales^    :    ce  sera  .précisément   l'angle    Z.    Connaissant    la    décli- 
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naison  magnétique  A ,  on  saura  l'angle  Z  H::  A ,  que  l'aiguille 
doit  faire  avec  la  quille  du  navire.  Si  l'homme  de  barre  maintient 
cet  angle,  le  navire  décrira  la  loxodromie. 

4^"  —  La  loxodromie  qui  joint  deux  points,  D  et  B  par  exemple 
(fîg.  251),  est  plus  longue  que  Tare  de  grand  cercle,  mais  de  peu. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  partant  du  point  D  (uq=^Vq=^0)^ 
nous  allions  au  point  B  de  coordonnées  u  =t:  '.  2,  v  =  r.  '.  àf.  L'arc  de 
grand  cercle  BD  a  pour  longueur  t:  '.  2.  Calculons  l'arc  de  loxodromie. 

La  formule  (3)  et  la  table  du  §  214  donnent   : 

tgZ  =  4,78,        cosZ  =  0,49. 

D'où,  en  vertu  de  la  formule  (l)  :        s  =  r.  '.  1,96. 

L'allongement  de  la  route  n'est  que  de  2  0/0.  On  remarquera  qu'il 
serait  nul  pour  les  routes  DA  ou  DE,  la  loxodromie  se  confondant 
alors  avec  le  méridien  ou  le  parallèle. 

390.  Projection  stéréographique. 

/  '.  —  Au  §  387,  nous  supposons  que  les  coordonnées  w,  f,  dans  le 
plan  sont  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires.  Prenons  main- 
tenant/>o«r  coor(/o«nee5/)o/ai>e5  l'angle  u  et  le  rayon  vecteur  r(w,  v). 

Cherchons  les  conditions  de  la  représentation  conforme. 

Posons  tout  de  suite  qu'il  s'agit  de  la  sphère.  Par  raison  de 
symétrie,  r  est  une  fonction  de  v  seulement.    Déterminons  laquelle. 

L'arc  a  pour  expressions  : 
en  coordonnées  polaires  dans  le  plan  (§  80)  : 

sur  la  sphère  :  ds^-  :=  dv'^  -]-  cos^v  ,  du'^ . 

D'où  : 

ds'^  dr'-4-r^du^  r^     /  dr^    ,     ,    \     /   dv'^      ,     ,  , 


ds^        dv^  -\-  cos^v .  du^-        cos^  t»  \  r^      •"       /     \  cos  ^^v 

Ce  rapport  est  le  même  pour  tous  les  petits  déplacements  à  partir 
d'un  point  de  la  sphère  [v  et  u  donnés,  du  et  dv  quelconques)  si  : 

dr  ^     dv  |^^^,_l^    \    (JL\1 

r  cos  z;  '  ^  oby4i2 

V  \  cos  V 


1  —  sin  V 


d-où(§48,.V'    :        r  =  ts(^-4-  +  ^j  = 

Le  facteur  de  proportionnalité ,  variable  d'un  point  à  l'autre  de  la 
sphère,  est  : 

r      _  1 

cos  V        1  —  sin  V 

2"-     —    La    projection    stéréographique     réalise    précisément     ces 
conditions. 

A   partir   du   point   A   de   la   sphère,   menons  des   droites  par   les 
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points  B  quelconques.  Elles  rencontrent  l'équateur  en  des  points  B' 
que  nous  prendrons  pour  conjugues  de  B. 

Il  est  d'abord  évident  que  la  condition  relative  à  l'angle  u  (longi- 
tude sur  la  sphère,  angle  en  coordonnées  polaires  sur  le  plan)  est 
satisfaite. 

Etablissons  donc  la  condition  relative  au  ravon  vecteur. 


/^ 


\ 

^ 

/ 

r 

^\B'               / 

C/ 

/ 

-.^v 

Fig.  2:)2. 


UB 


Dans  lt»s  triangles  semblables 

mr  _  AT) 

CF  ""  bC  ' 

r _     1 

r  —  cos  V         si  II  /* 


OAir,  CBB, 
CB  ==/•  — 
GB  =  sin  V 
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cos  V 

!  —  sin  V 


Projetons  sur  le  plan  un  élément  d'arc  de  parallèle  :  le  rapport  de 
similitiflde  est  évidemment  égal  à  : 


ÀB 


ÂÏÏ 


OB 


cos  î; 


SI  II  V 


11  vaut  1  pour  r  =  0  (jioints  voisins  de  ré((uateur)  ;  il  est  infini 
pour  les  points  voisins  du  pôle. 

Quand  on  déplace  le  plan  de  projection  parallèlement  à  lui- 
même,  on  obtient  des  figures  semblables  (,^  364);  par  suite,  la  repré- 
sentation est  conforme  pour  tous  ces  plans,  en  particulier  pour  le 
plaTi  tangeTit  au  point  D  extrémité  du  diamètre  AO. 

S''.  —  On  démontre  immédiatement  (pie  la  projection  stéréogra- 
phique  de  la  loxodromie  est  une  spirale  logarithmique  (^  201). 

Analytiquement,  cela  résulte  de  la  comparaison  des  équations 

u  =  tg  Z  .  log  tg  (^Y  +  '2)  '         ^'^'^  ^  "^-  ^^o  M 
d'où  :  11  =  tg  Z  .  log  r. 
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Géométriquement,  cela  résulte  de  ce  que  :  1°  la  représentation  par 
projection  stéréog-raphique  est  conforme  ;  2""  la  loxodromie  coupe  tous 
les  méridiens  sous  le  même  angle  ;  3°  la  spirale  logarithmique  coupe 
tous  les  rayons  vecteurs  sous  le  même  angle.  Nous  conseillons  au 
lecteur  de  tracer  sur  un  ballon  de  celluloïd  une  loxodromie  complète , 
à  partir  d'un  point  de  Féquateur,  afin  de  se  rendre  compte  de  sa 
position  par  rapport  aux  pôles  (points  asjmptotiques).  Les  spires 
asymptotes  au  pôle  point  de  vue  A  sont  projetées  à  l'infini,  tandis 
que  les  spires  asymptotes  au  pôle  D  sont  projetées  autour  de  0. 

391.  Relations  entre  la   projection  stéréographique  et 
l'inversion. 

/".  —  Nous  avons  étudié  aux  §^  236  et  suivants  la  transformation  des 
iigures  par  inversion  ;  ccaivenieni  dit,  par  rayons  vecteui's  réciproques. 


Fig.  253. 

Nous  avons  montré  en  particulier  que  la  transformée  d'un  cercle  G 
est  un  cercle  G'  qui  devient  une  droite  quand  le  pôle  d'inversion  P 
est  pris  sur  le  cercle  G.  Etudions  l'inversion  dans  l'espace  (fig.  253). 

Il  est  d'abord  évident  que  l'inverse  d'une  sphère  est  une  sphère. 
Joignons,  en  effet,  le  pôle  P  au  centre  0  de  la  sphère  G.  Par  la 
droite  PO  faisons  passer  un  plan  :  il  coupe  la  sphère  G  suivant  un 
cercle.  L'inverse  de  ce  cercle  est  un  nouveau  cercle  dont  le  centre  0' 
est  sur  la  droite  PO.  Ges  résultats  s'appliquent  à  tous  les  plans 
passant  par  PO  ;  le  phénomène  étant  de  révolution  autour  de  PO, 
l'inverse  de  la  sphère  G  est  une  nouvelle  sphère  G'  dont  le  centre  est 
en  0'. 

L'inverse  de  la  sphère  G  devient  un  plan  normal  à  PO,  si  le  point 
P  est  pris  sur  elle. 

L'inverse  d'un  cercle  est  un  cercle.  En  effet,  on  le  peut  considérer 
comme  l'intersection  ,de  deux  sphères  ;  leurs  inverses  sont  encore 
deux  sphères  qui  se  coupent  nécessairement  suivant  un  cercle. 

^^  —  Réciproquement,  tout  plan  P  peut  être  considéré  (hg.  252) 
comme  l'inverse  de  la  sphère  de  centre  0  par  rapport  k  un  point  A 
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(le  cette  sphère,  à  la  seule  condition  (jue  la  droite  AO  soit  normale 
au  ])lan  P. 

(y est  ce  qui  a  lieu  précisément  dans  la  projection  stéréoyraphique. 

Hien  ne  suppose  au  surplus  (jue  le  plan  P  passe  par  le  centre  de 
la  sphère.  On  démontrera  aisément  la  relation  :     AB  .  ÀB'  =  2. 

CoROLLAiKE.  —  Il  résulte  de  là  (jue  la  projection  stéréo^^raphique 
transfoime  un  cercle  en  un  cercle.  La  proposition,  évidente  pour  les 
parallèles  et  les  méridiens  (pour  ceux-ci  le  cercle  devient  une  droite), 
est  générale. 

Bkmaiujie.  —  On  démontre  aisément  que  dans  Tinversion  les 
ant^les  se  conseivent  ,  (juelles  (jue  soient  les  figures  transformées. 
Gela  tient  à  ce  cjue  les  tan<(entes  en  deux  points  conjuj^ués  de  deux 
couihes  conjuj^uées  sont  dans  le  même  plan  passant  par  le  ])ôle  d'in- 
version,  et  qu'elles  fout  le  même  anj^le  (en  sens  inverse)  avec  le 
rayon  vecteur  (5:^  2*n).  D'où  résulte  (jue  Tanj^le  de  deux  courbes  en  un 
point  d'intersection  est  égal  à  r;in«j^le  des  courbes  conjuguées  (î:;  70.  I). 

Surf;icrs  topo()ra|)hi(|iies. 

Nous  (lii-ons  (juelijiies  mots  du  mode  de  l'eprésentîition  topoyra- 
phique  des  surfaces,  d'abord  j)aice  (ju'il  donne  une  idée  nette  de  la 
méthode  des  projections  cotées,  ensuite  parce  (ju'on  le  trouve  généra- 
lisé dans  lîi  (juestion  si  import;mte  en  l*hvsi(|ue  des  surfaces  équipo- 
tentielles  et  isotJiermes  \^  485). 

392.  Surfaces  topographiques  ;  figuré  du  relief. 

Les  surfaces  fojtor/rujdtifjucs  n'ont  de  j).irticulier  (|ue  leur  mode  de 
représentation,  et  cette  propriété  secondaire  de  n'être  rencontrées  par 
une  verticale  qu'en  un  point.  Nous  coupons  la  surface  z  =  f[x,y), 
par  des  plans  horizontau.r  ;  autrement  dit ,  nous  délinissons  les  courbes 
(le  niveau  en  donnant  à  z  une  série  de  valeurs  constantes  3o,  3,,... 

Va\  général,  ces  valeurs  forment  une  progression  arithmétique  dont 
la  raison  :  3,  —  Zq,     z^  —  3, est  appelée  équidistance. 

Par  suite,  la  surface  est  représentée  sur  un  plan  horizontal  par  les 
projections  (en  vraie  grandeur)  des  lignes  de  niveau,  aux(juelles  on 
joint  leur  cote^  c'est-h-dire  le  nombre  (jui  exprime  leur  hauteur  au- 
dessus  du  plan  horizontal  de  projection.  D'après  l'hypothèse  (ju'une 
verticale  ne  rencontre  la  surface  qu'en  un  point,  les  projections  des 
lignes  de  niveau  ne  se  coupent  pas  (iig.  2oi). 

Le  lecteur  se  fera  la  meilleure  idée  de  ce  mode  de  représentation 
en  étudiant  certaines  cartes  à  grande  échelle,  par  exemple  la  carte 
des  Pyrénées  centrales  de  Schrader. 

En  Topographie,  la  méthode  de  représentation  par  courbes  de 
niveau  tire  sa  commodité  du  fait  que  le  niveau  d'eau  détermine 
de  proche  en  proche  lès  points  (jui  sont  sur  un  plan  horizontal. 
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393.  Lignes  d'égale  pente. 

Soit  tracées  les  lignes  de  niveau  équidistantes  ;  on  demande  de 
construire  une  ligne  cVérfale  pente.  Le  problème  correspond  à  la 
détermination  sur  le  flanc  d'une  montagne  d'un  sentier  dont  la  pente 
est  imposée.  Puisque  les  lignes  de  niveau  sont  équidistantes,  c'est-à- 
dire  correspondent  à  la  même  dénivellation  verticale,  le  sentier  doit 
avoir  la  même  longueur  entre  deux  lignes  consécutives  (fig.  254). 

Partant  d'un  point  A  et  choisissant  la  longueur  AB  ,  on  détermi- 
nera successivement  les  points  C,  D,...  par  la  condition  : 

ÂB  =  BG==GÏT=DE'... 

La   solution    est   d'autant   plus   rigoureuse,    que  l'équidistance    des 
courbes   de  niveau  est 
plus  petite. 

D'un  même  point  A 
partent  une  infinité  de 
courbes  cV égale  pente 
dont  les  pentes  sont 
comprises  entre  un  ma- 
ximum (ligne  descen- 
dante) et  un  minimum 
(maximum  négatif, 
ligne  ascendante).  Ce 
maximum  et  ce  mini- 
mum correspondent  à 
la  ligne  de  plus  grande 
pente    passant  par    A. 

Pour  tracer  une  ligne 
d'égale  pente  entre  deux  points  donnés  A  et  E,  on  procède  par  tâton- 
nements. A  partir  de  A,  on  décrit  une  ligne  de  pente  trop  faible  qui 
aboutit  en  Ei,  une  ligne  de  pente  trop  forte  qui  aboutit  en  Eg. 
Une  interpolation  proportionnelle  aux  longueurs  EE^et  EE7  donne 
approximativement  la  pente  convenable. 

394.  Lignes  de  plus  grande  pente. 

^"-  —  Les  lignes  de -plus  grande  pente  coupent  normalement  les 
lignes  de  niveau,  comme  il  résulte  immédiatement  de  la  construction 
des  lignes  d'égale  pente.  Les  lignes  de  niveau  étant  horizontales,  les 
projections  horizontales  des  hgnes  de  plus  grande  pente  coupent  à 
angle  droit  les  projections  (en  vraie  grandeur)  des  lignes  de  niveau. 
Nous  sommes  donc  ramenés  à  la  recherche  d'un  faisceau  de  courbes 
orthogonales  à  un  faisceau  donné  (§§  238  et  suivants). 
^^^-Soit  :  f{x,y)=z, 

l'équation  de  la  surface.   Les  lignes  de  niveau  satisfont  à   la  condi- 
tion :  (/3=rO,         pdx-\-c/dtj  =  0. 


Fig.  25^1 
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L'équation  différentiolle  dos  projections  horizontales  des  lignes  de 
plus  <2^rftnde  pente  est,  par  suite  (^  77 

qdx  —  pdy  =0. 


,f'.   —  Si,   par  exemple,    les 
homotkétiques  :  s  ib 

elles  satisfont  à  la  condition  : 

|)lus  «^^rande  pentt 


lig'nes 


de    niveau  sont    des   coniques 


), 


^^  ==0. 


Les  lignes  de 


riU-         ydy 
a'     —     /)* 
sont  définies  par  l'équation  (lig.  255 


où  .r^,,  //„,   sont 


les    c'ooi'donnécs 


loof--  _^  /> 


n-  loir 


nie   est    un 


touti 


les  liy-nes  y 


un  point  où  <ioit  passeï-  la  ligne  à 
considérer.  Dans  le  cas  des 
ellipses  (signe  supérieur),  l'ori- 
point  d'arrêt  : 
houtissent 
sous  des  angles  dilFérents  et 
s'arrêtent  brusquement.  Dans 
le  cas  des  hyperboles .  les 
lignes  de  plus  grande  pente 
admettent  les  axes  comme 
asymptotes  ;  clK's  sont  natu- 
rellement noiniales  aux  asymp- 
totes communes  à  toutes  les 
hyperboles,  asymptotes  (pii 
t'ont  partie  du  faisceau  d'hy- 
perboles. 

/".  —  V\\  mobile  glissant 
sur  la  surface  (supposée  polie  ) 
part  suivant  une  ligne  de  plus 
grande  pente  ;  mais  il  la  quitte 
dès  que  sii  vitesse  cesse  d'êtj*e 
nulle,  à  moins  que  la  ligne 
ne  soit  plane  et  verticale.  Il 
ne  suffît  même  ^>as  qu'elle  soit 
ilans  un  plan  vertical  ;  dans 
ce  cas,  le  mobile  reste  bien 
dans  le  plan  de  la  ligne ,  mais 
non  en  contact  permanent 
avec  elle.  Si,  par  exemple,  à 
une  pente  faible  succède  brus- 
quement une  pente  forte,  il  peut  arriver,  si  la  vitesse  du  mobile  est 
assez  grande 


Fig.  25:). 


rpiil  s'échappe  suivant  une    courbe  moins  inclinée. 
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395.  Thalwegs  ;  lignes  de  faite  ou  arêtes. 

/".  —  Les  lignes  de  plus  gniiule  pente  satisfont  simultanément 
aux  deux  équations  (J^ji  372  et  394)  : 

dz  ==  pcl.r  -j-  f/dy ,  0  =  qdx  —  pdy  ; 

la  première  exprime  simplement  qu'elles  sont  sur  la  surface. 

D'où  :        dz'  =:  (//  +  q')  {dx^  +  dy^),  t-  a  =/)^-  +  r/2  ; 

a  est  l'inclinaison  avec  l'horizon  de  la  ligne  de  plus  grande  pente. 

Cherchons  sur  une  ligne  de  niveau  ((/3^=0)  les  points  pour  les- 
quels a  est  maximum  ou  minimum.  Il  faut  écrire  : 

pdx  4-  qdy  =  0,  d  {p-  +  q'-)  =  0. 

La  seconde  relation  donne  (jj  372)  : 

pr  dx  -\-ps  dy  -U  qs  dx  -\-qt  dy  =  0. 
Éliminons  dx  et  dy  au  moyen  de  la  première,  il  reste  : 

^".  —  L'équation  (i)  délinit  dans  le  plan  xOy  une  ou  plusieurs 
courbes  qui  sont  les  projections  des  lieux  des  points  où  les  lignes  de 
plus  grande  pente  ont  leur  inclinaison  maxima  ou  minima  ;  ce  lieu 
se  compose  dans  l'espace  d'une  ou  plusieurs  courbes  qu'on  appelle 
thalwegs  et  lignes  de  faîte.  Il  est  bien  entendu  que  ce  maximum  (ou 
minimum)  d'inclinaison  est  déterminé  par  comparaison  avec  les 
points  voisins  sur  le  même  plan   horizontal. 

Que  le  lecteur  se  représente  le  contrefort  d'une  chaîne  de  mon- 
tagnes aboutissant  sur  une  vallée  principale.  Se  plaçant  à  l'origine  de 
ce  contrefort,  qu'il  descende  en  choisissant  sa  route  de  manière  à 
dominer  le  mieux  possible  les  deux  versants  (vallées  secondaires).  Il 
ne  décrira  pas  une  ligne  de  plus  grande  pente  ;  à  cha(|ue  instant  il 
changera  de  ligne  de  plus  grande  pente,  généralement  d'abord  pour 
descendre  le  moins  vite  possible,  généralement  ensuite  pour  des- 
cendre le  plus  vite  possible.  Il  suivra  ce  qu'on  appelle  une  arête  ou 
une  ligne  de  faîte. 

Au  contraire,  qu'il  descende  en  suivant  le  fond  de  la  vallée  secon- 
daire [thahveg ,  chemin  de  la  xallée).  //  ne  décrira  pas  davantage 
une  ligne  de  plus  grande  pente;  à  chaque  instant  il  changera  de 
ligne  de  plus  grande  pente,  généralement  d'abord  pour  descendre  le 
plus  vite  possible,  généralement  ensuite  pour  descendre  le  moins  vite 
possible. 

Géométriquement  parlant,  les  lignes  de  faîte  et  les  thalwegs  ont 
même  définition;  mais  on  ne  peut  évidemment  pas  les  confondre. 

Ces  lignes  coïncident  parfois  avec  une  ligne  de  plus  grande  pente  : 
c'est  ce  qui  arrive  toujours  quand  la  surface  a  un  plan  de  symétrie. 
Ainsi   plaçons    verticalement   tm   des   axes   d'un   ellipsoïde    (Os,   par 
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exemplej  :  les  courbes  (jui  sont  dans  les  plans  de  symétrie  xOz  et 
yOz,  sont  des  lignes  de  plus  grande  pente,  et  simultanément  des 
lignes  de  faîte  ou  des  thalwegs  suivant  cpion  prend  la  surface  en 
relief  ou  en  creux. 

396.  Gouttière  inclinée. 

Soit  une  gouttière  hémicylindri([ue  inclinée,  dont    laxe  se  projette 

suivant  O.r.  La  sec- 
tion droite  étant  un 
cercle ,  les  lignes  de 
niveau  sont  des  el- 
lipses égales  (§107). 
Les      projections 
des    lignes    de    plus 
grande  pente ,  iden- 
tiques   entre    elles, 
ont   la  forme  BGD  ; 
elles      admettent 
toutes  la  projection 
de  la  ligne  de  plus 
grande  .  pente     Oor 
(fond  de   la   gouttière]  comme    asymptote.    D'un  point   I  quelconque 
part  un  faisceau  de  courbes  d'égale  pente  (en    pointillé),  parmi  les- 
quelles la  droite  IJ  parallèle  au  fond  de  la  gouttière. 
Le  thalweg  est  la  ligne  de  plus  grande  [)ente  Or. 


Fig.  '>iS. 


Soit 


^4-^-1 


l'équation  du  faisceau  des  lignes  de  niveau  :  c  est  le  paramètre 
variable  suj)posé  pioportionnel  à  la  cote.  On  liouvera  aisément  pour 
équation  du  faisceau  des  lignes  de  plus  grande  pente  : 
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397.  Surfaces  enveloppes. 
i°.  —  Soit  un  faisceau  de  surfaces  : 

/■(.r,  y,  ;,  a)  =  0.  (1) 

Pour  chaque  valeur  de  a,  nous  avons  une  surface  du  faisceau  dont 
la  forme  et  la  position  dépendent  de  la  valeur  du  paramètre  a.  Fai- 
sons varier  a  de  —  ^c  à  -]-  oc  ;  nous  obtenons  une  infinité  de  sur- 
faces qui  peuvent  occuper  tout  l'espace  ou  laisser  intacte  une  portion 
de  l'espace.  Dans  ce  dernier  cas,  le   volume  qu'elles  atteignent    est 
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limité  par  une  surface  qui  est  leur  enveloppe  ;  chaque  surface  du  fais- 
ceau est  une  enveloppée  (comparer  à  la  définition  des  courbes  enve- 
loppes, §  129,  et  généraliser  le  5°  de  ce  paragraphe). 

S°. — Si  l'on  donne  à  a  successivement  les  valeurs  a  et  a.-]-(/a,  on 
obtient  deux  surfaces  du  faisceau  (1)  qui  diffèrent  infiniment  peu  de 
forme  et  de  position.  Nous  admettons  qu'elles  se  coupent  suivant  une 
ligne  dont  la  position  limite  est  parfaitement  déterminée  quand  da 
tend  vers  zéro  (c'est  l'hypothèse  même  qu'il  existe  une  enveloppe). 
Nous  nommerons  cette  ligne  caractéristique.  Ses  équations  sont  : 

f{x,  ?/,  z,  a)  =  0,  /(a?,  y,  z,  a  +  doc)  ==0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même  : 

/K//,3,a)  =  0,  ME^lhA^Q,  (2) 

S''.  —  L'enveloppe  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des 
caractéristiques  (2).  On  obtient  donc  son  équation  en  éliminant  a 
entre  les  équations  (2)  ;  la  surface  "ainsi  déterminée  est  le  lieu  des 
intersections  successives  des  enveloppées ,  puisqu'elle  contient  l'une 
quelconque  des  caractéristiques  (2)  et  que  le  paramètre  a  n'y  entre  plus. 

398.  Surfaces  canaux,  tore  elliptique,  serpentin. 

y°.  —  Les  sphères  de  rayon  invariable  R  dont  les  centres  sont  aux 
points  de  coordonnées  a,  ^,  du  plan  ocOy,  ont  pour  équation  : 

(.r-«y=  +  (.v_-^)'+3'  =  R=.  (1) 

Cherchons  une  propriété  commune  à  toutes  ces  sphères.  Pour  cela 
éliminons  les  paramètres  oc  et  ^  entre  (l),  et  les  deux  équations  tirées 
de  (i)  en  dérivant  successivement  par  rapport  k  x  et  k  y  : 

(.^_«)  +  ,p  =  0,     ■     (2/-^)  +  5y  =  0.  (2) 

Substituant  dans  (1),  il  reste  l'équation  aux  dérivées  partielles  : 

-J(i+p^  +  rf-)  =  l\K  (3j 

Elle  exprime  que  la  normale  en  un  point  quelconque  de  hauteur 
invariable  z,  fait  avec  0^  un  angle  dont  |le  cosinus  (§  375,  i°)  est 
constant  (propriété  géométriquement  évidente)  et  égal  à  : 

1  _         2 

5°.  —  Cylindres  circulaires.  —  Inversement,  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (3)  admet  (1)  comme  intégrale.  Cela  signifie  que  toutes  les 
sphères  (1)  jouissent  de  la  propriété  exprimée  par  (3)  ;   mais   cela  ne 
signifie  pas  qu'elles  sont  les  seules  surfaces  qui  en  jouissent. 
Considérons,  en  effet,  les  surfaces  représentées  par  l'équation  : 
Q,        j,        /,j.         ^^^^ 

[  -\-a-  ^  ^    ^ 
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Elle  exprime  (§  29,  3'^)  que  le  carré  de  la  distaûce  d'un  point  de  la 
stirlace  à  une  droite  du  jalan  rO,^,  ^^*  ^^^  constante  :  elle  représente 
donc  tous  les  cylindres  circulaires  dont  les  axes  sont  sur  le  plan  ./-O^ 
et  (lt)Dt  le  ravan  est  R. 

Dérixons  successivement  (l  )  [)ar  rapport  à  x  et  à//  : 

—  ,<V-;u- _/.)  +  (  l+/r-)3/>  =  0, 

(//  — a.r  — A)  +  ,l  +a^)5^=.0.  ^    ^ 

Nous  retrouvons  bien  (3)  à  partir  des  écjualions  (I')  et  ['2'). 
.f'.  —  SiHFACES  CANAi  X.    —    Reprenons    la  sphère  (1)  et    imposons 
au  centre  une  Irajectoire  autre  (ju'une  droite. 
P.'ir  cxcniplc.   i.iisons- lui  décrire  l'ellipse  : 

a=:=;j.  coso,  ^iz=rvsino.  (4) 

(./•  —  ;j,  cos  o)-  -|-  (' r/  —  V  sin  q)-  -j-  g-  =  H-.  ({'") 

L'intei'section  de  deux  sphères  infiniment  voisines  est  l'intersection 
de  la  surface  (!'")  et  de  la  surface  obtenue  par  dérivation  : 

(x  —  ;x  cos  o  )  'J.  sin  o  —  '  ,v *  sin  oj  v  ct>s  o  ==  0, 

.ry.  sin  o  -]-  //v  cos  o  -  -:  (  y,- /-)  sin  o  cos  o.  (5) 

La  surface  (5)  est  un  plan  parallèle  à  Og  :  la  caractéristique,  inter- 
section d'une  sphère  par  un  plan,  est  dcuic  un  grand  cercle.  On  véri- 
fiera innnédiatemenl  (pie  le  plan  (o)  est  normal  à  l'ellipse  (4). 

Illn  éliminant  o  entre  les  écjuations  (l  ")  et  fo),  nous  obtiendrions 
la  surface  enveloppe  de  toutes  les  sphères  de  rayon  invariable  R  dont 
le  centre  est  assujetti  à  décrire  l'ellipse  (4)  ;  cfst  un  cas  particulier  (te 
ce  qu'on  appelle  un  tube  ou  une  surfnce  canal. 

i".   —  Solution   sincllu^œ.    L'écpiatiiui   aux  dérivées  partielles  (3) 

est  s;ilisfaile  si   l'on  pose  :      :• —j^R,  p=z{)^  r/  -:=  U.         (7) 

On  tlélinil  ainsi  deux  plans  1*  et  P  tangents  à  toutes  les 
sphères  (1),  à  tous  les  cylindres  (l),  généralement  aux  surfaces 
enveloppes  des  sphères,  et  (jui  ne  sont  un  cas  particulier  ni  de  ces 
sphères,  ni  de  ces  cylindres,  ni  de  ces  enveloppes.  Ils  constituent 
une  solution  singulière  de  l'éijuation  aux  déiivées  partielles. 

,>'\  —  Si:ri'ENTin.  —  Gomme  généralisjttion  du  problème  ci -dessus 
résolu,  (m  peut  supposer  que  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  la 
sphère  est  gauche.  Si,  par  exemple,  c'est  une  hélice  (J^409),  la  surface 
enveloppe  (surface  canal)  est  un  serpentin. 

399.  Tore  circulaire  ;  ovales  et  lemniscates. 

Insistons  sur  le  tore  (s;  .*i8l,  /")  en  raison  de  rimportance  capitale 
des  courbes  qu'il  donne  par  intersection  avec  un  plan.  Nous  conseil- 
lons au  lecteur  de  se  procurer  un  gros  anneau;  une  couronne 
d'immortelles  (de   section   aussi   ronde   que   possible)  recouverte   de 
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papier   fera    fort   bien   l'affaire, 
suivra  aisément  la  discussion. 

/'*.   —  Pour  pousser  les  calculs   à    bout, 
paragraphe  précédent  par  le  cercle  de  rayon 

OC  =  iJ.  ;  a  =  a  cos  0,  3 

La  condition  (5)  devient  : 


Il   tracera   à   mesure   les   courbes   et 
emp laçons   l'ellipse    du 


Il  sm  Q . 


On 


xsin 
pour  la  surface  canal 


ij  cos  0  =  0. 


\'^'-+y'- 


ç¥h-"\ 


Telle  est  l'équation  du  tore  (§  38 1 ,  / 
écrivant  que  la  surface 
est  le  lieu  des  carac- 
téristiques ;  ce  qui 
revient  à  dire  qu'elle 
est  engendrée  par  un 
cercle  tournant  autour 
d'une  droite  de  son 
plan. 

Le  tore,  comme  n'im- 
porte quelle  autre  sur- 
face canal,  satisfait  à 
l'équation  (3). 

En  effet ,  celle  -  ci 
exprime  une  propriété 
générale  du  plan  tan- 
gent à  la  sphère,  qui 
doit  se  retrouver  sur 
toutes  les  enveloppes. 

Les  intersections  de 


=  R' 


(6) 
On  retrouve  l'équation  (6)  en 


Fig.  2r 


6: 


ax- 


ée 0^  sont  données  par  la  condition  : 

On  définit  ainsi  deuK  points  A  et  B  qui  sont  réels  si  R^(j.  ,  ce 
qui  est  évident.  Quand  ils  sont  réels,  ils  constituent  des  points 
coniques.  Les  plans  tangents  à  la  surface  aux  points  A  et  B  enve- 
loppent des  cônes  qui  sont  de  révolution  autour  de  Oz. 

Nous  reviendrons  là- dessus  plus  loin.  Quand  les  points  A  et  B 
sont  réels,  on  dit  que  le  tore  est  fermé,'  il  est  ouvert  quand  ils  sont 
imaginaires. 

5".  —  Sections  par  un  plan  parallèle  a  l'axl:  0^. 

Coupons  par  un  plan  parallèle  à  l'axe  Oz.  Comme  la  surface  est 
de   révolution,   nous   pouvons   le   placer    parallèlement   à   xOz    sans 
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diminuer  la  généralité  du   problème:  son  équation    est     yz=%. 
La  courbe  d'intersection  a  pour  équations  équivalentes  : 

(\/.r*  +  s^  —  ',jY  +  2'  =  R*, 

On  obtient  la  seconde  k  partir  de  la  première  en  chassant  le  radical. 

Tore  ouvert 


A. 
z 

xe 

m 

!" 

|i 

0 

IV 

1    1 

1 

/     1 

/ 

h 

N. 

--rfi-^ 

Àxe 


fores  fermés 


Axe 


r 

7\ 

V   r 

\ 

\ 

H 

Â 

j 

/ 

l'-ig.  2:*. 


La  ligure  2r)8  montre  une  coupe  du  tore  (ouvert  ou  fermé)  par  un 
plan  passant  par  l'axe  de  révolution  et  normal  au  plan  d'intersection  ; 
ell(>   montre  aussi   1;«  trace  de  ce  dernier   plan.  La  ligure  259   repré- 


Fig.  259. 

sente  les  formes  de  la  courbe  d'intersection  pour  le  tore  ouvert  et  les 
positions  I,  II,  111  du  plan  d'intersection. 

Quand    Sz=:jjl-|-R,    la  courbe  se  réduit  à  un  point. 

Quand  B  est  compris  entre  ix-j-R  et  ;jl,  on  obtient  un  ovale. 

Quand  S  est  compris  entre    u,  et  |j.  —  R,    la  courbe  possède  quatre 
points  d'inflexion. 

Pour    B  =  ;j(,^ — R,    l'équation  (I)  devient  : 

(.r^  -f  c'-)-  =  4|j.  (y.  —  B)  x«  —  ï^z". 
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On  a  une  lemniscate  hyperbolique  qui  possède  un  point  double. 

Enfin  pour  S  <]  [j.  —  R ,  la  courbe  d'intersection  se  compose  de 
deux  ovales  qui  deviennent  deux  cercles  pour    5  =  0. 

La  partie  droite  de  la  figure  258  permet  au  lecteur  de  terminer  la 
discussion  pour  le  tore  fermé.  Il  existe  alors  soit  un  ovale  unique, 
soit  deux  ovales  placés  Fun  dans  l'autre.  Ils  peuvent  avoir  tous  deux 
la  forme  I  (région  F);  Fovale  extérieur  peut  avoir  la  forme  II,  et  l'ovale 
intérieur  la  forme  I  (région  V). 

3"".  —  Ovales  de  Gassint,  lemniscate  de  Bernotjlli. 

On  obtient  les   ovales  de  Cassini  quand  la   section   est  à  une   dis- 
tance de  l'axe  de  révolution   égale  au  rayon  R  de  la  sphère  généra- 
trice :     R==o.    L'équation  prend  les  formes  équivalentes  : 
(^2  -[-  ^2  __j_  ^^,y.  ^  4,;^  (^2  _|_  Yi^y 


[{x^^.Y  +  z^][x 


-fl^ 


=  um' 


(2) 


La  seconde  forme  exprime  que  la  courbe  est  le  lieu  des  points  dont 
le  produit  des  distances  à  deux  points  fixes  .r  =  +pi.,  est  constant 
et  égal  à  2p.R. 

Suivant  les  valeurs  relatives  de  \j.  et  de  R,  on  obtient  les  diverses 
formes  représentées  dans  la  figure  259. 

Si    (x  =  2R,  on  obtient  la  lemniscate  de  Bernoulli  (§  239)  : 

{X~  -{-  z'Yz=m'-  {X^  —  Z^). 

4-^.  —  Sections  inclinées  passant  par  le  centre  de  symétrie. 

Sans  diminuer  la  généralité  du  problème,  nous  pouvons  mener  le 


Fig.  260. 


plan  d'intersection  par  l'axe  Oi/  ;  les  coordonnées  y  ne  sont  pas  modi- 
fiées. Il  existe  entre  les  anciennes  coordonnées  x,z,  et  les  nouvelles 
X,Z  (fig.  260),  les  relations  (§  78)  : 

ic  =  X  cos  oc  4" -^  sin  a,  z-  =  Xsina  —  Zcosa. 
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Pour   trouver  l'équation    de  l'intersection,   substituons  à  j^   et  à  ^ 
leurs  valeurs  en    fonction  de  X  et  Z,  pais  posons    Z  =  (i.    Il  vient  : 

{}jX^cos'a-\-y^  —  i^y  +  X^  sin^  a  =  R-. 

(X-^  4-  y^y  +  2  (ijr  —  R'       '2-^:~  cos^  x)  X*  —  2  (a'-  +  R*)  y'- 

+  (lx^-R^)*  =  0.  (3) 

En  particulier,  prenons  pour  plan  d'intersection  le  plan  hitangent 
BOB'.  L'angle  a.  est  déterminé  par  les  relations  : 


sin  3r  =  R  ; 


cos  a  =  y  p.*  —  R*  ; 


.  '/ 


Fig.  261. 


On  vérifiera  que  la  courbe  d'intersection  se  décompose  en  deux 
cercles  d'équations  : 

(y±R)'  +  .V  =  ix». 

Cela  revient  à  dire  que  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  peut 
se  mettre  sous  la  forme  : 

[(y  +  K)'-  +  X'  -  .^^J  [{y  _  R)^  +  X'  --  IX'] . 

L'intersection  se  compose  donc  de  deux  cercles  égaux,  dont  la 
figure  201  montre  les  projections  elliptiques  sur  le  plan  xOy.  Leur 
rayon  est  égal  à  jj,  ;  leurs  centres  V  et  F'  sont  sur  Oy  à  une  distance 
R  du  centre  de  svmétrie. 
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5°.  —  Remarque  sur  les  plans  TANGKNTiâ. 

Le  tore  nous  permet  de  préciser  nos  idées  sur  les  plans  tangents.  Par 
définition  (5:^  322),  le  plan  tangent  à  une  surface  en  un  point  U  ren- 
ferme le  point  U  et  tous  les  points  infiniment  voisins.  Rien  rie  rem- 
pêche  de  renfermer  en  outre  une  infinité  de  points  à  distance  finie: 
en  d'autres  termes,  il  peut  couper  la  surface  suivant  une  courbe 
plus  ou  moins  compliquée.  C'est  ce  qui  arrive  pour  les  surfaces  qui 
ne  sont  pas  convexes  en  tous  leurs  points. 

Nous  reviendrons  là -dessus  quand  nous  parlerons  des  surfaces 
réglées  et  de  la  courbure  des  surfaces.  Pour  l'instant,  bornons-nous  à 
considérer  le  cas  du  tore.  Puisque  la  surface  est  de  révolution,  les 
plans  tangents  sont  normaux  aux  méridiens  ;  pour  les  points  du 
méridien  représenté  dans  la  figure  260,  ils  sont  normaux  au  plan  du 
tableau. 

Si  le  point  de  tangence  U  est  sur  le  demi-cercle  TUV ,  le  plan 
tangent  1  ne  renferme  qu'un  point  de  la  surface  et  les  points  infini- 
ment voisins. 

Si  le  point  de  tangence  est  V,  le  plan  tangent  2  est  tangent  au  tore 
pour  tous  les  points  d'une  circonférence  de  rayon  \}.  (398,  4°). 

Enfin  si  le  point  de  tangence  est  en  W  sur  le  demi-cercle   VWT, 


Fig.  262. 


le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui  possède 
toujours  un  point  double  en  W.  Elle  se  déforme  pour  aller  de  la 
circonférenee  unique  I,  à  la  double  circonférence  III  étudiée  au  -^", 
enfin  à  la  lemniscate  V  étudiée  au  ^". 

Le  lecteur  réfléchira  à  la  façon  dont  le  passage  s'effectue  entre  des 
formes  en  apparence  aussi  difficiles  à  ranger  dans  une  série  continue. 
La  figure  262  montre  les  courbes  II,  III,  IV,  obtenues  quand  le  plan 
tangent  est  de  part  et  d'autre  du  plan  bitangent.  On  passe  de  I  à 
II  par  dédoublement,  de  IV  à  V  par  redressement. 

Tous  les  plans  tangents  le  long  d'un  parallèle  enveloppent  évidem- 
ment un  cône  de  révolution  d'axe  Os.  Si  le  tore  est  fermé,  le  sommet 
du  cône  peut  être  sur  la  surface  :  c'est  un  point  conique  (voir  plus 
haut,  fig.  257). 
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400.  Surfaces  moulures. 

/".  —  Une  surface  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  Oz  et 
passe  par  le  point  P  du  plan  .rOy  de  coordonnées  a,  fi,  a-  pour 
écpiation  [^  378)  : 

(^-=<r  4- (?/-?)'  =  *»;  (1) 

la  fonction  arbitraire   ^V  définira   la  surface  particulière  à  laquelle  on 
a  affaire  (fig.  263). 


V\g.  263. 

lilliniinons  a,  ^,  entre  (l)  et  les  éijuations  obtenues  par  dérivation  : 

2{x^o.)==r'p.  2{y-~^)  =  Wr/.  (2) 

11  vient  :  (/r  4-7^)H*'*  =  4T, 

que  nous  pouvons  écrire,  en  changeant  de  fonction  arbitraire  : 

l+y  + 7' =  %(=)•  (3) 

L'équation  aux  dérivées  partielles  (3)  exprime  cette  propriété  com- 
mune là  toutes  les  surfaces  (i)  que  l'inclinaison  du  plan  tangent  sur  le 
plan  xOy  (^  373)  ne  dépend  (pie  de  la  hauteur  du  point  de  tangence 
au-dessus  de  .rO^.  Nous  généralisons  ainsi  les  théorèmes  du  para- 
gnqihe  antép recèdent. 

î^"\  —  Moulures.  —  Etablissons  une  relation  ^=f[x),  entre  a  et  ^. 
C'est  dire  que  la  surface  de  révolution  se  déplace  en  restant  identique 
à  elle-même,  de  manière  que  son  axe  engendre  un  cylindre  paral- 
lèle à  Oz  et  qu'un  point  de  cet  axe  décrive  une  courbe  QPS  du  plan 
xOy.  Les  surfaces  de  révolution  sont  enveloppées  par  une  surface 
qu'on  appelle  surface  moulure  ou  plus  simplement  moulure. 
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Deux  enveloppées  voisines  se  coupent  suivant  une  courbe  caracté- 
ristique définie  par  l'équation  (1)  et  par  Féquation  : 

(.^-«)  +  (^/-^)J-  =  0,  (S) 

obtenue  en  donnant  k  a,  par  suite  à  ^,  un  petit  accroissement. 
L'équation  (5)  représente  un  plan  parallèle  à  0:;,  passant  par  Taxe  de 
révolution  de  l'enveloppe  considérée,  enfin  normal  au  cylindre  décrit 
par  cet  axe. 

La  caractéristique  est  donc  une  méridienne  de  la  surface  de  révo- 
lution. 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  moulure,  il  faut  éliminer  a  entre  (5) 
et  (1),  après  avoir  remplacé  g  par  sa  valeur  /"(a).  La  moulure 
satisfait  évidemment  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (3),  puis- 
qu'étant  l'enveloppe  de  surfaces  (1),  son  plan  tangent  jouit  des  pro- 
priétés des  plans  tangents  aux  enveloppées. 

S'\  —  Moulure  générale.  —  Généralisons  la  définition.  Supposons 
que  l'axe  de  révolution  roule  sans  glisser  sur  une  courbe  k  doul)le 
courbure,  par  suite  engendre  une  surface  développable  (voir  jj  415). 
La  surface  de  révolution,  constante  de  forme  et  de  grandeur,  parcourt 
un  espace  dont  la  surface  limite  est  une  moulure  (jénérale. 

Dans  le  cas  précédemment  traité,  la  surface  développable  est  un 
cylindre  ;  la  courbe  k  laquelle  l'axe  reste  tangent,  s'évanouit  en  un 
point  k  l'infini  sur  Oz. 

On  vérifiera  que,  dans  le  cas  général,  la  caractéristique  est  encore 
une  méridienne  dont  le  plan  est  normal  k  la  surface  développable. 

Gomme  cas  simple ,  on  supposera  que  l'axe  de  révolution  est 
astreint  k  décrire  un  cône. 

401.  Ombres  portées. 

Soit  une  surface  quelconque  engendrée  par  le  déplacement,  avec  ou 
sans  déformation,  d'une  courbe  quelconque  dont  les  différents  étuts 
seront  les  génératrices  de  la  surface.  L'ombre  portée  par  la  surface 
est  l'enveloppe  des  ombres  portées  par  les  génératrices  ;  le  cylindre 
(ou  le  cône)  d'ombre  dû  k  la  surface  est  l'enveloppe  des  cylindres 
(ou  des  cônes)  d'ombre  dus  k  ses  génératrices  ;  enfin  le  cône  d'ombre 
d'une  surface  enveloppe  est  l'enveloppe  des  cônes  d'ombre  de  ses 
enveloppées. 

Ges  propositions  sont  évidentes  si  l'on  veut  bien  remarquer  que 
deux  courbes  tangentes  se  projettent  suivant  deux  courbes  tangentes. 
Le  lecteur  les  appliquera  aux  surfaces  précédemment  étudiées,  en 
particulier  au  tore. 
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COURBES  A  DOUBLE  COURBURE.  SURFACES  DÉVELOPPABLES 


Courhos  à  double  courbiirr. 


402.    Éléments  caractéristiques    d'une  courbe  autour 
d'un  point. 

Avaiil   (le   (li'IcriniiUM-   ;mal\  liciiu'incnl   la  cou 


BmoriPdIe 
X,{j.,v. 


OT 


1)0,  cIumcIkmis  à  nous 
représenter  (|uels  sont 
ses  éléments  carac- 
téristi({ues  .lu  voisi- 
na«i^e  d'un  point  O 
(fis,  264). 

Imao^inons  un  mo- 
bile se  déplaçant  sur 
la  courbe.  A  chaque 
instant  il  possède  une 
vitesse  bien  déter- 
minée en  t^randeur 
(mais  peu  nous  im- 
porte) et  en  direction. 
Supposons  qu'il 
échappe  à  la  con- 
trainte de  rester  sur 
la  courbe  ;  en  vertu 
qui  par  définition  est    lu 


de  son  inertie,  il  décrira   une    droite 
tangente  à  la  courbe. 

Par  le  point  0,  menons  un  plan  normal  à  la  tano^ente  :  c'est  le 
plan  normal  à  la  courbe.  Toute  droite  menée  dans  ce  plan  par  le 
point  0  est  normale  à  la  courbe. 

La  courbe  est  gauche,  ce  qui  sio^nifie  qu'elle  ne  peut  s'appliquer 
simultanément  par  tous  ses  points  sur  un  plan.  Mais  deux  sécantes 
voisines  OA,    OB,   menées   par   le   point   0,    déterminent  un   plan. 
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Quand  les  points  A  et  B  se  rapprochent  indéfiniment  de  0,  ce  plan 
tend  vers  une  limite  qui  est  le  plan  osculateur.  11  contient  évidem- 
ment la  tangente,  limite  de  Tune  et  Tautre  sécantes. 

Le  plan  osculateur  et  le  plan  normal  se  coupent  suivant  une 
droite,  qu'on  appelle  normale  principale.  C'est  la  normale  à  l'élément 
de  courbe  que  Ton  peut  considérer  comme  plane  au  voisinag-e  du 
point  0. 

Cet   élément  jouit    de    toutes   les    propriétés    d'une    courbe   plane, 
jusqu'aux  infiniment  petits  du  second  ordre  inclusivement.  Il  a  donc 
un  cercle  osculateur  (jui  est  naturellement  dans    le    plan  osculateur, 
et  un  centre  de  cour])ure  (]  sur  la  normale  principale. 
La  distance  0(]   est  le  rayon  de  courbure. 

Enfin  on  est  amené  à  considérer  la  droite  perpendiculaire  au  plan 
osculateur,  ou,  si  l'on  veut,  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  tangente  et 
à  la  normale  principale  ;  on  l'appelle  hlnorniale,  pour  rappeler  cette 
définition. 

Voici  les  symboles  par  les({uels  nous  représentons  les  cosinus 
directeurs  (par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox^ 
Oy ,  0^)  des  arêtes  du  trièdre  trirectangle  formé  par  la  tangente ,  la 
normale  principale  et  la  l)in()rmale  : 


tangente  : 

a, 

P  7 

normale  principale  : 

i. 

m, 

binormale  : 

^, 

!Jm 

403.  Tangente,  plan  normaL 

/"  —  La  distance  de  deux  points  voisins  0  et  A  de  la  courbe,  points 
dont  les  coordonnées  sont  :  .r,  //,  2;  x-\-dx,  y-\-dy^  z-\-dz^ 
a  pour  limite  la  longueur  de  l'arc  ds  de  courbe.  Nous  avons  donc  : 


ds'-  =  dx'  +  dy^'-^dzK  (1 

nédiatement  l'expression  des  c 

^•^  ._   dy  dz 


On  déduit  de  là  immédiatement  l'expression  des  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  : 


ds  '      ^         ds    '  '         ds  ^  ^ 

Par  suite,  la  tangente  au  point  x,  y,  z,  3.  pour  équations  : 

où   $,  r^,  (^,    sont  les  coordonnées  courantes.  Les  coordonnées  x,  y,  z, 
sont  supposées  connues  en  fonction  de  l'arc  s  (323,  4")  : 
D'où  pour  le  plan  normal  (§319)  : 

(;-^)^  +  (.-.v)^  +  (c-.)4  =  o.        (4) 
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S°.  —  Généralement  la  courbe  est  exprimée  en  fonction  d'un  para- 
mètre variable  t  (jui  n'est  pas  l'arc  s  : 

^  =  9W.         2/ =  -/(').         =  =  'H0-  (5) 

Nous  poserons  pour  abréger  : 

D'où  :        ds^  =  dx^-  +  dif  +  dz"  =  (9'-  +  -/'  +  -V')  dt\ 

Pour  (|ue  la  variable  t  mesure  l'arc  de  courbe,  il  faut  cpion  ait  : 

9"-+7."+'y==i- 

Kn  utilisant  les  équations  (5),  les  équations  de  la  tangente  prennent 
la  forme  ; 

(;  — :r)  :  o'=r(r,— //)  :  ./  =  (;  — 5)  :  'V; 

9»  '/\  'V»  sont  les  valeurs  de  ces  fonctions  pour  le  point  x^  ?/,  :;, 
de  contact.  Le  plan  normal  devient  : 

(;-.r)9'  +  (,;-.v)/  +  (!;_;).y  =  0. 

S'\  —  Comme  toute  autre  courbe,  la  droite  peut  être  exprimée  en 
fonction  d'un  paramètre.  Gboisissons  comme  paramètre  la  distance  s 
à  l'un  de  ses  points    .r,  //,  3;     ses  équations  s'écrivent  (§323,  4^)  : 

^  =  .r-f-6'a,  r,  =  y-\-s'^,  ^  =  3  +  57;  (G) 

a,  [i,  y,  sont  ses  cosinus  directeurs.  On  a  en  effet  : 

Quand  les  cosinus  directeurs    a,  ji,  7,    de  la  tanp^ente  à  une  courbe 
sont  connus,  les  équations  ((>)  peuvent  servir  à  la  représenter. 
Dans  le  cas  «^^énéral,  les  écpiations  de  la  tanj^ente  ont  la  forme  : 

T  est  le  paramètre  variable  définissant  les  points  de  la  tangente. 

404.  Plan  osculateur,  normale  principale. 
/".  —  D'après  les  notations  adoptées,  le   plan   osculateur    a    pour 
équation  : 

■/,(;-x)  +  ;..(r,-,v)4-v(:;-.)  =  0,  (1) 

puis([u'il  passe  par  le  point  O  et  (|u"il  est  perpendiculaire  à  la 
binormale. 

Par  définition,  cette  binormale  est  perpendiculaire  à  la  tangente  au 
point  0  et  à  la  tangente  au  point  voisin. 

On  a  donc  les  deux  relations  : 

X;r'  +  {;y  +  v;î'=:0, 

X[x'  +  ^"  dt)  +  v^[y'  +11"  dt)J^.[-J  +  z"  dl)  =  i). 

La  première  exprime  ([ue  bi  binormale  est  perpendiculaire  à  la 
droite   dont    les  cosinUs    directeurs   sont  proportionnels  à   x\  y\    z. 
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c'esl-à-dire  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  0.  La  seconde 
exprime  qu'elle  est  perpendiculaire  à  la  droite  dont  les  cosinus  direc- 
teurs sont  proportionnels  à  : 

dx' 
X  -\-  —j—  dtz=x'  -\-  x"  dt,  y'  -{-  y"  dt ,  z'  -^  z"  dt , 

c'est-à-dire  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  A  voisin. 
On  peut  mettre  les  relations  précédentes  sous  les  formes  : 

W  +  ,.2/'  +  v..'  =  0, 

Àx"  +  ,xy"  +  v."  +  0.  (^) 


D'où:         .  ..  ^    .  ..    =     .  ..^ 


;^.T-=R.    (3) 


y  Z  —  zy  zx  —  x  z'  xy   —  y  x 

1  :  R"^  =  {y'z"  —  z'yj  +  {z'x"  —  x'z"Y  +  {x'y"  —  y'x'J. 

^".  —  L'expression  de  R  se  simplifie  quand  on  prend  l'arc  5  comme 
variable  auxiliaire  t^  ce  que  nous  ferons  habituellement. 
Nous  pouvons  d'abord  écrire  (î;^  316,  i")  : 

1  :  u^=(.r''  +  2/"-  +  .'^)  (x-^  +  ,/'^  +  ;"=)_(^v'4-,v'.v'  +  .v)% 

quelle  que  soit  la  variable.  Si  cette  variable  est  Tare,  nous  avons  : 

d'où  en  dilférentiant  :      x'x" -\-y'y" -\- z'z"  =  i):  (4) 

On  trouve  alors  :        1  ;  p^-  =  x"'-{-y"- -\- z"-  ;  (5) 

X=p{ij'z"  —  z'y"),      ;,.=.p(^V  — ^V),      v  =  p(^y'  — ,7/'^").     (i\) 

S''.  —  La  normale  principale  est  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  binor- 
male  et  à  la  tangente. 

Ses  cosinus  directeurs  satisfont  donc  aux  relations  (§  28)  : 

IX  -\-  m'^.-\-  nv  =  0. 

/=gv  — va,  A72  =  vX_av,  M  — ocfX  — fiX, 

en  vertu  des  relations  : 

^=  +  !i'  +  f  =  l,        A-^  +  ;v;^  +  -r  =  l,        aA  +  gi..  +  YV  =  0. 
Prenons  comme  variable  auxiliaire  l'arc  5.  On  trouve  aisément  : 

l  T=i  pic",  m  =  pî/",  n  =  pz".  (7) 

405.  Rayon  de  courbure.  Centre  de  courbure. 

/".  —  Il  s'agit  de  calculer  le  rayon  du  cercle  osculateur.  Nous 
utiliserons  la  méthode  *du  |^  92.  Soit  e  l'angle  que  font  entre  elles 
deux  tangentes  dont  les  points   de  contact  sont  distants  de  ds. 

Le  rayon  de  courbure  p  est  défini  par  la  relation  : 

p£i=(/5.  (1) 
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Tout  revient   à   calculer  s.    Applif|uons   la    formule   (|ui    donne   le 
cosinus  de  deux  directions  dont  on  connaît  les  cosinus  directeurs. 
Ces  cosinus  sont     .t',  ?/',  z\    pour  un  point  de  la  courbe, 

x'  -f-  ^"(^s  -{-  Ids^,        y'  -\-  }/"ds  -{-  r^cls^,        z  -|-  z"(ls  -{-  Ids^-, 

pour  un  point  voisin.  Nous  introduisons  les  termes  du  second  ordre; 
ils  disparaîtront  dans  le  calcul.  Appliquons  la  formule  du  §  316,  4". 
L'expression  de  sin^  £  contient  trois  termes  symétriques  dont  le  pre- 
mier est  : 

[;y'  (;:'  +  zds  -f  LW)  —  z  [y'  -f  y"ds  -\-  r,ds')  \\ 

Il  se  réduit  à  :        (;/':;"  —  zy")'-  ds^  =  \^ds-  :  :^  ; 

p  est  la  quantité  définie  au  paragraphe  précédent  :  nous  allons  mon- 
trer r/ue  c'est  précisément  le  raj/on  de  courbure.  En  effet,  il  vient  : 

ds^  ds- 

sm-  z=  i'=z  {/}-{-  ;;.--[-^'  1  —77-=  -  ,.     • 

Ainsi  la  courbure  a  pour  expression  : 

On  pourrait  partir  de  la  formule  : 

cos  t  =  ]—t':2  =  .r'  (x'-\-x"ds+;ds^-)  4-  . .., 
en  s'appuyant  sur  les  relations  (J^  2T}1)>  : 

;  =  .r"':2,       r,=y"':2.       ^  =  z":2; 

x'x"  +  y'tf  +  z'z"  =  i), 

et  par  dérivation  :        (.r  "« -f  //  ^ -f  z"^)  +  {x'x" -\-y'y"' -f  z'z")  =  0. 

t^".  —  DéttM'minons  les  coordonnées  du  centre  de  courbure^  centre 
du  cercle  osculateur  qui  est  situé  dans  le  plan  osculateur  et  a  p  pour 
rayon.  Elles  sont  déterminées  sans  ambiguïté  par  les  formules  : 

li 

a=zx-\-lù=.x^  p-x"  =zx-\ jy^ 


406.  Seconde  courbure  ;  torsion. 

(considérons  les  binormales  en  deux  points  voisins  0  et  A  distants 
de  ds.  Elles  font  un  angle  o,  qui  mesure,  si  Ton  veut,  l'angle  des 
plans  osculateurs  en  ces  points.  Nous  j)oserons  : 

p^o=zzds\ 

nous  définissons  ainsi  une  longueur  c,  <(ui  est  le  rayon  de  seconde 
courbure  ou  de  torsion  ;  (p  est  l'angle  de  torsion.  Pour  trouver 
l'expression    de    p, ,    nous   n'avons   pas   à   recommencer   les   calculs  : 
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pi  s'exprime  en  fonction   de  1,  jj.,  v,    comme  p  en  fonction  de  a,  g,  y. 
b  où  : 


'-  pi  ^  1*1 


ds 


407.  Résumé. 

Reproduisons  les  formules  (juand  on  prend  Tare  pour  variable 


tangente  : 
normale  : 
binormale  : 


l  r=  px'\        m  =  pij" ,        n  -=  p^". 


X 


On  pose  : 
ravon  de  courbure  z 


dx  , dif 

ds    '  '^  —  "dt  ' 

I 


dz 


^  =  ^x'^+y"'  +  ^'  =  v/a'^  +  3^  +  ■ 


rayon  de  torsion  Gj  : 


f  1 


408.  Indicatrice  ou  hodographe  sphérique. 

/".  —  Un  mobile  se  meut  avec  une  vitesse  constante  que  nous  pren- 
drons pour  unité,  sur  une  courbe 
gauche  A,B,G,D,...  A  partir  d'un  point 
fjuelconque  () ,  menons  des  vecteurs 
OA',  OB',  OC',...  égaux  et  parallèles 
yux  vecteurs  représentatifs  de  la  vitesse 
aux  points  correspondants  A,B,C,...  de 
la  courbe  gauche.  Leurs  extrémités 
forment  une  courbe  à  la  surface  d'une 
sphère  (puisque  les  vecteurs  ont  une 
longueur  constante)  :  on  l'appelle  ho- 
dographe ou   indicatrice  sphérique. 

9'\  —  Pour  nous  rendre  compte  de 
ses  propriétés,  supposons  la  courbe 
gauche  remplacée  par  une  suite  de  petites  courbes  finies  planes 
AB,  BG,...  Les  tangentes  à  leurs  éléments  sont  respectivement  dans 
un  plan.  Si  par  le  point  0,  on  mène  des  vecteurs  égaux  parallèles  à 
ces  tangentes,  leurs  extrémités  décrivent  sur  la  sphère  de  petits  arcs 
de  grand  cercle,  A'B',  B'C',.--  L'angle  a  que  fait  l'arc  A'B'  avec  l'arc 
B'G',  est  l'angle  des  plans  des  courbes  planes  AB,  BG.  Il  est  repré- 
senté sur  la  sphère  en  vraie  grandeur,  puis({ue  la  droite  OB',  rayon 
de  la  sphère,  est  parallèle  à  la  tangente  commune  aux  deux  courbes 
AB,  BC^  au  point  B,  par  suite  à  l'intersection  de  leurs  plans. 
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L'angle  que  fait  l'arc  A'B'  avec  l'arc  D'E'  est  égal  à  la  somme 
7. -[-[î-|-Y     des  angles  extérieurs  du  polygone  sphérique. 

Supposons  que  le  polygone  se  ferme.  Gela  signifie  qu'aux  extrémi- 
tés de  l'arc  de  courbe  considéré  (ici  formé  de  courbes  planes)  les 
tangentes  sont  parallèles.  Nous  savons  (jj  74,  -/")  que  la  somme  E  des 
angles  extérieurs  d'un  polygone  sphérique  fermé  est  égal  à  2-  moins 
l'aire  S  du  polygone  :      £  =  2-  —  S. 

Cette  quantité  mesure  donc  l'angle  des  plans  des  courbes  extrêmes. 

S''.  —  Revenons  au  cas  général  de  la  courbe  gauche.  Ce  qui  pré- 
cède est  applicable,  à  la  condition  de  considérer  les  courbes  planes 
comme  de  longueurs  infiniment  petites  ;  leurs  plans  deviennent  les 
plans  osculateurs  à  la  courbe.  Par  ses  changements  de  direction , 
riiodogiaphe  sphéri(pie  représente  donc  la  rotation  du  plan  oscula- 
teur,  ce  (jue  nous  avons  appelé  la  torsion  de  la  courbe. 

En  pjirticulier,  supposons  ([ue  la  courbe  sphéricpie  se  ferme,  que 
les  tangentes  aux  points  A  et  P,  extrémités  de  l'arc  considéré  de  la 
courbe  gauche,  soient  parallèles.  La  rotation  totale  du  plan  oscula- 
teur  entre  A  et  P ;  autrement  dit,  la  torsion  totale  de  la  courbe 
entre  ces  points  est  égale  à  2-  —  S,  où  S  «'st  l'aire  limitée  par  la 
courbe  sphéricpie. 

/".  —  l*ai'  exiMuple,  imaginons  uni'  c(»url>i'  dont  les  tangentes 
fassent  ini  angle  invaiiable  'l  avec  une  droite.  L'indicatiice  est  un 
cercle  (|ui,  fiMiné,  limite  ime  aire  (Jl  38i)  égale  à  2r(l — cos'i/).  La 
somme  des  angles  extérieurs  de  ce  cercle  (somme  des  variations  de 
(lii-ectlon   de    la   tangi'nte")    est  :     E  =  2-  —  2::(1 — cos -y)  =  2::  cos  »}. 

Si  la  longueur  de  l'aie  de  courbe  gauche  compris  entre  les  points 
dont  les  tangentes  redeviennent  parallèles  est  5,  la  torsion 
moyenne  est  :  K  ;  .s-       2-cos'!/  ;  .v. 

Nous  allons  voii"  ([ue  la  eoiulxî  dont   il  s  agit  est  une  hélice. 


IIélic<».  Hôlicoïdo  développable. 

409.  Définition  de  Thélice. 

/".  —  On  appelle  hélice  la  tourbe  gauche  engendrée  par  l'enroule- 
ment, sur  un  cylindre  à  base  circuhiire,  d'un  triangle  rectangle  ABD 
dont  un  des  côtés  de  l'angle  droit  DH  s'enroule  sur  la  circonférence 
de  base.  L'hypoténuse  AD  du  triangle  devient  l'hélice. 

Nous  appellerons  pas  la  (juantité  H  dont  l'hélice  s'élève  pour 
un  tour;  on  a  évidemment,   en  appelant  r  le  rayon  de  la  base  : 

ÂB  =  BDtgO,         H  =  2-rtgô. 
S  représentera  l'arc  d'hélice  pour  un  tour  ;  on  a  : 

BD  =  AD  cos  e,         S  =  2-r  :  cos  e  ;         izV^  -)-  H-  -=  S^ 
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Une  «génératrice  du  cylindre  coupe  l'hélice  en  une  infinité  de  points 
dont  Téquidistance  est  égale  au  pas. 

Les  équations  de  l'hélice  en  fonction  de  l'arc  sont  : 


2t.s 


H 


X  =  r  cos 


y 


rsin 


=  -cr  s. 


i?".  —  La  direction  de  la  tangente  est  définie  par  les  cosinus  : 

27:5  ,  2-5 

— q-  ,       ^z=i/  =  cos  0  cos  -o 


x'  =  —  cos  G  sin 


vi=r  ;;'  =  sin  6. 


Donc  la  tangente  fait  avec  0^  un  angle  qui  est  le  complément  de 
Fangle  0  ;  ce  qui  est  évident  sur  la  figure  26o. 
S\  —  On  a  : 


2t.  cos  0  2x5 
ô cos  — ô- 


y'  =- 


2t.  cos  0 


2715 


sm 


;"r=:0. 


D'où  : 

1 

0 


/■   ..      ,       ■■-— , — ,,-         cos^  6 


P^  =  — T- 


P.'/  =- 


Le  rayon  de  courbure  est  constant. 

La  normale  principale  AN  ^5^  la  normale  au  ci/lindre  au  point  A.  Elle 
rencontre  normalement  l'axe  0:;. 

Le  rayon  de  courbure  p  est 
toujours  supérieur  à  r.  Gomme 
il  est  constant,  le  lieu  des  centres 
de  courbure  C  de  l'hélice  est 
une  autre  hélice  de  même  pas, 
enroulée  sur  un  cylindre  de 
rayon     ^'=p  —  ^• 

Son  inclinaison  0'  est  donnée 
par  la  formule  : 

H  =  27:(p  — r)tgO'. 

En  particulier,  si  les  spires 
sont  très  aplaties,  0  est  voisin 
deO,p  est  voisin  de  r,  o  —  r 
voisin  de  0,  enfin  0'  est  voisin 
de  t:  :  2.  Le  lieu  des  centres 
de  courbure  devient  à  la  limite  Taxe  0 
4°.  —  On  trouve  aisément  : 

.  y  sin  0  X  sin  0 

'  r       '  k^'  ^^  r       ' 


^ 

Z 

--^ 

\ 

-— 

>.c 

\" 

;        1 

\ 

N, 

X 

!H:2 

^vi 

i 

Pi 

s^ 

X 

.  f       sm  0  cos  0  2715 

A  = cos      o 

r  S 


sin  0  cos  0 


Fig 

265. 

lui- 

même. 

V  = 

=  cos  6  ; 

2x5 

sm 


-^-,        v'^0. 


D' 


ou 


sm  6  cos  0 
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Le  rayon  de  torsion  est  donc  constant.  11  s'annule  pour  0  *=  0  (l'hé- 
lice s'îiplatit  sur  son  cercle  de  base),  et  pour  0  =  ::  ;  2  (l'hélice  se 
réduit  à  une  génératrice  du  cylindre). 

,ji".  —  Nous  obtenons  le  même  résultat  à  l'aide  de  l'indicatrice  sphé- 
rique  (j:^  408)  qui  est  un  cercle.  La  torsion  totale  pour  un  tour  d'hé- 
lice est     2t.  cos 'il  =  2t.  s'in  h .     La  longueur  de  l'arc  correspondant  est 

5  =  27:r;cos6.      La  torsion  nioi/enne   (qui   est   précisément   égale   à 
l'inverse  de  p,)  est  donc  : 


1         ^      .  /  2Tr  \        sin  0  cos 

—  =  2::  sin  0  'A r  =  " 

0,  \  cosO  /  r 


6*".  —  Courbes  loxodromiqlks. 

Nous  avons  étudié  plus  haut  ()^  3S9),  sous  le  nom  de  loxodroniie , 
une  courbe  qui  coupe  tous  les  méridiens  de  la  sphère  suivant  le 
même  angle.  La  définition  se  généralise  :  on  appelle  courbes  loxodro- 
mif/iies  des  surfaces  de  révolution  les  courbes  qui  coupent  les  méri- 
diens sous  un  angle  constant.  Les  loxodromitjues  du  cylindre  et 
du  cône  sont  des  hélices.  Nous  étudions  ici  les  loxodromiques  du 
cylindre;  nous  dirons  quelques  mots  des  loxodromiques  du  cône  au 
i^  42G. 

t 
410.  Projections  de  l'hélice. 

P\  —  Projection  orïhogonalk  d'i  nk  hélice  sur  un  plan  parallèle  a 

SUN    AXi;. 

Projetons  sur  le  plan  3().a  ,  on  .(   : 

2t,s  ils  2t.  z 

.rz=/*c()s     ^     .  :   -^  ç,-  ;  .r:=rcos    i,-     . 

La  projection  est  une  sinusoïde.  Faisons  Iouiium-  l'hélice  autour 
(le  ()3.  Comme  l'hélice  est  supeiposable  à  elle-même .  la  projection 
reste  une  sinusoïde,  mais  (jui  se  déplace  en  bloc  paiallèlement  à  0;. 
La  rotation  dans  le  sens  de  O.r  à  OH,  priuluit  évidenmient  un  mou- 
vement vers  le  bas.  On  utilise  cette  proposition  en  Physicjue  dans 
de  nombreux  appareils  de  démonstration.  On  la  vérih'era  en  projetant 
sur  un  mur  l'ombre  d'une  hélice  construite  avec  du  iil  de  fer. 

î?".  —  Projection  oblique  d'une  hélice  sur  un  plan  perpendiculaire 
A  SON  axe. 

Plaçons  l'axe  verticalement.  La  projection  est  une  cycloïde 
raccourcie,  si  les  projetantes  sont  plus  horizontales  que  les  tangentes 
à  Thélice  ;  une  cycloïde  proprement  dite,  si  l'inclinaison  est  la  même  : 
une  cycloïde  allongée,  si  les  projetantes  sont  plus  verticales. 

Supposons  les  projetantes  parallèles  au  plan  a^O;  et  faisant  avec 
le  plan  xOy  l'angle  6.  Dans  la  projection,  y  reste  inaltéré.  On 
verra  immédiatement  ([ue  \x  de  la  projection  d'un  point  est  égal  ;i 
Yx  du  point  projeté   augmenté  de  zcoig'b. 
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L'équation  de  la  projection  est  donc  (comp.  au  §  100)  : 

2t.s    .     n         ^     ,  .     2r.s 

x=  r  cos    ^    -j-  ^  s  cotg  'b ,  ,V  =  '^  sin  -^—  . 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  parfaire  la  démonstration.  Il 
vérifiera  le  théorème  en  projetant  sur  un  mur  l'ombre  d'une  hélice 
construite  en  fil  de  fer  et  plus  ou  moins  inclinée. 

3".  —  La  proposition  précédente  rentre  (en  un  sens)  dans  une  pro- 
position plus  générale  :  une  courbe  plane  qui  a  un  rebroussement , 
peut  être  considérée  comme  la  projection  d'une  courbe  gauche  paral- 
lèlement à  une  de  ses  tangentes.  Si  le  plan  osculateur  a  un  contact 
ordinaire  (du  second  ordre)  avec  la  courbe,  il  la  traverse  :  les  deux 
bras  du  rebroussement  qui  est  du  premier  ordre,  sont  de  part  et 
d'autre  de  la  tangente  ;  c'est  le  cas  pour  l'hélice.  Si  le  plan  oscula- 
teur ne  traverse  pas  la  courbe  (contact  du  troisième  ordre),  les  deux 
bras  du  rebroussement  sont  du  même  côté  de  la  tangente. 

Le  lecteur  vérifiera  la  proposition  avec  un  fil  de  fer  tordu,  en 
examinant  son  ombre  portée  sur  un  plan. 

411.  Hélice  osculatrice. 

L'hélice  est  donc  la  courbe  gauche  la  plus  simple,  puisque  ses 
rayons  de  courbure  sont  constants  ;  deux  arcs  quelconques  de  la 
courbe  sont  exactement  superposables. 

Sans  entrer  dans  la  théorie  complète  de  V osculation  des  courbes 
gauches,  on  conçoit  possible  de  se  représenter  l'allure  d'une  courbe 
quelconque  au  voisinage  d'un  de  ses  points,  au  moyen  d'une  hélice 
convenablement  choisie. 

On  donnera  à  la  courbe  et  à  l'hélice  même  tangente,  même  plan 
osculateur  et  même  rayon  de  courbure  p.  On  impose  ainsi  une  relation 
entre  le  rayon  r  du  cylindre  sur  lequel  l'hélice  est  tracée,  et  l'incli- 
naison 0  :  r=ûcos'-6.  (1) 

On  se  servira  de  l'arbitraire  qui  reste  pour  identifier  les  torsions 
des  deux  courbes.  Soit  pi  le  rayon  de  torsion  de  la  courbe  gauche 
donnée.  On  a  : 

r=p,  sinOcosO,  c^p,  tg6,  (2) 

La  seconde  équation  (2)  ((|ui  peut  être  toujours  satisfaite,  puisque  la 
tangente  varie  de  0  à  oc)  détermine  0  ;  l'équation  (i)  donne  r. 

Le  contact  entre  la  courbe  et  riiélice  est  du  second  ordre.  Mais  il 
existe  un  commencement  de  contact  du  troisième  ordre,  puisque  la 
torsion  dépend  des  dérivées  troisièmes  des  coordonnées  par  rapport  à 
la  variable,  et  qu'elle  est  la  même  pour  les  deux  courbes. 

412.  Hélicoïde  développable. 

On  appelle  hélicoïde  développable  le  lieu  des  tangentes  d'une  hélice. 
Gomme  la  question  des  surfaces  réglées  développables  est  capitale , 
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nous   insisterons   sur  ce   cas   simple  ;    la  théorie  générale  {^  415)  en 

deviendra  parfaitement  claire. 

/".  —    Déterminons    le    lieu    des    intersections    des    tangentes   à 

l'hélice  avec  le  plan  yOz. 
Supposons  d'abord  que 
le  plan  de  Tangle  GBD  =  G 
(fig.  266)  reste  tangent 
au  cylindre,  le  côté  BG 
se  maintenant  dans  le 
plan.rO;/.  Déterminons  le 
lieu  du  point  D.   On  a  : 


0G  =  // 


sm  X 


BG  =  //  cos  x  = 


GD  = 


r  Ig  0 


tga  ' 
II 


a  2::  tg  a  * 

Gon fermement  à  ce  que 
nous  venons  de  suj)poser,  la  tangente  à  riiélice  fait  bien  un  jmgle 
constant  avec  le  j)laii  ./()//  :  mais  s(»n  point  de  tangence  s'élève  de  II 
(|uand  01.  croît  de  2r. 

D'où  : 


y 


^Ki^+4 


sin  a  '  "        2: 

[\A\v  est  h»  courbe  (juil  laul   cfMîsliuire  (fig.  267).  On  a  : 


'/.'/= 


rcos  X 


tg  0  cos  a. 


Fig.  267. 


Donc  la  courbe  cherchée  MN  est  à  l'intini  pour  a  =  0  ;  elle  aboutit 
pour     0L  =  T.  \2,     au  point  N  de  coordonnées     y  =r,     ^  =  H  ;  4. 
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Sa  23ente,  égale  à  tgô  pour  a  =  0,  diminue  constamment  et  s'an- 
nule au  point  N.  Elle  possède  en  N  une  tangente  horizontale. 

^".  —  Tant  que  a<C'::  !  2,  le  plan  yOz  est  rencontré  par  la  par- 
tie de  la  tangente  qui  est  au-dessus  du  point  de  contact,  pour 
a  >  t:  I  2,  il  est  rencontré  par  la  partie  qui  est  au-dessous  du  point 
de  contact.  Quand  a  varie  de  t:  ;  2  à  ?:,  on  obtient  la  courbe  NP 
symétrique  de  MN.  La  courbe  entière  MNP  possède  donc  en  N  un 
point  de  rebroussement  :  sa  tangente  de  rebroussement  est  hori- 
zontale . 

Il  est  évident  que  la  même  courbe  est  tracée  dans  tous  les  jjlans 
passant  par  0^.  On  obtiendra  donc  Thélicoïde  développable  par  une 
rotation  du  plan  de  la  courbe  MNP 
autour  de  Oz  et  par  un  glisse- 
ment simultané  le  long  de  Os, 
de  manière  que  le  point  N  décrive 
l'hélice.  Autrement  dit,  l'héli- 
coïde  développable  est  une  vis 
de  pas  H  dont  la  courbe  MNP 
est  le  profil. 

Tout  point  V  de  la  courbe  en- 
gendre une  hélice  de  pas  H ,  qui 
se  trouve  tout  entière  sur  l'iiéli- 
coïde . 

S''.  —  On  peut  considérer  Thé- 
licoïde  développable  (c'est  le  cas  de 
toutes  les  surfaces  engendrées  par 
les  tangentes  à  une  courbe  gauche, 
surfaces  dites  réglées  dévelop- 
pables)  comme  formée  de  deux 
nappes  tangentes  entre  elles  sui- 
vant l'hélice  qui  est  Varête  de 
rebroussement.  L'une  des  nappes  Fig.  268. 

contient   toutes    les  portions  des 

tangentes  qui  se  trouvent  avant  les  points  de  contact;  l'autre,  les  por- 
tions des  tangentes  qui  sont  après  les  points  de  contact.  La  figure  268 
montre  la  disposition  des  deux  nappes  au  moyen  de  la  projection 
sui'  xOy.  L'intersection  de  la  surface  par  un  plan  normal  au  tableau 
et  passant  par  O.z/,  est  précisément  la  courbe  MNP  de  la  figure  267. 

413.   Hélice  générale.    Surfaces   d'égale  pente,    cônes 
d'éboulis,  remblais. 

^''.  —  Reprenons  la  figure  265 ,  mais  posons  que  le  cylindre  sur 
lequel  nous  opérons  n'est  plus  circulaire;  il  coupe  le  plan  xOy 
suivant  une  courbe  quelconque  G.  Nous  pouvons  encore  enrouler 
dessus  un  triangle  rectangle  ABD  ;  nous  traçons  ainsi  sur  le  cylindre 
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une  courbe  qui  est  une  hélice  générale.  Elle  conserve  de  Vhéllce  la 
propiiété  que  sa  tangente   fait  avec  le   plan  xOy  un  anoxie  invariable. 

il?".  —  La  surface  développable  enj^endrée  par  les  tangentes  à  cette 
bélice  est  d'égale  pente.  Sa  ligne  de  plus  grande  pente  a  une  incli- 
naison invariable.  Ses  j)lans  tangents,  déterminés  par  deux  généni- 
t lices  voisines,  rencontient  sous  un  angle  constant  le  i)lan  xOy  qui 
est  supposé  horizontal.  Si  par  un  point  quelconque  on  mène  des 
droites  parallèles  aux  tangentes,  on  obtient  un  cône  (appelé  direc- 
teur) de  révolution  autour  d'une  verticale;  le  résultat  est  évidemment 
le  même  pour  ïhélicoïde  développable . 

,i".  —  Les  surfaces  d'égale  pente  se  présentent  chaque  fois  qu'une 
loute  doit  avoir  ses  talus  réglés  à  une  pente  uniforme.  Les  éboulis 
prenant  spontanément  une  pente  très  sensiblement  invariable,  ce 
(ju'on  appelle  généralement  cône  d'éboulis  est  en  réalité  une  surface 
d'égale  pente.  Vn  cône  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical,  et 
dont  on  astreint  le  sommet  à  décrire  une  courbe  gauche,  a  pour 
enveloppe  une  surface  d'égale  pente.  Le  plan  tangent  à  la  surface 
enveloj)pe  est  le  même  tout  le  long  d  une  généiatrice  :  nous 
verrons  plus  loin  (il;  416)  (pie  cette  condition  sutlit  à  caractériser  une 
surface  dévelopj)able. 

/".  —  Voici  une  propriété  rt-inarcpiable  dis  surlaces  d  égale  pente  : 
l'aire  d'une  portion  (inie,  limitée  pai*  une  ct)Uil)e  (juelconque,  est  à 
sa  projection  liori/ontale  dans  un  rapport  constant,  égal  à  l'inverse 
du  cosinus  de  l'inclinaison.  La  (juadrature  d'une  surface  d'égale  pente  ne 
dépend  donc  que  de  l'évaluation  de  l'aire  limitée  j)ar  une  courbe  plane. 

414.  Représentation  topographique  des  surfaces 
d'égale  pente. 

/".  —  Les  lignes  de  plus  grande  pente  des  surfaces  dégale  pente 
sont  des  droites.  Leurs  projections  sur  le  plan  horizontal  sont 
naturellement  des  droites  ;  elles  sont  tangentes  à  la  projection 
horizontale  de  l'hélice  générale,  c'est-k-dire  à  la  courbe  C,  intersection 
du  cylindre  avec  ^0//  (voir  le  /"  du  paragraphe  précédent).  Les  pro- 
jections des  lignes  de  niveau  sont  donc  les  développantes  de  la  courbe  G. 

î^".  —  En  pjirticulier,  les  lignes  de  niveau  de  Ïhélicoïde  dévelop- 
pable sont  des  développantes  de  cercle,  ce  qu'il  est  facile  de  prouver 
directement. 


Surfaces  développables. 

415.   Manière  d'effectuer   le  développement. 
/".  —  Les   surfaces  engendrées   par   les   tangentes    à    une    courbe 
gauche  sont  dites  surfaces  développables ,  parce  qu'on  peut  les  déve- 
lopper^ c'est-à-dire  en  iimener  les  éléments  dans  un  plan  sans  déc/ii- 
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rure  ni  duplicature.  Nous  développerons  successivement  chacune  des 
nappes  de  la  surface  (§  412,  S''). 

Soit  abcdc  l'arête  de  rebroussement ^  c'est-à-dire  la  courl)e  gauche 
dont  les  tangentes  constituent  la  surface.  Décomposons -la  en  élé- 
ments  ah,  bc,    ...    dont  les  prolongements  du    même   côté  sont  les 

droites  Gj,  G^, Nous  déterminons  ainsi  les  éléments  Ei,  E.,, .  .  .  . 

d'un  polyèdre  qui  remplacera  la  surface  (fig.  269). 

Pour  effectuer  le  développement ,  appliquons  l'élément  Ej  sur  le 
plan.  Faisons  tourner  toute  la  surface,  sauf  Ej,  autour  de  G2  ; 
amenons  l'élément  E2  dans  le  plan.  Faisons  tourner  toute  hi  surface, 
sauf  El  et  E2,  autour  de  G3  ;  amenons  l'élément  E^  dans  le  plan.  Et 
ainsi  de  suite.  L'opération  a  lieu  sans  déchirure  ni  duplicature ^ 
parce  que  les  tangentes  infiniment  voisines  se  coupent ,  autrement 
dit,  parce  qu'elles  enveloppent  une  courbe.  A  cette  condition  seule- 
ment la  surface  peut  être  remplacée  par  un  polyèdre  développable. 

^2'\  —  Une  courbe  tracée  sur  une  surface  développable  et  sa 
conjuguée  sur  le  plan  coupent  chaque  génératrice  sous  le  même 
angle.  Car  la  rotation  autour  de  cette  génératrice,  rotation  nécessaire 
au  développement,  ne  modifie  pas  cet  angle. 

D'où  résulte  ({ue  l'angle  compris  entre  les  tangentes  de  deux  lignes 
qui  se  coupent,  conserve  également  sa  grandeur,  parce  c[u'il  est  la 
somme  ou  la  différence  d'angles  ([ui  ne  sont  pas  modifiés. 

^°.  —  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  en  deux  points  corres- 
pondants d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  développable  et  de  sa 
transformée  plane  est  égal  au  cosinus  de  l'angle  g)  que  fait  le  plan 
osculateur  de  la  ligne  avec  le  plan  tangent  à  la  surface. 

Je  ne  démontre  pas  cette  proposition  :  en  voici  deux  cas  parti- 
culiers utiles. 

4".  —  Quand  une  courbe  tracée  sur  une  surface  développable  est 
tangente  à  une  génératrice^  son  rayon  de  courbure  au  point  de  contact 
n'est  pas  altéré  par  le  développement.  En  effet,  des  deux  tangentes 
infiniment  voisines  qui  servent  à  définir  le  rayon  de  courbure,  l'une 
coïncide  avec  la  génératrice ,  l'autre  tourne  autour  de  cette  généra- 
trice ;  leur  angle  n'est  pas  altéré  par  le  développement.  C'est  une 
application  de  la  proposition  précédente  :  l'angle  co  est  infiniment 
petit,  le  plan  osculateur  est  tangent  à  la  surface. 

D'où  le  corollaire  :  dans  le  développement^  l'arête  de  rebroussement 
conserve  sa  courbure  en  tous  ses  points.  En  effet ,  elle  est  en  tous 
ses  points  tangente  aux  génératrices. 

5''.  —  Par  exemple,  nous  savons  que  le  rayon  de  courbure  d'une 
hélice  est  constant  et  égal  à  : 

p  =  r  ;  cos-  6. 

Nous  concluons  que,  dans  le  développement  d'un  hélicoïde  déve- 
loppable, l'hélice  (arête  de  rebroussement)  se  transforme  en  une  circon- 
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férence  de  rayon  p.  Gomme  la  longueur  d'une  spire  est  2t. r  :  cosO, 
l'angle  ^  (en  radians)  occupé  sur  le  cercle  de  rayon  p  par  la  trans- 
formée d'une  spire  est  : 

'l  =  2r.7'  :  p  cos  fi  =  2z  cos  0. 
f^"'  —   f^n  plan,   normal  en  M   à   la  surface  développahle ,    coupe 
cette  surface  suivant  une  courbe  dont  la  conjuguée  plane  possède  un 
point  d'inflexion  au  conjugué  du  point  M  (fig.  269). 

Pour  s'en  assurer,  que  le   lecteur  suppose  l'élément  E,  au-dessous 

du  plan  du  tableau  pris 
pour  i)lan  de  l'élément  E.2 
auquel  le  plan  P  est  nor- 
mal. 

Si  E,  faisait  avec  Ej  un 
angle  droit ,  l'intersection 
de  P  et  de  E,  serait  nor- 
male  à   Gj  ;   son  rabatte- 
ment sur  le  tableau  serait 
CD'.  Si  l'angle  E.E.,  était 
nul ,     le     rabattement    de 
l'intersection  serait  la  trace 
même  du  plan  P.  Par  suite, 
(piel  (jue  soit  l'angle  de  E, 
avec  E2,  le  rabattement  né- 
cessairemen  t  compris  en  tre 
les    limites    qui   viennent 
obtus  de  la  trace  de  P  avec  G2. 
Même  raisonnement   pour   G3.  D'où  résulte  ([ue  la  courbe    ABGD 
passe  de  })art  et  d'autre  de  sa  tangente  au  point   M  qui  est  un  point 
(Vin  flexion. 

C'est  un  cas  particulier  de  la  proposition  .t' ;  l'angle  «o  est  droit. 
Le  raisonnement   tombe  en    défaut  quand  1*  est   à   la  fois  normal 
il  la  surface  en  M  et  à  la  génératrice  cpii  passe  par  M.  La  conjuguée 
de  l'intersection  dans  le  plan   présente  avec  sa   tangente  un  contact 
du  troisième  ordre. 


Fig.  2(«). 


d'être  déterminées  sera  dans  l'angle 


416.    Équation    aux    dérivées    partielles    des   surfaces 
développables. 

/".  —  D'après   la  manière  dont  nous  réalisons  les  surfaces  déve- 
loppables, le  plan   tangent  est  nécessairement  le  même  tout  le  long 


d'une  génératrice 


en  effet,  deux  génératrices  infiniment   voisines  se     ; 


coupant ,  elles  déterminent  un  i)lan  qui  devient  tangent  à  la  surface 
lorsqu'à  la  limite  elles  se  confondent. 

Soit  :  z  —  Z=  p[x  —  \) -\- q[xj  —  Y) , 

l'équation  du  plan  tangent  ;  X,  Y,  Z,  sont  les  coordonnées  courantes; 
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X,  y,  z,  sont  les  coordonnées  du  point  de  tangence.  Il  résulte  de  ce 
que  nous  venons  de  rappeler  que  les  coefficients  : 
/),  q,  z-px  —  qy, 

sont  constants  tout  le  long  d'une  génératrice. 

Quittons  cette  génératrice  sans  quitter  la  surface.  Que  la  surface 
soit  développable  ou  non,  si  p  et  q  sont  constants,  z — px  —  qy 
est  constant;  car  la  variation  de  cette  quantité  est  alors  : 

dz—pdx  —  qdy  =  dz  —  (^-^dx  +  -^dyj===dz~dz=^(). 

Revenons  aux  surfaces  développables.  Montrons  qu'alors  p  et  q 
ne  peuvent  généralement  pas  varier  l'un  sans  l'autre.  Supposons,  en 
effet,  q  variable  et  p  constant.  La  trace  du  plan  tangent  sur  xOz  est  : 

Y  =  0,  Z — pX  =  z — px  —  qy  ; 

elle  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  ;  la  surface  est  donc  néces- 
sairement un  cylindre,  puisque  c'est  l'enveloppe  de  plans  parallèles 
à  une  droite  fixe  (§  418).  Même  conclusion  si  p  est  variable  et  q 
constant.  Donc,  pour  les  surfaces  développables  et  en  dehors  du 
cylindre,  p  et  q  ne  peuvent  pas  varier  l'un  sans  l'autre  ;  conséquem- 
ment  z — px  —  qy  ,  ne  peut  varier  que  si  p  et  q  varient. 
En  définitive,  on  a  : 

q  =  F{p),  z—px  —  qy=F,{p)=F,{q). 

Telles  sont  les  relations  qui  définissent  une  surface  développable 
quelconque. 

^\  —  Dans  la  relation  :        q=zF{p),  (1) 

intervient   une    fonction    arbitraire    F.    Choisir   cette    fonction,    c'est 
choisir  la  surface   développable.   Nous  pouvons  trouver  une  relation 
équivalente  à  la  condition  (1)  et  d'où  la  fonction  arbitraire  a  disparu. 
Dérivons  (1)  successivement  par  rapport  k  x  et  k  y  : 

ôy  _  dF   hp  _  dF 

bx  dp   bx        dp     ' 

hq  _         dF  hp  _  dF 
by  —    —  dp   ày  ~~  dp  ^' 

Des  deux  relations  : 

dF  dF 

-^s  =  t,         s=^r, 

on  tire  : 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui 
s'applique  à  toutes  les  surfaces  développables.  Nous  verrons  plus 
loin  (§  4G1)  ce  qu'elle  exprime. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  32 
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417.  Autre  manière  de  définir  les    surfaces  dévelop- 
pables.  Cônes  directeurs. 

Reprenons  la  définition  des  surfaces  développables. 

i".  —  En  général,  les  trois  constantes  qui  entrent  dans  Téquation 
du  plan  tangent  :        p,         y,  z — px  —  qy, 

dépendent  de  deux  variables  (j-,  ;/,  par  exemple).  Etudions  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  où  elles  ne  sont  fonction  que  d'une  variable.  Nous 
avons  alors  un  faisceau  de  plans  : 

Z=/;X  +  yY  +  c, 

dont  les  constantes/;,  </,  c,  sont  fonction  d'un  paramètre  :  ils  enve- 
loppent une  surface  que  nous  allons  montrer  développât  le. 

11  est  d'abord  évident  que  l'intersection  de  deux  plans  voisins  du 
faisceau,  la  caractéristique  (§  '^97),  est  une  droite.  Donc  la  surface 
enveloppe  des  positions  du  plan  mobile  est  réglée  :  elle  peut  être 
considérée  comme  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut. 

Trois  positions  inliniment  voisines  1,  2,  3,  du  plan  mobile 
déterminent  deux  caractéristiques  qui  appartiennent  toutes  deux  au 
plan  2;  par  conséquent,  elles  se  coupent.  On  peut  donc  considérer  les 
c;iractéristi(jues  comme  t.mgentes  à  une  courbe  gauche. 

En  général,  une  enveloppée  touche  l'enveloppe  tout  le  long  de  la 
caractéristique  correspondante  :  donc  la  surface  enveloppe  que  nous 
étudions,  est  tangente  au  même  plan  tout  le  long  de  chîicune  de  ses 
génératrices  rectilignes.  Elle  possède  donc  tous  les  caractères  propres 
aux  surfaces  développables  précédemment  définies. 

^2°.  CONES   DIRECTELHS. 

Une  surface  réglée  quelconque  est  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut. 

On  appelle  cône  directeur  dune  surface  réglée,  en  particulier 
d'une  surface  développable,  le  cône  obtenu  en  mêlant  par  un  point 
S  des  parallèles  à  toutes  les  génératrices  rectilignes;  nous  avons  déjà 
vu  (]ue  les  cônes  directeurs  de  l'hélicoïde  développable  et  des  surfaces 
d'égale  pente  sont  de  révolution  (Jj  413,  t^"). 

Le  plan  tangent  à  une  surface  développable  le  long  d'une  géné- 
ratrice est  évidemment  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  directeur 
(jui  c'orresi)ond  à  la  même  généndrice  transportée  parallèlement  à 
elle-même  de  manière  à  passer  par  le  point  S. 

En  général,  les  plans  tangents  d'une  surface,  transportés  paral- 
lèlement à  eux-mêmef>  de  manière  à  j)asser  par  un  point  S,  ne  sont 
pas  tangents  à  un  cône.  En  d'autres  termes,  les  normales  à  ces  plans 
menées  par  le  point  S  ne  forment  pas  un  cône  ;  elles  remplissent 
complètement  l'espace  entier  ou  une  portion  de  l'espace.  Gela  vient 
de  ce  que  les  deux  constantes  p,  y,  qui  entrent  dans  l'équation  du 
plan  tangent  (nous  prenons  le  point  S  pour  origine  des  coordonnées)  : 
•        Z=pX  +  q\, 
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ne   sont   pas   fonction   d'un    seul   paramètre.    Lorsqu'ils   le    sont,    la 
surface  est   développable  ;   les   plans   parallèles    aux   plans   tangents 
enveloppent  un  cône  qui  est  directeur  pour  cette  surface.  C'est  dire  • 
qu'il  contient  les  parallèles  aux  génératrices  rectilignes  menées  par 
son  sommet. 

418.  Cylindres. 

/".  —  La  plus  simple  des  surfaces  développables  est  le  cylindre^ 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à  elle- 
même,  en  s'appujant  sur  une  courbe  appelée  directrice.  Les  généra- 
trices passent  toutes  par  un  point  à  Kinlini  ;  il  est  loisible  de  les 
considérer  comme  tangentes  à  une  courbe  gauche  évanouissante  qui 
est  ce  point. 

Les  équations  des  génératrices  ont  la  forme  : 

x=lz+P(u),         y  =  mz  +  Q{u)-  (1) 

/  et  m  sont  des  constantes ,  P  et  Q  sont  des  fonctions  du  paramètre 
variable  u.  La  droite  a  une  direction  invariable:  elle  s'appuie  sur  la 
courbe  tracée  dans  le  plan  xOy  : 

:;  =  (),         a-  =  P(«),         y  =  Q(u). 

Eliminons  u  entre  les  équations  (1);  on  a  l'équation  générale  du 
cylindre  en  quantités  finies  : 

X — lz  =  f[ij  —  mz).  (2) 

^".  —  Cherchons  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface 
cylindrique,  c'est-à-dire  une  relation  s'appliquant  indifféremment  à 
tous  les  c^dindres. 

La  fonction  f  peut  être  considérée  comme  dépendant  de  la  variable 
auxiliaire  t  =  y  —  mz ,  ([ui  est  fonction  de  x  et  de  y  ,  puisque  z 
est  fonction  de  ces  variables.  On  a  donc  : 

<V         df   Ot         /  àz  \  df       (  hz  \ 

en  écrivant  (îf[dt  =  f'.  Bien  entendu,  une  fois  la  dérivation 
totale  effectuée  par  rapport  à  /,  nous  remplacerons  la  variable 
auxiliaire  par     y  —  mz. 

Ceci  posé,  dérivons  (2)  successivement  par  rapport  k  x  oi  k  y  : 

^-^-ë=  — èr,         -l^^{i-m^)r.       (3) 
Divisons  membre  à  membre  les  équations  (3)  ;  il  reste  : 


v_ 

_^V 

(M 

<)z 

df 

àx 

~  dt 

ô.r  ~ 

—  m 

àx 

dt 
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3".  —  L'équation  (4)  exprime  une  propriété  absolument  générale 
des  cylindres,  indépendante  des  conditions  particulières  de  direction 
des  génératrices  et  du  clioix  de   la  directrice  ;  à  savoir  que   le  plan 
tancent  est  parallèle  à  une  direction  invariable. 
En  effet,  le  plan  tangent  a  pour  équation  : 

z~Z=p{x-X)  +  q{y-Y). 
Le  plan  parallèle  mené  par  l'origine  est  : 

Z=pX  +  qY. 
Il  passe  par  la  droite  invariable  : 

X  =  /Z,         Y  =  mZ, 
si  l'on  a  identiquement  : 

4'\  —  Réciproquement,  pour  savoir  si  une  surface  est  cylindrique, 
on  clierclie  à  mettre  son  é(juation  sous  la  forme  (i).  On  exprime  (jue 
la  somme  des  dérivées  j)artielles  de  z  par  rapport  à  x  et  à  y,  multi- 
pliées par  des  constantes ,  est  une  constante. 

Pour  éviter  certaines  diflicultés,  prenons  la  droite  sous  la  forme 
plus  générale  : 

r  — P^;y  — Q^  c— R 
/  m  n      "* 

et   soit       F(.r,  ?/,  j3)=r:0,       l'équation   de    la    surface. 

On  a  identiquement  : 
bF  ^     ,    ÙF  ,     ,   ^F  ,        ^,  ÔF     ÔF  bF     ÔF 

L'é(juation  (4)  prend  la  forme  : 

hV  rtF    ,       ôF 

Soit,  j);ir  oxcinplo,  l;i  surrace  (§  337,  !^)  : 

ôF       „  ÔF       .  ÔF       , 

^'"''-  ^  =  2'-'  07  =  "^'         "ô.  =-••'■ 

L'équation  à  satisfaire  identi(|uement  est  : 

Lr  -|-  na  =  0  ;  d'où  :  1  =  n  =^0. 

La  droite  h  laquelle  toutes  les  génératrices  sont  parallèles  est  Oy, 
dont  les  écjuations  sont     x=zQ^  ^  =  0. 

5".  —  L'é(piation  (4)  est  un  cas  particulier  de  l'équation  (2) 
du  §  416.  Dérivons- la  successivement  par  rapport  à  j?  et  à  ?/ ,  en 
remarquant    que  /  et  m  sont  des  constantes  : 

lr-\-ms  =  0,  ls-\-mt  =  0]         s^  —  rt  =  0. 
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Le  cylindre  est  une  surface  développable  qui  n'a  qu'une  nappe  à 
distance  finie. 

419.  Développement  du  cylindre. 

/".  —  Pour  développer  un  cylindre  quelconque,  nous  le  fendrons 
suivant  une  génératrice  et  nous  le  déroulerons  sur  le  plan.  Cette 
opération  est  bien  un  cas  particulier  de  la  méthode  générale  du  §  415  : 
l'arête  de  rebroussement  évanouissante  est  un  point  à  l'infini;  les 
éléments  E  de  la  surface  développable  sont  des  bandes  comprises 
entre  deux  génératrices  voisines.  Ceci,  (piel  que  soit  le  cylindre. 


Fig.  270. 

^''.  —  Gomme  exemple,  soit  à  développer  une  section  plane  d'un 
cylindre  droit  à  base  circulaire  (fig.  270). 

Déterminons   le   développement   par    le   calcul. 
Il    faut    couper    le  cylindre  : 

X"-\-}f=r"^  par  le  plan  :  z=^ZQ-\-ax. 

Nous  avons  : 

x=zr  cos  7.  ;  z  =  Zq-\- ar  cos  y.. 

Le  développement  est  une  sinusoïde.  La  courbe  a  des  points 
d'inflexion  qui  correspondent  aux  points  du  cylindre  (projetés  ortho- 
gonalement  sur  le  point  M  du  plan  zOx)  où  le  plan  sécant  (projeté 
en  AG)  coupe  normalement  le  cylindre  (§  415,  6*°). 

Remarque. 

On  peut  supposer  le  cylindre  formé  d'une  infinité  d'épaisseurs  de 
papier  infiniment  mince.  Le  développement  s'étend  en  une  courbe 
périodique  indéfinie  ;  la  période  est  la  longueur  de  la  circonférence 
de  base,  soit  2xr. 
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420.  Cônes. 

/".  —  On  appelle  cane  la  surface  engendrée  parj  une  droite  qui  passe 
par  un  point  fixe  S  et  s'appuie  sur  une  courbe   appelée  directrice. 

Le  cylindre  est  donc  un  cas  particulier  du  cône  :  le  sommet  S 
est  à  l'infini. 

Soit  a,  b,  c,  les.  coordonnées  du  sommet  ;  les  équations  d'une 
génératrice  sont  : 

(x-a)=P{u).(z-c},       !,-h  =  (){u).{z-c);  (I) 

u  est  un  paramètre  variable. 

9".  —  Cherchons  l'écjuation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
coniques.  Eliminons  u  entre  les  équations  (1). 

On  a  l'équation  générale  du  cône  en  quantités  finies  : 


r{^^\  (2) 


z  —  c  \   z  —  c  ^ 

a,  A,  c,  sont  des  constantes  ;  f  est  une  fonction  de  x  et  de  ;y,  qu'on 
peut  aussi  considérer  comme  fonction  de  la  variable  auxiliaire   : 

t^(y~h)\(z-c). 

On  i  •       JlL^i^L^^-.Af    y  —  ^    ^- 

i^x      '   dt     ô.r  dt      [z  —  c)'   "^  ' 


«V  _jiL  ^f  _  <^f 

ù//  dt     ù//  dt 


J y —  h      ^z 

-c        13^=^    ày    |- 


(iCci  posé,   dérivons   successivement   (2)  par   rapport  à    x   et  à  ;/, 
multiplions  par  (5  —  c)^  : 

-(._a)-|=r|(  =  -c)-(.-A)^]. 
Eliminons    /"    entre  ces  écjuations.  Il  reste  : 

,_,  =  (._.)  ;;;+(,_/.)^.  (4) 

,'^°.  —  La  propriété  indépendante  du  cône  considéré  (ju'exprime 
ré(ju;ition  (4),  est  ([ue  le  plan  tangent  passe  par  un  point  fixe. 
L'é(|uation  de  ce  plan  est  en  eiïet  : 

:.-Z=p(,,—  X)  + ./{,/- Y). 

Écrivons  ([ue  cette  équation  est  identiquement  satisfaite  par  : 

X  =  a,         Y  =  h,         Z=c; 

nous  retrouvons  l'équation  (4). 

4".  — L'équation  (4)  est  un  cas  particulier  de  l'équation  (2)  du  §  416. 
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Dérivons  successivement  par  rapport  k  x  el  par  rapport  à  ?/,  en 
observant  ({ue  a,  j6,  c,  sont  des  constantes  ;  il  vient  les  conditions  : 

(^-a)r+{y-b)s  =  0,  {.r- a)  s  +  {y -~  h)  t  =  0  ; 

d'où:  s^  —  rt  =  (}. 

Les  deux  nappes  de  la  surface  développable  qu'est  le  cône,  sont 
les  deux  cônes  opposés  par  le  sommet. 

421.  Étude  particulière  du  cône  du  second  degré. 

/".  —  Le  cône  du  second  degré  est  engendré  par  une  droite  qui 
passe  par  un  point  fixe  S  et  s'appuie  sur  une  c()ni([ue  ;  le  point  S  est 
hors  du  plan  de  la  conique.  Si  la  conique  est  une  ellipse  ou  une 
parabole ,  elle  est  tout  entière  sur  une  des  nappes  du  cône  ;  si  c'est 
une  hyperbole,  elle  est  moitié  sur  une  nappe,  moitié  sur  l'autre. 

'2'\  —  Plaçons  la  conique  (supposée  centrée)  dans  le  plan  xOy  ; 
donnons-lui  l'orig-ine  pour  centre,  les  axes  de  coordonnées  pour  axes. 
Son  équation  est  : 

^±^  =  1-  (1) 

Soit    Xq,    ?/o,    ^0  1    les   coordonnées   du    point    S. 
Ecrivons   que  la  droite  : 

X  —  X^=1{Z  —  Z,),  y  —  y^^  =  m{z  —  Z,),  (2) 

qui  passe  par  S,  s'appuie  sur  la  conicpie.  Faisons  ;:  =  0  ,  substituons 
dans  (1)  les  valeurs  de  x  et  de  ;/  tirées  de  (2)  ;  nous  trouvons  entre 
/  et  m  la  condition  : 

_(^oj—  lz,Y  (î/o  —  mz,Y   _  , 

a-  —  h^     "    "~ 

Remphiçons  /  et  m  par  leurs  valeurs  (2)  ;  réf[uation  du  cône  est  : 

^/_  /  :^L ^  —  Xq  y  _^  j(i_  /  j/o_ y  —  Vo  Y  _  . 

a"     \    Zo  z ^0   /  b"     \   ^0  '^  —  -^0   / 

équation  du  second  degré  qui  est  de  la  forme  (2)  du  paragraphe 
précédent. 

3".  —  Quand  la  coni(jue  est  une  parabole,  on  procède  de  même.  Il 
est  évident  que  le  cône  a  l'une  de  ses  génératrices  parallèle  au  plan 
de  la  parabole  (§  104). 

4°.  —  En  définitive,  quelle  que  soit  la  conique,  nous  trouvons  pour 
le  cône  une  équation  du  second  degré  ;  c'est  donc  une  (juadrique. 
Nous  savons  (§  336)  que  parmi  les  quadriques ,  les  cônes  (qui  sont 
nécessairement  des  quadriques  centrées)  peuvent  se  ramener  à  la 
forme  : 


vL—^ 


(3) 


aï   -r  7,2   —  cî 
Cherchons  les  sections  cycliques  de  cette  surface  dont  le  sommet 
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est  à  rori^^iiie.  Utilisons    la  méthode  du  Jj  340.  La   sphère   que  nous 
emploierons  a  un  rayon  nul  : 


x^ 


+ 


=  0. 


(4) 


(S) 


Retranchons  (i)  de  (3)  ;  il  vient  : 
équation  satisfaite  si  l'on  pose  : 

Les  deux  plans  (5)  et  tous  les  plans  parallèles  coupent  le  cône 
suivant  des  cercles. 

Donc  tout  cône  du  second  degré  peut  être  considéré  de  deux 
manières    différentes  comme  cône  oblique  à  base  circulaire. 

Si  le  cône  est  de  révolution  autour  de  0-3  (a=:/)),  ses  sections 
cycliques  [l))  sont  confondues  entre  elles  et  avec  le  plan  xijy  (^  =  0)  : 
on.  a  le  cône  droit  à  base  circulaire. 

422.  Développement  du  cône. 

/".  —  Pour  développer  un  cône  (juelconcjue,  nous  le  fendons  suivant 

une  génératrice  ;  l'arête  de 
rehroussement  est  ici  éva- 
nouissante ;  elle  se  réduit  au 
sommet.  Sa  conjuguée  dans 
le  développement  est  un  point, 
i^".  —  Comme  exemple, 
développons  une  section  plane 
GFD  d'un  cône  droit  à  base 
circulaire,  section  inclinée  de 
l'angle  0  sur  la  section  droite. 
Supposons  qu'elle  ne  touche 
qu'une  des  nappes  de  la  sur- 
face développable  :  la  section 
est  une  ellipse  ;  cherchons  sa 
conjuguée  dans  le  plan  (fig. 
271). 

Menons   par  l'axe    un    plan 
AOE     défini    par    l'angle     a. 

Soit  u  l'angle  correspondant  des  génératrices   AB,  AE,  angle  mesuré 

sur  le  cône. 


Fig.  271. 


Posons   AB 


Calculoni 


t-o> 


OB 


On 


a  ev 


idemment 
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Dans  le  triangle  sphérique  formé  par  les  droites    OE,    OD,  OF , 
triangle  rectangle  en  E,  on  a  (§  73,  quatrième  formule)  : 

tg  g  =  tgô.  cos  a. 
Dans  le  triangle    OEF,    on  a  : 

EF   p  —  po   _        sin|5 sin J 

'0E~  ^^0     '        sin  (y  —  g)         sin  y  cos  g  —  cos  y  sin  g 

tg  ô  coso 


sm  Y  —  tg  0  cos  a.  cos  y 


sm 


=  Z. 


Dans  le  triangle  AOB,  on  a  : 

cos  Y  =  To  :   Po, 

Substituant  dans  la  formule  précédente,  il  vient 

- poZo 


Z. 


PoZo  :    Zo — /'otgo.cos 


po" 


Totgô.  COS  a 

Telle  est  Téquation  en  coordonnées  polaires  p  et  u  de  la  conjuguée 
de  la  section  plane. 

S".  —  Gomme  nous  pouvons  supposer  le  cône  formé  d'une  infinité 
d'épaisseurs  de  papier  infiniment  mince,  la  courbe  obtenue  se  répète 
un  nombre  infini  de  fois.  Elle  reste  comprise  entre  deux  cercles  de 
rayon  :  poZo  ;  [Zn  •+•  r^tgO],  Chaque  période  est  limitée  par  deux 
droites,  passant  par  l'ori- 
gine des  coordonnées  et 
faisant  entre  elles  Tangle  : 

U  =  2::ro:po. 

Pour  6  =  0,  la  courbe 
se  réduit  à  un  cercle,  ce 
qui  est  évident. 

Pour    les    valeurs    de    0 
comprises  entre  0  et  le  demi- 
angle  au  sommet  du  cône, 
la  courbe  a  partout  une  courbure  de  même  sens.  Il  ne  peut  exister 
de  point  d'inflexion  en  vertu  du  §  415,  ^°. 

Pour  0  égal  au  demi -angle  au  sommet  du  cône,  le  plan  d'inter- 
section est  normal  au  cône  pour  p  minimum  et  simultanément 
normal  à  la  génératrice  :  la  courbe  conjuguée  présente  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  sa  tangente  pour  le  minimum  du  rayon  vecteur 
(§  413,  6"). 

Enfin,  pour  les  valeurs  supérieures  de  6,  le  plan  d'intersection  est 
normal  au  cône  pour  deux  points  ;  la  courbe  plane  a  donc  deux  points 
d'inflexion.  Elle  ressemble  à  une  sinusoïde  (fîg.  272)  en  coordonnées 
polaires. 

Nous   laissons    au   lecteur   le  soin   de   discuter   le   cas   où  le   plan 


Fig.  272. 
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sécant  coupe  les  deux  nappes  du  cône.  La  courbe  possède  naturelle- 
ment des  branches  infinies. 

423;  Application  du  développement  conique  :  construc- 
tion des  cartes. 

/".  —  Pour  représenter  les  points  d'une  sphère  sur  un  plan,  on  les 
projette  sur  un  cône  qu'on  développe. 

On  prend  le  cône  tangent  à  la  sphère  suivant  le  parallèle  de  lati- 
tude v„,  par  conséquent  le  lon<^  d'un  cercle  de  longueur  27:R  cos  v„.  Les 
méridiens  se  projettent  sur  ce  cône  suivant  des  génératrices.  Le  cane- 


FiK.  2t:{. 

vas  principal  de  la  carte  se  composera  donc  après  développement  : 
1"  de  droites  concourantes  au  point  S  (jui  correspondent  aux  méri- 
diens; 2"  de  cercles  ayant  ce  point  S  comme  centre  qui  correspondent 
aux  parallèles  ((ig.  27*0- 

Appelons  1{,  non  le  rayon  terrestre,  mais  le  rayon  de  la  sphère 
sur  laquelle  nous  opérons.  On  a  : 

SÂ=  :^  =  R  cotg  To,       A'AA"  =  27:R  cos  v^  ; 

d'où  :  Q  =  A^À"  :  SA  —  27:  sin  r,. 

Par  exemple,  si  le  cercle  de  tangence  correspond  à  la  latitude 
45",  on  a  : 

Q  =  7:  v'2  =  4,441^,  soit  sensiblement  20")". 

Sur  le  développement,  les  points  sont  rapportés  à  des  coordonnées 
polaires.  Nous  apprendrons  tout  à  l'heure  à  évaluer  le  rayon  vec- 
teur a;  quant  à  l'angle  w,  compté  à  partir  du  méridien  origine  SS', 
on  a  :  (ù  =  u  sin  Vq, 

où  u  est  la  longitude.  En  effet ,  pour  u  :=2z,   o)  doit  être  égal  à  Q. 

Spécifions  maintenant  le  mode  de  projection  des  parallèles. 
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^°.  —  Perspective. 

Pour  point  de  vue  prenons  le  centre  0  de  la  sphère. 
Le  point  P  vient  en  G.  Dans  le  triangle  OAG,  on  a  : 

a'  ==  ÂG  =  R  tg  (u  —  t^o) ,        g=I.  —  g'  =  R  [cotg  V,  —  tg  [v  —  v,)]. 

La  carte  s'étend  jusqu'au  sommet  S. 

3^.  — Parallèles  équidistants.  Gartes  plates. 

On  porte  suivant  la  génératrice  une  longueur    AD  =  arc  AP. 

On  a  donc  : 

(t'  rr=  R  (u Vo),  a  =:  R  [cotg  V^ {v t^)]. 

La  carte  ne  se  prolonge  pas  jusqu'au  sommet  S;  le  pôle  G  corres- 
pond à  un  cercle  fini  dont  on  calculera  facilement  le  rayon  (fîg.  274). 

Nous  reviendrons  plus 
loin  (§  425)  sur  une  altéra- 
tion de  ce  système  utilisé 
dans  les  cartes  de  l'État- 
major  français. 

Gomme  cas  particulier, 
projetons  sur  le  cylindre 
(limite  du  cône)  qui  cor- 
respond à  Vq  =  0.  Les  mé- 
ridiens et  les  parallèles  sont 
représentés  par  deux  fai- 
sceaux de  droites  équidis- 
tantesetse  coupantà  angle 
droit.  Le  canevas  général 
se  compose  d'un  quadril- 
lage formé  de  carrés.  ^j^  274 

Gomme  altération  de  ce 
système,  on  prend  des  équidistances  différentes  pour  les  deux 
faisceaux  rectangulaires.  Afin  d'éviter  les  altérations  de  surface  trop 
grandes ,  on  choisit  pour  rapport  des  longueurs  qui  représentent  un 
degré  de  longitude  et  un  degré  de  latitude,  celui  qui  correspond 
exactement  à  la   latitude  moyenne  fi  des   pays  représentés  : 

longueur  d'un  degré  de  longitude  

longueur  d'un  degré  de  latitude  ^' 

Par  exemple,  si  la  latitude  moyenne  est  60",  le  canevas  se 
compose  de  rectangles  deux  fois  plus  hauts  que  larges. 

Les  cartes  construites  dans  ce  système  sont  dites  cartes  plates  j 
après  une  grande  faveur,  elles  ont  été  abandonnées. 

4°.  —  Projection  orthogonale. 

Enfin  on  peut  projeter  le  point  P  orthogonalement  sur  le  cône 
en  B.  On  a  : 

cr'=:Rsin  [v  —  Vq)  ,  c7  =  R[cotgfo  — sin  (v  —  Dq)]. 
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La  carte  ne  se  prolonge  pas  jusqu'au  sommet  S.  Le  cercle  corres- 
pondant au  pôle  G  a  pour  rayon  : 

R  cotg  1^0  (1  —  sin  Vq). 

424.  Projections  coniques. 

/''.  —  Représentation  conforme  :  système  de  Gauss. 

Sans  rien  préciser  de  plus,  posons  que  les  méridiens  sont  repré- 
sentés par  des  droites  concourantes  et  les  parallèles  par  des  cercles 
ayant  pour  centre  commun  le  point  de  concours  :  les  deux  faisceaux 
de  lignes  de  repère  sont  orthogonaux. 

Posons  donc  :  (o  =  ku  ,  a  =  /(u). 

Evaluons  les  éléments  d'arcs  sur  la  sphère  et  sur  le  plan. 
Sur  la  sphère  :  ds-  =  R-Ju*  -\-  R*  cos*  v  du*  ; 

sur  le  plan  :  ds-  =  Jt-  -[-  c*  c/w*. 

Écrivons  que  la  représentation  est  conforme.  On  doit  avoir  (§  387)  : 

(/a  ad(ô      ^"'^    .  ^'^  /     ^^ 

dv  cos  V  du  cos  u  '  ^  ^  cos  v  ' 


==.[..(;- J)]. 


Ainsi  la  représentation  sera  conforme  si  les  coordonnées  polaires 
(i)  et  (T  dans  le  plan  sont  reliées  aux  coordonnées  sphériques  w  et  u 
par  les  formules  : 


(j)  =  ku  ^ 


'\^^{l--j)\  ■ 


Pour  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  u,  la  tangente 
et  par  suite  le  quotient    j  ;  ao    prennent  des  valeurs  inverses. 

Pour    y  =  t:  ;  2 ,    on  a    j  r=  0  ;    pour    v=z  —  r,  '.  2,    on  a     fj=:QC. 

Telle  est  la  condition  pour  que  la  représentation  soit  conforme. 
Nous  disposons  de  deux  arbitraires  a,,  et  k.  Profitons-en  pour  rendre 
la  représentation  exacte,  par  exemple,  sur  Téquateur.  Il  faut  écrire 
que  les  iigures  infiniment  petites  sont  non  seulement  semblables, 
mais  identiques. 

Posons  donc  pour  u=zO  : 

dd  =  —  Rdv ,  ::(/(,)  =  R  cos  v  .  du . 

On  trouve  aisément  la  condition  : 

Gok=R. 

Pour  bizarre  que  paraisse  ce  système,  qui  revient  à  représenter  la 
terre  sur  un  éventail,  on  obtient  des  résultats  remarquables.  John 
Herschel  a  construit  une  carte  dans  l'hypothèse   A:  =  1  :  3    (l'éventail 
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a  une  ouverture  de  120")  où  les  déformations  sont  étonnamment 
petites.  La  figure  275  en  représente  le  canevas. 

^''.  —  Projection  conique  avec  conservation  des  aires  :  système 
DE  Lorgna. 

Posons  comme  plus  haut  : 

iô  =  ku,  r^z=.f(y). 


Écrivons  que   les    aires    élémentaires    sont   identiques    (§§    174   et 
378)  : 

a  chùdc  =  R2  cos  V  .  dudv 


D'où  immédiatement 


t/  -T"  .  R  Vl  —  sin  V  . 


La  constante  d'intégration  est  déterminée  par  la  condition  que 
pour  le  pôle  [v^^r.  '.2),  le  rayon  vecteur  c  soit  nul.  Ainsi  les  aires 
sont  conservées  si  les  coordonnées  polaires  w  et  c  dans  le  plan  sont 
reliées  aux  coordonnées  sphériques  u  et  v  par  les  formules  : 

(t)=^ku,  a  =  v^l  ;  A: .  Ry/2(1 — sini;). 

On  vérifiera  que  Ry^2(1  —  sin  y),  est  la  corde  de  l'arc  de  grand 
cercle  compris  entre  le  pôle  et  le  parallèle  de  latitude  v. 

425.  Cartes  de  TÉtat-major  français. 

Le  S3^stème  de  l'Etat-major  est  une  combinaison  de  la  projection 
conique  S''  du  §  423,  et  du  système  de  Flamsteed  (§  384).  Les  paral- 
lèles  sont   représentés   par   des   cercles    concentriques    équidistants  y 
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mais  les  méridiens  ne  le  sont  plus  par  des  droites  concourantes.  Les 
courbes  correspondantes  aux  méridiens  sont  déterminées  par  la 
condition  que  les  parallèles  conservent  des  longueurs  exactes. 

Déterminons  les    coordonnées  c:,    w,   sur  la  carte   (fîg.   276)  d'un 
point  de  longitude  u  et  de  latitude  v.  On  a  comme  précédemment  : 

7  =  R  [  cotg  v,  —  {v~  V,)  ]. 

Le  cercle  de  latitude  v,  ayant  une  longueur     2rR  cos  v      pour  une 
variation  2?:  de  longitude,  la  longueur   de    lare  QP  qui  correspond  à 

la  longitude  u ,  est  : 
u  R  cosu. 
L'angle   w  est  égal  au 
quotient   de   l'arc   par  le 
rayon  ;  d'où  : 

u  cos  V 


cotg  Vq  —  V-\-Vo' 

Les  coordonnées  carté- 
siennes sont  : 


r  =  asin  oj, 

•  cos  lu. 


?/  =  i: 


Fig.  TA]. 


-^        On  a   (0  =  0,    quel  que 
soit  w,   pour      r  =  r;2. 
L'autre    coordonnée    a 
pour  valeur  : 

7  =  cotg  v„  —  (::  :  2)  -f-  Vq. 

Donc  les  courbes  (jul  représentent  les  méridiens  concourent  en 
un  point  T  placé  par  rapport  à  S,  comme  le  montre  la  ligure  27(>. 
VAlos  coupent  orthogonalement  le  parallèle  î^-  On  se  rend  compte 
aisément  de  quelle  manière  elles  diffèrent  d'être  rcctilignes  (voir  la 
courbe  en  pointillé  de  la  figure  274). 

426.  Hélices  coniques;  loxodromies  coniques. 

/". —  Au§41o,  t?  ,  nous  montrons  que  dans  le  développement 
d'une  surface  développable  les  angles  se  conservent.  Au  S  201 ,  nous 
établissons  que  la  spirale  logarithmique  fait  un  angle  constant  avec 
le  rayon  vecteur  issu  d'un  certain  point  S  (pôle). 

Reliant  ces  deux  propositions,  nous  concluons  que  pour  obtenir  les 
hélices  coniques^  courbes  faisant  avec  les  génératrices  d'un  cône 
quelconque  un  angle  constant,  il  faut  tracer  dans  un  plan  un  fais- 
ceau de  spirales  logarithmiques  admettant  S  comme  pôle ,  couper  le 
plan  suivant  une  demi-droite  aboutissant  en  S,  puis  l'enrouler  en 
forme  de  cornet  quelconque  admettant  S  pour  sommet. 
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'2'*.  —  Les  hélices  coniques  comprennent  les  loxodromies  coniques. 
Au  §  409,  nous  définissons  les  loxodromies  des  surfaces  de  révo- 
lution :  elles  font  avec   tous  les  méridiens  un  angle  invariable. 

Pour  obtenir  une  loxodromie  conique ,  il  suffit  donc  de  déformer  le 
cornet  jusqu'à  obtenir  un  cône  de  révolution. 

Gomme  ces  courbes  sont  utilisées  dans  la  Théorie  de  la  Conducti- 
bilité (Étude  des  symétries,  §  235) ,  nous  en  dirons  quelques  mots. 

Reprenons  les  notations  du  §  422. 

L'équation  de  l'hélice  sur  le  cône  est  : 

On  a  :  poU  =  To  a,  7'  =  p  cos^(. 

D'où  :  r  =  cosy  .  exp  (/coccos  y). 

La  projection  de  Vhélice  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du 
cône  est  une  nouvelle  spirale  logarithmique. 

On  peut  donc  considérer  les  loxodromies  coniques  comme  obtenues 
par  l'intersection  du  cône  par  des  cylindres  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  l'axe  du  cône  et  s'appuient  sur  des  spirales 
logarithmiques  tracées  sur  un  plan  normal  à  cet  axe. 

On  démontre  aisément  que  l'hélice  conique  coupe  sous  un  angle 
constant  les  génératrices  de  ce  cylindre.  Elle  est  donc  aussi  bien  une 
hélice  cylindrique  générale  [%  413);  d'où  le  nom  d'hélice  cylindro- 
conique  qu'on  lui  donne  quelquefois. 

427.  Développantes  d'une  courbe  gauche. 

Une  courbe  gauche  a,  comme  une  courbe  plane,  une  infinité  de 
développantes  :  elles  sont  engendrées  chacune  par  un  point  d'une 
tangente  qui  roule  sur  la  courbe  sans  glisser.  Elles  forment,  sur  la 
surface  développable  lieu  des  tangentes,  le  faisceau  des  courbes 
orthogonales  à  ces  tangentes.  Elles  ont  naturellement  un  point  de 
rebroussement  sur  l'arête  de  rebroussement  de  cette  surface  (courbe 
gauche  donnée). 

Quand  on  développe  la  surface  sur  un  plan,  les  développantes  de 
la  courbe  gauche  deviennent  les  développantes  de  la  transformée  de 
Tarête  de  rebroussement.  Par  exemple,  les  développantes  de  l'hélice 
deviennent  des  développantes  de  cercle  (v^  415,  ,^°). 

Le  lecteur  se  reportera  au  §  329,  où  il  est  déjà  parlé  des  déve- 
loppantes des  courbes  gauches. 


CHAPITRE  XX 
SURFACES  RÉGLÉES  NON  DÉVELOPPABLES 


ïi^lude  îj(''n<''rale  des  systèmes  de  droites. 


428.  Surfaces  réglées;  congruences,  complexes  de  droites. 

Suit  les  équations  d'une  droite  (,^  323)  : 


l  m 


ou  encore 


x=:p-\-lt,  y^=q-\-mt,  ZT=r-\-nt.  (1) 

Quand  les  quantités  /,  m,  n,  />,  y,  r,  dépendent  d'un  paramètre  «, 
les  ct)ordonnées  x,  y,  z,  sont  exprimées  en  fonction  de  deux 
variables  u,  t.  Les  équations  (1)  représentent  une  surface  évidemment 
repliée,  c'est-à-dire  constituée  par  les  positions  successives  d'une 
droite  (jui  se  déplace.  Si  u  est  constant  et  t  variable,  on  décrit  une 
génératrice  ;  si  u  est  variable  et  t  constant,  on  décrit  une  certaine 
courbe  empruntant  un  point  à  cbaque  jjpénératrice. 

Quand  les  (piantités  /,  m,....  dépendent  de  deux  paramètres  u,  d, 
on  a  une  conymence  de  droites.  Chaque  point  A  de  l'espace  est  tra- 
versé ])ar  une  ou  plusieurs  droites  de  la  congruence. 

Remplavons  a\  î/,  j3,  par  les  coordonnées  du  point  A  ;  nous  avons 
trois  é( [nations  à  trois  inconnues  u,  u,  /,  qui  sont  ^généralement  satis- 
faites par  un  nombre  fini  de  valeurs  de  ces  variables. 

Quand  il  existe  trois  paramètres,  on  a  un  complexe  de  droites. 
Cha(jue  point  de  l'espace  est  le  sommet  d'un  cône  dont  les  géné- 
ratrices appartiennent  au  complexe. 

S'il  existait  plus  de  trois  paramètres,  toutes  les  droites  possibles 
appartiendraient  au  système  de  droites.  Nous  n'aurons  à  considérer 
par  la  suite  que  des  surfaces  réglées  et  des  congruences. 
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429.  Relations  de  deux  droites  voisines  d'un  système  de 
droites. 

Soit  les  équations  de  deux  droites  voisines  : 

x=^p-[-lt,  y=zq-\-mt,  z  =  r-\-nt\ 

x=p-\-dp  +  {l-{-dl)t,  y=qJ^dqJ^{m-\-dm)t, 

z=::{r  +  dr)  +  {n  +  dn)t. 

Posons  :      A  rr=  mcM  —  ndm,       B  =  ndl  —  Idn,      C^ldm  —  mdl. 

/".  —  Déterminons  l'angle  8  des  deux  droites.  Nous  ne  pouvons 
pas  nous  servir  du  cosinus  de  cet  angle,  car  le  cosinus  d'un  angle 
petit  est  égal  à  l'unité,  aux  quantités  du  deuxième  ordre  près.  Nous 
utiliserons  donc  la  formule  donnant  sin  6  =  0  (§  316,  ^"j  ;  on  trouve  en 
négligeant  les  quantités  infiniment  petites  devant  les  quantités  finies  : 

yA^  +  B-^  +  ç. 

î^".  —  La  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  immédiatement 
donnée  par  la  formule  du  §  327  : 

^^Adp  +  Bdq  +  Cdr 

On  ap23elle  paramètre  de  distribution  le  rapport  : 

_  1  _  ( A(/p  +  Bdq  +  Cdr)  {l^-{-m^-\-  /i^)  ,^^ 

X— e—  A'^  +  B^  +  C^  '  ^'^ 

C'est  généralement  une  quantité  finie. 

S".  —  Calculons  les  cosinus  directeurs  X,  \).,  v,  de  la  perpendicu- 
laire commune.  On  a  ()j  28)  : 

/X_|_/na  +  «v==0,        [l  -\^  dl)},-^  {m  +  dm)  ix-{-  {n-\-  dn)  V  =  0. 

A  B 


D'où  :  \=^~=- 

y/A^  +  B^  +  C^  '  '        y/A^-^B^  +  C^   ' 

r 

(4) 


y/A2_|_B^  +  C^ 

4".  —  Enfin  déterminons  le  point  I  où  la  perpendiculaire  com- 
mune touche  les  génératrices.  Il  est  caractérisé  par  une  certaine 
valeur  de  la  variable  t.  Appliquons  les  formules  du  §  328  ;  elles 
deviennent,  aux  quantités  négligeables  près  : 

Pj  =  P  =  mdr  —  ndq, 
Qi  z::^  Q  =  ndp  —  Idr, 
Ri  =  R  =  Idq  —  mdp  ; 

, AP  +  BQ  +  CR 

t A^  +  B^  +  C     •  ^°' 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  33 
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430.   Surfaces  réglées  ;  point  central,  ligne  de  stric- 
tion. 

/".  —  Jusqu'à  présent  on  ne  suppose  (jue  la  petitesse  des  quanti- 
tités  (11,  dm,...  Admettons  avoir  alFaire  à  une  surface  réglée  :  ill, 
dm,...  sont  alors  des  différentielles  :  elles  correspondent  à  la  variation 
inlininicnt  j)etite  du  paramètre  ii  (|ui  définit  la  surface.  Nous  pouvons 
leur  substituer  dans   toutes   les   formules   (qui  sont  homogènes  et  de 

degré  0  par  nipport  aux  accroissements)  les  dérivées  -j—  ,  — .—  ,... 

f'.  —  Le  point  d'une  génératrice  dont  la  distance  aux  génératrices 
voisines  est  minimum,  j)oint  déterminé  par  la  formule  (o),  s'ap- 
pelle point  central.  Son  lieu  est  la  ligne  de  striction.  Nous  pouvons 
dire  (|ue  toutes  les  fjénérntrices  voisines  d'une  (jcnémtrice  D  coupent 
perpendiculairement  un  même  élément  de  droite  qui  passe  par  le 
point  central  I  de  \).  Cet  élément  est  généralement  incliné  sur  la 
ligne  de  striction;  en  d'autres  termes,  cette  courbe  n'est  géné- 
ralement pas  une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices. 

Z^".  —  Les  surfaces  dévcloppahles  sont  engendrées  par  les  tan- 
gentes à  une  courbe  gjiuche.  Il  revient  au  même  de  dire  que  les 
génératrices  infiniment  voisines  se  coupent,  (fue  leur  distance  est  nulle. 
L'équation  dill'érentielle  des  surfaces  développables  est  donc  : 

Adp+ndq  +  Cdr  =  0. 

KiMUplavons  ])artout  les  différentielles  par  les  dérivées,  dl  par  /', 
dm  par  m',...  ;  on  trouve  la  condition  : 

[mil  —  nni) p  -J-  [ni  —  bî)  q  -|-  [Inî  —  mï)  /•'  =  0. 

En  particulier,  prenons  z  pour  variable  t  ;  nous  devons  poser  : 

La  condition  se  simplifie  et  devient  : 

ni  p'  :=  l'q'. 

431.  Plan  tangent  aux  surfaces  réglées. 

/".  —  Un  plan  qui  contient  une  généiatrice  G,  coupe  la  surface 
réglée  suivant  une  autre  courbe  G.  En  effet,  les  génératrices  voisines 
de  G  et  situées  de  part  et  d'autre  lencontrent  le  plan  chacune  en  un 
point  ;  l'ensemble  de  ces  points  forme  une  courbe.  Comme  cas  parti- 
culier, cette  courbe  est  une  droite  (paraboloïdes,  hyperboloïdes). 

t^".  —  11  résulte  de  là  (pie  tout  plan  contenant  une  génératrice  est 
tangent  à  la  surface  en  un  point  P  ;  c'est  celui  où  hi  courbe  G  déter- 
minée par  le  plan  coupe  la  génératrice  G.  Le  plan  contient,  en  effet, 
autour  du  point  P  deux  éléments  de  courbes  tracés  sur  la  surface  ; 
il  contient,  par  suite,  tous  les  points  voisins  de  P  ;  car  ceux-ci 
forment  un  i)lan  quand  on  se  limite  aux  infiniment  petits  du  premier 


SURFACES  REGLEES  NON  DEVELOPPABLES 


515 


ordre.  Un  cas  fait  exception,  celui  des  surfaces  développables ,  où  le 
plan   tangent  est   unique    et  le  même  tout  le  long  de  la  génératrice. 

S".  —  Cherchons  l'équation  du  plan  tangent  au  point  P  défini  par 
les  valeurs,  w,  t,  des  paramètres. 

Écrivons  d'abord  que  le  plan  passe  par  le  point  de  contact  choisi  : 
X,  Y,  Z.  Son  équation  est  : 

Ecrivons  qu'il  contient  la  génératrice  passant  par  le  point  de  con- 
tact. On  a  : 

X=p-{-lé,         Y  =  c/^mt,  Z  =  r-\-nt\ 

a[x  —  p  —  lt)-\-  b[}i  —  q  —  mt)  -|-  ^(^  —  r  —  /i/)  :^  0 . 
Cette    équation    devant    être    satisfaite    cpiel   ({ue    soit    /, 
écrire  :  a[x  —  p)  -f-  />(?/  —  q)-\-c[z  —  /•)  znz  0. 

ti  l  -\-  bm  -\-  en  =  0 . 

Exprimons  eniin  que  le  plan  passe  par  le  point  P'  voisin  de  P 
obtenu  en  laissant  t  invariable  et  en  remplaçant  u  par  u  -j-  du  ; 
par  conséquent,  P'  se  trouve    sur   la  génératrice  G'  voisine  de  G. 

On  a  comme  condition  : 


faut 

(1) 
(2^ 


a\  X 


X 


bX 


du 


j{}l 


Y  — 


ÔY 


du]^c[z  —  7. 


^Z 


a  \p'  -f  l't)  -\-  h  (r/'  +  m't)  -f  c  [r'  +  n't)  =  0. 

L'élimination  de  a,h^c,  entre 
les  équations  (1),  (2),  (3),  donne 
l'équation  du  plan  cherché. 


dii]  =  (). 

(3) 


0  ^  point  centra? 
t/Oz  ^plan  centra/ 


432.     Paramètre     de 
distribution. 

/'.  —  Pour  discuter  commo- 
dément la  façon  dont  le  plan 
tangent  varie  le  long  d'une  gé- 
nératrice G,  (c'est-à-dire  quand  l 
varie,  les  quantités  /,  m,  /i, />, 
q,  7%  et  leurs  dérivées  par  rapport 
à  u  restant  constantes),  prenons 
cette  génératrice  G  pour  axe  0;;  ; 
mettons  son  point  central  0  à 
l'origine  des  coordonnées  ;  choi- 
sissons pour  axe  0?/  la  perpen- 
diculaire   commune    aux   génératrices    voisines    de  G    (fig.    277). 

X  et  y  devant  rester  constamment  nuls  quel  que  soit  /,  on  a  pour 
la  génératrice  G  : 

p  =  q  =  l  =  m=zO. 


Fig.  -2" 
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Prenons  z  pour  la  variable  t.  Gela  revient  à  poser  : 

z  =  t;       r  =  0,       /î  =  l;       par  suite,        r'  =  0,       n'=zO. 
La  génératrice  G'  voisine  de  D  a  pour  équations  : 

x=:(lp-\-  zdl,         y  =  dq-\-  zdm . 
Par  hypothèse,  elle  rencontre  O//.  Pour  ::  =  0,  on  a  donc  : 
X  =z  dp  =  0,  //  =  dq  =  0=^  OA  . 

Par  hypothèse,  encore,  elle  est  normale  à  0;/  et  fait  avec  Og 
l'angle  0  : 

dm  =  0,         tg6  =  BC  :  ÂB  =  :r:  z  =  dl. 

^.  —  Écrivons  ré(juation  du  plan  tangent.  La  condition  (2)  donne 
c  =  0.      La  condition  (3)  donne  :      atdl-\-  Jjdq  =  0. 

Le   plan   devjint  j)asser  p;ir  l'origine,  son  équation  est  : 

dq   X         0    X  X 

z  est  le  z  variable  du  point  de  contact  ;  ;/  et  x  sont  les  coordon- 
nées courantes. 

^Y.  —  Mettons  ré([uation  sous  une  autre  forme.  Remplaçons  dq  et 

;,  .  1  ÔÂ        ÂB 

(//  par  leurs  valeurs  :  7="ïï^  •   ~if~^' 

Soit  D  le  point  j)<)ur  lequel  on  demande  le  plan  tangent.  Menons 
le  plan  normal  à  ()g  ;  il  coupe  la  génératrice  G'  au  point  G  et  déter- 
mine le  triangle  DBG.  Menons  GE  parallèlement  à  0^  ;  on  a  : 

AB=r:OD  =  Z,  BG=3ÂE,         7VÊ  =  ()Â.tga. 

L'é((uati()n  du  plan  s'écrit  :  .r  =  //tga,  tga=  /   . 

Sa  trace  sur  rC);/  est  donc  i)\i. 

Nous  aurions  jui  déduire  immédiatement  ce  résultat  du  ji  431,  c'est- 
à-dire  de  la  délinition  du  plan  tangent. 

4".  —  Ici  une  remarque  s'impose  sans  laquelle  on  irait  au-devant 
d'idées  fausses  (v;  4*M)  :  D(]  n'est  pas  la  tangente  à  la  seconde  courbe 
d'intersection  suivant  laquelle  le  plan  EOD  coupe  la  surface  réglée  ; 
s'il  en  était  ainsi,  cette  courbe  serait  normîde  à  la  génératrice  G, 
ce  (jui  est  généralement  faux. 

MaisAG,  EG  ,  OD,  sont  des  longueurs  linies;  O  A  est  un  infiniment 
petit.  Toute  courbe  partant  de  D  et  rencontrant  G',  coupe  donc  G' 
en  un  point  qui  ne  diffère  de  G  que  d'un  infiniment  petit,  c'est-à- 
dire  une  (juantité  négligeable  devant  AG.  Le  point  E  et  par  suite 
l'angle  a  sont  donc  ci  la  limite  aussi  bien  déterminés  par  la  perpen- 
diculaire DG  à  0^  que  par  n'importe  quelle  oblique. 
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433.  Rotation  du  plan  tangent, 

/°.  —  Discutons  l'équation  (4).  Pour  s=:0,  on  a  ic=r:0;  le 
plan  tangent  se  confond  avec  yOz^  ce  qui  résulte  immédiatement 
du  choix  de  Oy.  Le  plan  tang-ent  au  point  central  d'une  génératrice 
s'appelle  plan  central. 

A  mesure  que  le  point  de  contact  s'éloigne  de  l'origine  0,  le  plan 
tangent  tourne  autour  de  O^.  Quand  Z  varie  de  — oc  à  +oc,  son 
azimut  passe  de  — t.\2  à  -\-'n  \2.  Tout  plan  mené  par  Oz  est 
tangent  en  un  point  et  en  un  seul,  comme  nous  l'avons  déjà  conclu 
de  considérations  géométriques  (§  431). 

^2''.  —  Si  la  surface  est  développable,  on  a  :  c  =  0,  7  =  0, 
tga  =  oc.  Le  plan  tangent  se  confond  avec  xOz  quel  que  soit  Z;  il 
est  le  même  le  long  de  la  génératrice  G.  La  génératrice  G'  est  tout 
entière  dans  le  plan  xOz  qui  devient  osculateur  à  l'arête  de  rebrous- 
sement  pour  le  point  0,  intersection  de  G  et  G'. 

Lorsque  les  génératrices  sont  parallèles  (cylindre),  la  condition 
6  =  0  donne  identiquement  ^  i=:  0  ;  le  plan  tangent  coïncide  avec 
yOz  tout  le  long  de  la  génératrice  G.  Ce  résultat,  en  contradiction 
apparente  avec  le  précédent,  tient  à  ce  que  l'arête  de  rebroussement 
est  à  l'infini. 


434.  Raccordement  de  deux  surfaces  réglées. 

Soit  deux  surfaces  réglées  ayant  une  génératrice  commune  que  nous 
prenons  pour  axe  0^.  Le  point  central  de  la  première  est  0  ;  la 
perpendiculaire  commune  avec  les 
génératrices  voisines  est  Oy.  Le 
point  central  de  la  seconde  est  0'; 
la  perpendiculaire  commune  avec 
les  génératrices  voisines  est  O'B  ; 
posons  AO'B  =  ao,     00'  =  Zo. 

Les  angles  a  et  a  que  font  avec 
Oy  les  traces  des  plans  tangents 
sur  xOy ,  sont  fournis  par  les 
relations  : 

Z 


%(a' 


«0)  = 


7. 


Fig.  278. 


Cherchons  les  points  D  tels   que   les   plans   tangents  soient  com- 
muns :  a=:a'. 

On  tire  de  la  seconde  équation  : 

Z  — Zo)  +  x'tgao 


tga  = 


7;-(z 

quantité  qu'il  faut  égaler  à  Z   ;  y. 


Zo)tgao 
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On  trouve  ré(juation  du  second  degré  : 

Z=  tK  y..,  -  Z  (Z.  tg  «„-■/  +  -/)  -  7.  (Zo -  x  tg  a„)  =  0.         (  1  ) 

Donc  les  deux  surfaces  ont  leur  plan  tangent  commun  en  deux  points 
de  la  génératrice  commune.  Si  le  nombre  des  plans  tangents  communs 
est  supérieur  à  deux,  Técjuation  (1)  est  identiquement  satisfaite  :  les 
deux  surfaces  ont  leurs  j)lans  tangents  communs  tout  le  long  de  la 
génératrice  :  elles  se  raccordent  suivant  cette  droite.  11  faut  pour 
cela:  Zo  =  (l,  tgao  =  0,  '/,  =  '/• 

Les  points  centraux  doivent  coïncider,  ainsi  (|ue  les  plans  tangents 
en  ces  points  (plans  centraux)  ;  enfin  les  paramètres  de  distribution 
y  et  y'  des  deux  surfaces  doivent  être  égaux  pour  la  (jénératrice 
commune  considérée. 

435.  Congruences  ;  caustiques. 

Quand  les  droites  forment  une  congruence,  les  (juantités  /,  m, 
n,  />,  r/,  r,  dépendent  de  dvxw  paramètres  //,  ?\  Tout  point  de  l'espace 
appartient  à   une  ou  j)lusieurs  droites  du  svstème. 

Le  j/roblème  est  (Je  (jrouper  ces  li(/nes  de  la  manière  l;i  jdus 
commode. 

/".  —  Demandons-nous  d'aboid  si  Ton  ne  pourrait  pas  effectuer  ce 
gi()uj)ement  de  manière  (pie  la  distance  d'une  génératrice  aux  géné- 
ratiices  voisines  du  même  (jroupe  soit  nulle,  ou  soit  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur  par  rapport  aux  variations  du^  di\  prises  comme 
iiilininuMil   petits  principaux.   Nous  devons  écrire  (§  429)  I 

$=-_(),  \dp-\-\\dfi-\-Cdr=^).  (1) 

Un  a  : 

A  =  m  (  ^,,  ,lu  +  ^  ./rj  -  „  (  ^^^  ,lu  +  -^  dv)  ; 

Effectuant  les  calculs,  l'écpiation  (1)  se  met  évidemment  sous  la 
forme  suivante,  du  second  degré  en  r/w,  dv  : 

.Idu'-  -f  îJ.^(/t'-  -f  Cdu  dr  =  0. 

Nous  avons  donc  généralement,  pour  chatjue  système  de  valeurs  de 
u  et  de  r,  deux  valeurs  du  rapport  du  ',  dv  qui  annulent  c.  Mais, 
nous  donner  u  et  v,  c'est  choisir  une  droite  D  du  système.  Prendre 
une  valeur  du  '.  dv,  c'est  grouper  autour  de  D  certaines  droites  du 
système.  Nous  venons  donc  de  démontrer  (ju'il  est  possible  de  choisir, 
])armi  les  droites  voisines  de  D,  deux  systèmes  pour  chacun  desquels 
la  plus  courte  distance  c  s'annule.  Ce  qui  revient  à  dire  que  chacun 
de  ces  systèmes  forme  un  élément  de  surface  développable,  ou  que 
les  droites  de  chacun  de  ces  systèmes  sont  tangentes  à  un  élément  de 
courbe  gauche,   arête  de  rebroussement    de    la  surface  développable. 
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Le  lecteur  réfléchira  sur  le  raisonnement  précédent  ;  il  éclaire  ce 
que  sig-nifie  la  locution  si  souvent  employée  dans  les  pages  précé- 
dentes, que  pour  les  surfaces  développables ,  les  génératrices  voisines  se 
coupent.  Nous  supposons  que  leur  position  dépend  d'un  paramètre  ; 
nous  comparons  la  distance  S  de  deux  génératrices  à  la  variation  A  du 
paramètre  ;  nous  disons  que  les  génératrices  se  coupent  si  le  rapport 
c  !  A     tend  vers  zéro  quand   A    s'annule. 

^°  Chaque  droite  D  du  système  fait  donc  partie  de  deux  surfaces 
développables ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  est  tangente  à  deux 
courbes  gauches.  On  appelle  foyers  les  points  de  tangence,  et  surface 
caustique  la  surface  à  deux  nappes  lieu  de  ces  foyers.  Elle  est  à  deux 
nappes,  puisque  sur  chaque  droite  il  y  a  deux  foj^ers. 

On  peut  encore  dire  que  les  surfaces  caustiques  sont  engendrées 
par  les  arêtes  de  rebroussement  de  toutes  les  surfaces  développables; 
d'où  résulte  que  toute  droite  du  système  est  tangente  à  l'une  et  à 
l'autre  nappes  de  la  caustique. 

Nous  n'en  dirons  pas  plus  long  sur  les  congruences  que  nous 
retrouverons  plus  loin  sous  un  aspect  plus  concret.  Les  droites 
normales  à  une  surface  forment  en  effet  une  congruence.  Nous  voulions 
seulement  donner  au  lecteur  une  idée  de  la  nature  du  problème 
général  des  systèmes  de  droites. 


Conoïdes. 

436.  Conoïdes. 

On  appelle  conoïdes  les  surfaces  engendrées  par  une  droite  qui 
s'appuie  sur  deux  courbes  directrices  et  reste  parallèle  à  un  plan 
directeur.  Pour  obtenir  une  génératrice  du  conoïde ,  on  mène  un  plan 
parallèle  au  plan  directeur  et  on  joint  les  points  où  il  est  percé  par 
les  deux  courbes  directrices  (fig.  279). 

Si  l'une  des  directrices  est  une  droite  D  normale  au  plan  directeur, 
le  conoïde  est  droit,'  si  c'est  une  droite  oblique  au  plan  directeur,  le 
conoïde  est  oblique.  La  liqne  de  striction  du  conoïde  droit  est 
évidemment  la  droite  D  elle-même  :  c'est  la  normale  commune  à 
toutes  les  génératrices. 

437.  Équation  générale  du  conoïde  droit  ou  oblique. 

/".  —  Prenons  la  directrice  rectiligne  pour  axe  Oz,  et  soit  xOy  le 
plan  directeur.  Si  le  conoïde  est  droit ,  0^  est  normal  à  xOy  ;  mais 
les  équations  générales  sont  les  mêmes  dans  le  cas  du  conoïde 
oblique. 

Les  équations  de  la  courbe  directrice  sont  : 

^  =  ?W,       y  =  '\'{z)-  (1) 
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Coupons  par  le  plan   z  =  h\    les  coordonnées  des  intersections  de  la 
ilirectrice  (1)  avec  ce  plan  sont  : 

Les  équations  des  génératrices  du  conoïde  sont  : 

Eliminons  h  entre  ces  deux  équations ,  il  reste  : 

y  _  ^{-] 


FiW, 


=Kf)^ 


t 


y 


X        o(-) 

Telle  est  ré(juation  du  conoïde  droit  ou  oblique  en  termes  finis. 
''2".  —  Cherchons  l'équation  aux  dérivées  partielles. 
Considérons  F  comme  fonction  de  la  variable  auxiliaire 

P~~  ôx  ""  dt    (SX  ~       X*    dt  ' 

_^—  ^/F    ô<  ^  i    (/F 
"        01/         dt    ày        X    dt  ' 
D'où  :  px-\-qi/:^i). 

,f'.  —  Interprétons  cette  é(|uation. 
L'équation  du  plan  tangent  est  généralement  : 
^_Z  =  y,{.r-X)  +  y(.v-Y), 
OÙ      X,  Y,  Z,       sont  les  coordonnées  courantes, 


./•. 


(2) 


•r,  .V,  -, 


le 


s  coor 


données  du  point  de  contact.  Pour  le  conoïde,  l'équation  se  réduit  à  : 

Si  l'on  pose     X  =  Y  =  (),     il  vient     74  =  z.      Ce  (|ui  signifie  sim- 
plement (jue  pour  tous  les  points  de  la  surface  (jui  ont  le  z,  même  le 

plan  tangent  coupe  Oz  au 
même  point  :  ce  qui  est 
évident  a  priori^  puisque 
le  plan  tangent  à  une  sur- 
face réglée  contient  toute 
la  génératrice  qui  passe 
par  le  point  de  contact  et 
qu'ici  cette  génératrice  est 
parallèle  à   xOt/. 

438.Voûted  arête 
en  tour  ronde. 

/".  —  \'oici  un  exemple 

simple    de    conoïde    droit. 

On  choisit  pour  directrice  courbe  une  ellipse  d'équations  (iig.  279)  : 


Fig.  279. 
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On  peut  la  mettre  sous  la  forme  : 

Les  génératrices  rectilignes  du  conoïde  ont  pour  équations  : 
a 


z  =  c  sin  çp. 


b  cos  (p  ' 

En  effet,  si  je  pose  x  =  a,  je  trouve  les  équations  de  l'ellipse;  au 
surplus,  les  droites  (1)  sont  horizontales  et  passent  par  Oz. 

'2''.  —  Cherchons  le  paramètre  de  distribution.  Pour  cela  ramenons 
aux  notations  du  §  429  ;  construisons  le  tableau  : 


l 

m 

n 

/' 

m' 

n' 

a 

b  cos  (p 

0 

0 

—  b  sin 

? 

0 

P 
0 

0 

r 
csin 

? 

0 

0 

r 

c  cos  Çp 

zzO, 

B=.0, 

G  = 

•ab 

sin  0  ; 

c 

1 

^(^^ 

^-  +  />^- 

cos -o). 

7  — 

'      ab 

terc 

Discutons  ce  résultat.  La  ligne  de  striction  est  Oz\  les  plans 
tangents  en  tous  les  points  de  cette  ligne  passent  par  Oz.  Le  plan 
central  sur  une  génératrice  quelconque  est  donc  vertical. 

Le  paramètre  de  distribution  nous  apprend  comment  il  tourne. 


Sur  la  génératrice  0 A ,   on  a     9  =  0,     y=oc, 


0.     Effec- 
tivement le  plan  tangent  est  vertical  tout  le  long  de  la  génératrice. 


tga 


-  •  9 


Sur  la  génératrice  DB,  on  a 
tourne  de  t.  '.  2  avec  une  rapi- 
dité infinie.  Il  est  vertical  en  D, 
il  est  quasiment  horizontal  au 
point  D' infiniment  voisin  ;  après 
quoi  il  reste  horizontal ,  puisque 
sa  rotation  complète  d'un  côté 
du  point  central  est  toujours 
égale  à  t.  '.  2. 


439.  Hélicoïde   gau- 
che ou  à  plan  directeur. 

i°.  —  On  appelle  hélicoïde 
gauche  ou  à  plan  directeur  un 
conoïde  droit  admettant  pour 
directrice  courbe  une  hélice 
dont  l'axe  coïncide  avec  la  di- 
rectrice rectiligne. 

On  se  reportera  à  la  figure  280 . 

Les  coordonnées  d'un  point  de  l'hélice  étant 


'/=().      Le  plan  tangent 


Fig.  280. 


X=:  r  COS 


2t.s 

s 


rsin 


2zs 


409)  : 

_  H 

z—  g  s, 
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les  équations  à  deux  i)aramètres  u,  s  (§  372)  de  Fliélicoïde  gauche  sont  : 

2zs  .     2t.s  h 

x=  ru  ces  — ^- ,  y  =  ru  sin  — j;t—  ,  z  =  -^-5. 

Si  w^i,  les  points  sont  hors  du  cylindre  sur  lequel  l'hélice 
directrice  est  tracée;  si     «  <^  1  ,     ils  sont  dans  ce  cylindre. 

^°.  —  Inversement  pour  une  valeur  donnée  de  u  et  pour  5  variable, 
on  décrit  sur  l'hélicoïde  une  hélice.  Toutes  ces  hélices  ont  même 
j)as  II.  Leurs  inclinaisons  (-)  et  la  longueur  i!  de  l'arc  (jui  correspond 
;i  un  tour,   SDut  fournies  par  les  formules  : 

Il  est  indilléient  de  ])rendie  l'une  ou  l'auli'e  de  ces  hélices  pour 
directrice  courbe  de  riiélic-oïde. 

Change!'  l'hélice  revient  à  remplacer  les  quantités  s  et  S  par  les 
(piantilés  j)roj)()i'tionnelIes     7  et  il. 

,f\  —  Nous  retrouvons  immédiatement  le  théorème  fondamental 
sur  la  distribution  des  j)lans  t;nigents.  En  un  point  quelconque  P  de 
l'hélicoïde,  le  plan  tangent  passe  par  la  génératrice  rectiligne  et  est 
tangent  à  une  des  hélices  (pie  nous  avons  définies  au  !2''.  Si  P  est  à 
une  distîince  /•//  de  l'axe,  l'inclinaison  de  celte  hélice,  par  suite  celle 
du  plan  tangent  est  : 

H_ 
2i:ru  ' 


tg  (-)  =  -.» 


H  mesure  l'angle  avec  h'  plan  horizontal.  Mais  le  j)lan  central  est 
vertical  ;  donc  l'angle  a  du  plan  tangent  vn  P  avec  le  plan  central 
correspondant  est  le  complément  de  0  : 

2T,ru 
t.,  ______ 

tg  a  est  donc  bien  j)roportionnel  à  la  tlistance  ru  du  point  V  au 
point  centnd  corres})ondant.  Le  plan  tangent,  vertical  sur  0,3,  devient 
horizontal  à  linfini;  ce  (jui  est  évident  a  priori^  puis(|u'une  surface 
de  j)lus  en  plus  grande  occupe  toujours  la  même  hauteur  verticale. 
Nous  verrons  tout  à  l'heure  rinconvénient  industriel  de  ce  résultat. 

-/".  —  (^.aleulons  l'élément  d'arc  n  d'une  courbe  tracée  sur  l'hélicoïde 

(S  •'"4)- 

Un  calcul  facile  donne  : 

du"-  =  r-du-  -\-  -^  ds-. 

La  forme  de  cette  é([uation  nous  apprend  que  les  génératrices  de 
l'hélicoïde  et  les  hélices  définies  au  î?"  forment  un  système  de  courbes 
t)rthogonales.  En  choisissant  convenablement  la  loi  de  variation  du 
paramètre  u  [ce  qui  revient  à  prendre  une   variable    U  =  /"(«)],    on 
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obtient   un    système   d'isothermes    (§   385)    découpant   la    surface    en 
carrés  infiniment  petits.  On  posera  : 

440.  Hélices  de  propulsion. 

L'hélice   propulsive    est    constituée    par    plusieurs    fragments   d'un 
hélicoïde  à  plan  directeur  (fig;.  280). 

Le  pas  est     H  =  4  AC  .  L'inclinaison  est  : 

H  AC  ÂB 


*^"^"^"- 2-rii        A'C         A"1V' 


Chaque  fragment  AA'B'B  de  l'hélicoïde  est  une  aile.  Soit  n  leur 
nombre;  on  a  généralement  /i  =  2  pour  les  hélices  aériennes, 
ïi=z2  ou  3  pour  les  hélices  marines.  En  réalité,  les  divers  fragments 
appartiennent  à  des  hélicoïdes  identi({ues,  mais  (jui  ont  tourné  de 
180"  ou  de  120"  Tun  par  rapport  à  l'autre. 

On  appelle  fraction  de  pas  partielle  le  rapport     AB  ;  11  =  /*;  n. 

On  appelle  fraction  de  pas  total,  le  produit  f  de  la  fraction  précé- 
dente par  le  nombre  d'ailes  :  c'est  la  fraction  de  pas  obtenu  en 
plaçant  toutes  les  ailes  sur  le  même  hélicoïde. 

Le  pas  relatif  est  le  rapport  /i  =  H  ;  D,  du  pas  au  diamètre  de 
l'hélice.  L'inclinaison  minirna  des  éléments  est  : 

Dans  les  hélices  marines,  on  a  moyennement  /t  =  l,25,  0  =  22". 
Dans  les  hélices  aériennes,  h  est  de  l'ordre  de  0,50;  6  est  de 
l'ordre  de  10". 

L'inconvénient  de  l'hélicoïde  à  plan  directeur  est  que  l'inclinaison 
du  plan  tangent  sur  l'axe  augmente  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de 
l'axe  ;  autrement  dit ,  l'inclinaison  0  de  l'hélice  extérieure  A'B'C" 
diminue  à  mesure  qu'augmente  le  diamètre  :  il  en  résulte  des  défauts 
mécaniques  que  nous  étudions  dans  le  tome  P''  de  notre  Cours  de 
Physique.  Pour  les  corriger,  on  peut  faire  croître  le  pas  du  moyeu 
à  l'extrémité  de  l'aile  :  la  surface  cesse  d'être  un  hélicoïde  à  plan 
directeur. 

En  raison  de  leur  importance  pratique ,  nous  dirons  plus  loin 
({uelques  mots  des  hélicoïdes  à  génératrices  inclinées  sur  l'axe  (§  452). 

441.  Paraboloïde  hyperbolique. 

/".  —  Soit       f[x,  ?/,  :;)  =  0,       l'équation  d'une  surface. 
Coupons  par  la  droite  : 

x=ilz-\-p,  yz=mz-\-q.  (1) 
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Eliminons  x  et  y  entre  ces  trois  équations;  nous  obtenons  une 
équation  en  z  qui  fournit  les  coordonnées  z  des  points  d'intersection. 
Pour  (|ue  la  droite  soit  située  tout  entière  sur  la  surface ,  il  faut  cjue 
l'équation  en  z  soit  indéterminée  :  il  faut  donc  que  les  coelïicients  de 
toutes  les  puissances  de  z  (la  puissance  zéro  comprise)  soient  nuls. 

On  obtient  ainsi  certaines  relations  entre  les  paramètres  l,p^m^q; 
pour  que  la  surface  soit  réglée,  il  faut  ({ue  ces  relations  soient  compa- 
tibles et  que  les  solutions  soient  réelles. 

^".  —  Appliquons  au  paraboloïde  hyperbolique  (§  337,-/°). 


Son  équation  est  :             — ^- 

b^ "' 

L'équation  en  z  est  : 

(Iz+pY 

a* 

D'où  les  conditions  : 

/-         /?i«              Ip 

'"^/  _  i         /^*  _ 

11 

u-  ~   Ir   '             a- 

/r    —  ^'             a^~- 

b'- 

On  y  satisiait  en  ])()sanl   : 

1_^- 

P        -  7  _   '* 

il  ——  h   ' 

a  —  -+-  A  —  2/  • 

D'où    les    é((uations    des    génératrices,     où    /    est    le     paramètre 

variable  : 

./  /        ,      a  //  /  w 


=  1^^+21 


a  ~~ii^'ir  —  b         a  "        21  ' 

En  retranchant  les  carrés  de  ces  é(juations,  on  retrouve  celle  du 
paraboloïde.  Il  y  a  deux  systèmes  de  génératrices  qui  correspondent 
à  l'un  ou  l'autre  signe.  On  se  reportera  au  §  337,  où  les  propriétés 
générales  du  paraboloïde  sont  étudiées. 

442.  Génératrices  des  paraboloïdes  hyperboliques. 

Nous  les  prendrons  sous  la    loimt'   : 

a  —  b  '  H  ^^  b         /.  ^   ^ 

ce  ([ui  revient  à  poser     a  ;  l  =  \. 

i'.  —  Les  génératrices  de  chaque  système  sont  respectivement 
parallèles  aux  plans  directeurs  P,  et  P^  (lig.  21o). 

Vax  effet,  les  projections  sur  xOy  ont  une  direction  invariable,  parai- 

X  u 

lèle  à  Tune  des  droites  :  —  =  -h-j-  (i) 

suivant  lesquelles  la  surface  est  coupée  par  le  plan   3  =  0.   Les  plans 
directeurs  sont  définis  par  ces  droites  et  l'axe  Oz.   L'intersection  de 
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ces  plans  par  un  plan   5  =  2o,  détermine  les  asymptotes  de  l'hyper- 
bole d'intersection  du  paraboloïde  avec  le  même  plan  : 

az  —  J/-  —  ^-0- 

^o.  —  Les  projections  des  génératrices  sur  xOy  et  xOz  enveloppent 
les  paraboles  d'intersection  du  paraboloïde  par  ces  plans. 

C'est  un  cas  particulier  de  la  proposition  du  ,^  "iOl  que  nous  lais- 
sons au  lecteur  le  soin  de  démontrer  directement. 

La  proposition  ne  s'applique  pas  au  plan  xOy  ;  nous  savons  que 
l'intersection  est  réduite  aux  droites  (1);  mais  les  projections  des 
génératrices  sont  des  droites  parallèles  qui  n'ont  pas  d'enveloppe 
(ou,  si  l'on  veut,  qui  admettent  pour  enveloppe  un  point  à  l'infini). 

S"".  —  Deux  génératrices  quelconques  de  systèmes  différents  se 
coupent  ;  deux  génératrices  du  même  système  ne  se  coupent  pas. 

Soit  les  génératrices  de  systèmes  différents  : 

X    .    y  ,  X        y         2z 


X        y  X         y  2z 


a         b 


Les  quatre  équations  à  trois  inconnues  x,y,  z,  sont  compatibles  et 
donnent  :     2s  =  X[7.,     équation  qui  détermine  le  point  d'intersection. 

Pour  deux  génératrices  différentes  du  même  système,  les  équa- 
tions ne  sont  pas  compatibles.  Gela  revient  à  dire  que  le  paraboloïde 
hyperbolique  n'est  pas  développable. 

4".  —  Le  plan  tangent  au  paraboloïde  contient  les  deux  généra- 
trices qui  passent  par  le  point  de  contact. 

C'est  évident  d'après  le  §  431.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
d'une  démonstration  directe.  Nous  lui  conseillons  de  construire  avec 
du  fil  et  une  carcasse  métallique  un  paraboloïde  et  de  se  rendre 
compte  de  la  rotation  du  plan  tangent.  Les  paragraphes  suivants  lui 
faciliteront  la  l)esogne. 

443.  Surfaces  engendrées  par  une  droite  satisfaisant 
à  certaines  conditions. 

/".    La  droite     s'appuie     sur    deux    droites    QUELCO^'QUES    ET    RESTE 

PARALLÈLE  A  UN   PLAN    P. 

Prenons  pour  axe  Oz  la  direction  B  ;  pour  axe  0?/,  Fune  des  géné- 
ratrices ;  pour  plan  xOy  le  plan  directeur  P,  enfin  pour  plan  zOx  un 
plan  parallèle  à  la  directrice  A  (fig.  281). 

Les  équations  des  projections  A'  et  A"  de  la  directrice  A  sont  : 

y  =  ÔDa,  x  =  mz. 

Cherchons  les  projections  de  la  génératrice  MN. 
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La  projection  sur   xOz   est  parallèle  à  ()x  d'après  renoncé.   On  a 
z  =  \\     par  suite,  les  coordonnées  du  point  P  sont  : 

Les  coordonnées  du  point  N  sont  : 

x=zm'A,        //  =  '',        z=^\. 

Donc  Téfjualion  de  OE  projection  de  MN  sur  .tO?/  est  : 

y  [  a=:x  ',  mX. 

La  surface  réglée  est  définie  |)ar  cette  équation  et  par     z  =  \, 

où  A  est  la  variable. 
l^]li  minons     ce     para- 
mètre ;  il  reste  : 
mi/z  =  nx. 

La  surface  est  du  se- 
cond dej^ré  ;  elle  n'a  pas 
de  centre  ;  ce  n'est  pas 
un  cvlindre  paraholiqiK» 

Donc  c'est  un  paraho- 
loïdc  hfiperholiffuc. 

Il  résulte  immédiate- 
ment de  ce  mode  de 
g^énération  qu'une  géné- 
ratrice d'un  des  sys- 
tèmes découpe  sur  deux 
f/énératriccs  de  l'autre 
système  des  longueurs  proportionnelles  :  réciproquement^  si  une  droite 
molnle  s'appuie  sur  deux  droites  fixes  en  y  découpant  des  longueurs 
proportionnelles,  elle  reste  parallèle  à  un  plan  et  engendre  un  parabo- 
loïde  hyperbolique. 

^'\  —  La  DU01TI-:  s'apitie  sik  trois  droites  paralt.èles  a  in  plan  p. 
Prenons  Iji  directrice   A   comme   axe    Oz,    le    j)lan    P  comme  plan 
.r(^3,  une  position  de  la  génératrice  comme  axe  O// ;  enfin  choisissons 
arbitrairement  l'axe  O.c  (fîg.  2ST . 

On  ;i  pour  écpiations  des  projections  des  directrices  : 

B',  y  =  a  ;  B  ',  3  r=  mx  ; 

C,  //  =  h  ;  G",  r.  =  nx. 

Donnons-nous  la  projection  OG'  d'une  génér.atrice  quelconque  G  : 
x=z\y.     Gherchons  l'écpiation   de   la   projection  G"  sur  le  plan  xOz. 
Les  coordonnées  du  point  M'  sont  : 


Fig.  2S1. 


//o 


Xo  =  "ka . 
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Celles  du  point  M  qui  appartient  à  la  directrice  B  ,  sont  : 

Xq  =  \a ,  iJq  =  a,  Zq  =  mxQ  =  m  a\ . 

Les  coordonnées  du  point  N'  sont  : 

Celles  du  point  N  qui  appartient  à  la  directrice  C,  sont  : 


Xi=z'/Jj^ 


y 


=  h. 


nx.  z=znl)l. 


Kig.  2S2. 


Ecrivons  que  la  projection  G'  de  G  passe  par  les  projections  des 

,_     ,  ^.  X  —  la  z  —  inaX 

ponits  M  et  N  :  .  , :^ —  =  — r^ ^  . 

^  /J)  —  Ati         riDK  —  mal 

Eliminons  1  entre  cette  é(piation  et    x=zlj/  : 

{y^  —  aij)  [nh  —  ma)  =  [zx  —  mai/)  (/>  —  a). 

La  surface  est  une  quadrique   dépourvue   de   centre  ;    elle    contient 
des  droites  non  parallèles.  C'est  un  paraholoïde  hyperbolique. 

444.  Ligne  de  striction  du  paraboloïde  hyperbolique. 

Ecrivons  Fun  des  systèmes  de  génératrices  sous  la  l'orme  : 


X 


al  \         1 


2 


Pour  revenir  aux  notations  du  §  429,  dressons  le  tableau  : 
/  m  n  l!  m'  n! 

a  b  1  0  0  1 


P 
al  :  2 


7 
bl  :  2 


A=.^,       B  =  — a,       C=:0 


P 


bl 

6 


b'\  2 
al 


ab. 
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D'où  (S  429,  -^"^  :  '=2U^^^-  W 

Telle  est  l^^qualion  de  la  ligne  de  striction  ;  elle  établit  une  rela- 
tion entre  la  variable  X  (fui  définit  la  génératrice,  et  la  variable  t  qui 
définit  les  points  de  cette  génératrice.  La  génératrice  une  fois  choisie, 
le  point  où  elle  coupe  la  ligne  de  striction  est  déterminé. 

Eliminons  t  oi  "k  au  moyen  des  relations  : 

il  vient  :  ,'i.r -\-  hy  :=().  (2) 

La  ligne  cherchée  est  donc  l'intersection  du  paraljoloïde  par  un 
plan  passant  par  ():;  et  admettant  sur  xOy  la  trace  (2)  :  c^est  une 
jtarahole.  Il  en  existe  naturellement  une  seconde  qui  coriespond  à 
l'autre  système  de  générât lices  et  dont  la  j)rojection  horizontîde  est 
la  droite':  ax  —  Ij}/  =  i).  (2') 

Si  ii  =  I),  {paraholoïde  cquilatère)  les  lignes  de  striction  sont  les 
génératrices  (pii  se  croisent  au  sommet. 

445.  Représentation  topographique  des  cono'ides. 

Prenons  le  plan  directeur  connue  j)lan  horizontal  ;  les  lignes  de 
niveau  sont  donc  des  droites. 

Si  le  eonoide  est  droit,  les  projections  horizontales  des  lignes  de 
ni^^'au  passent  toutes  j)ar  la  ti*ace  0  de  la  directrice  sur  le  phm  direc- 
teur. Les  lignes  de  j)lus  grandes  pentes  (pii  couj)ent  à  angle  droit 
toutes  les  lignes  de  niveau,  sont,  en  projection,  des  cercles  qui  ont 
le  j)oint  0  pour  centre. 

En  ])articuliei'  il  résulte  de  là  (jue  les  lignes  de  j)lus  grande  pente 
d'un  hélieoïde  à  plan  directeur  sont  des  hélices,  intersections  de  la 
surface  par  des  cylindres  circulaires  ([ui  ont  le  même  axe  que  l'héli- 
coïde. 

Si  le  conoïde  est  obli(|ue,  les  droites,  projections  horizontales  des 
lignes  de  niveau,  enveloppent  une  courbe  :  les  lignes  de  plus  grande 
pente  admettent  comme  projections  les  développantes  de  cette  courbe. 


Surfaces  gauclics  yéiiérales. 

446.  Surfaces  gauches  générales. 
On  appelle  surfaces  (jauches  celles  cpii,  étant  réglées,  ne  sont  pas 
dévelo])pal)les  ;  on  a])pelle  surfaces  gauches  générales  celles  (jui  ne 
sont  ni  développables ,  ni  cono'ides.  Elles  sont  engendrées  par  une 
droite  assujettie  à  s'a])puyer  sur  trois  courbes  directrices  quelconques 
D,,  Dj,  D;,.  Prenons  un  point  A  sur  1),  ;  le  point  A  et  la  directrice  D. 
définissent  un  cône  qui  est  généralement  coupé  par  D3  en  un  nombre 
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fini  de  points.  Ces  traces  déterminent  avec  le  point  A  nne  ou  plu- 
sieurs i>'énératrices  de  la  surface. 

Si,  par  un  point  0,  on  mène  les  droites  parallèles  à  toutes  les 
génératrices,  on  détermine  le  cône  directeur  [^  417). 

11  est  clair  que  la  manière  dont  nous  avons  défini  au  §  430  la  sur- 
face réglée  générale,  conduit  exactement  au  même  résultat.  Si  les 
paramètres  /,  m,  n,  p,  q^  r,  sont  fonction  d'une  variable  u,  on  définit 
une  surface  sur  laquelle  il  est  loisible  de  choisir  trois  courbes  direc- 
trices quelconques  Dj ,  D2,  D3.  Elles  définissent  complètement  la 
surface.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  point  central,  la  ligne  de 
striction  et  le  paramètre  de  distribution,  s'appli([ue  évidemment. 

447.  Exemple  :  biais  passé. 

Voici  un  exemple  de  surface  gauche  générale  ([u'on  rencontre  dans 
la  coupe  des  pierres 

sous  le  nom  de  hicùs  .^ 

passé.  ^' 

Soit  deux  cercles 
parallèles  ABGD , 
A'B'C'D',  de  même 
ravon  R  ,  situés  dans 
les  plans  y  =  -\-b, 
et  dont  les  centres 
ont  pour  coordon- 
nées : 

x:=-\-  a, 

y=Zfh, 

z  =  0. 

Nous  pouvons  les 
relier  par   une  infi- 
nité  de  surfaces  ré- 
glées. En  particulier,  nous  pouvons  utiliser   :  /"  le  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  00'  et  qui  fait  correspondre  aux  points 
ABCD  les  points  A'B'C'D'  ;   ^'^  le  cône  de   centre  0   qui  fait  corres- 
pondre aux  points  ABGD  les  points  C'D'A'D'. 

Nous  emploierons  une  surface  dont  les  génératrices  s'appuient  sur 
l'axe  Oî/  choisi  comme  troisième  directrice.  Aux  points  ABCD  cor- 
respondent les  points  A'D'C'B'. 

Les  équations  des  cercles  sont  : 

y=-b,         {x-aY-  +  z'-  =  R% 
y  =  +  b,         {x  +  aY  +  z^  =  R'-. 

Les   génératrices   devant    toutes    rencontrer    Oy 
peuvent  être  prises  sous  la  forme  : 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse. 


Fig.  283. 


(1) 

(2) 
leurs    équations 


(3) 
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Deux  (les  paramètres  2,  p,  y,  sont  fonction  du  troisième;  donc 
deux  conditions  restent  à  déterminer.  Pour  cela  écrivons  rjue  la 
génératrice  ('i)  s'appuie  sur  le  cercle  (1).  Nous  avons  (juatre  é(jua- 
tions  entre  les  trois  quantités  .t,  ?/,  3;  d'où  une  condition  à  satisfaire. 
De  même  écrivons  f[ue  la  génératrice  (3)  s'appuie  sur  le  cercle  (2). 
On  obtient  : 

{b  +  Y  +  u:,y-  +  .'(*+ "Y- = ?'  K% 

(/>- Y +  .-,;i)=  + a'- (-/'  +  -,-)'= ?'R^  ^  > 

Retranchons  les  équations  (4)  membre  à  membre  : 
v(/>  +  a3  +  aVj)z=0. 

La  solution  '^' ^— i)  correspond  îm  cône,  nous  la  laissons  de  côté; 
il  reste  donc  :  [i  =  —  (/>  i  -0  (i  +  **)•  ('>) 

Additionnons  les  é(jua lions  (4)  niend)re  à  membre  et  substituons 
la  vîileur  (5)  de  fi  ;  on  trouve  : 

V'  =  $[K'  +  (R— .•'')=-1-  (6) 

Nous  avons  eu  définitive  une  p'-nératrice  (3)  contenant  les  para- 
mètres a,  3,  y,  entre  les([uels  nous  imposons  les  conditions  (5)  et  (6). 
rjiminons   ces    parjimètres;    nous    obltMions    l'écjuation    de   la   surface 

réglée  :  ( ^  +  '''^  +  -')*  =  ^^"  ^"  +  (1^*  —  ^^)  -'• 

448.  Hyperboloïde  à  une  nappe. 
Api)li(iuoiis  la  métiiode  du  i:^  4il,   /",   pour  déterminer  les  généra- 
trices lectilignes  de  bi  suiiace  ; 

rS  1/2  -î 

^,+|r-f,-  =  l.  (i) 

<|ui   est  un   hj/porholoulr  à   une  nappe   [^  33G,   t^"j. 
L"é([uation  en   z  est  : 

(Iz+pY         (mz  +  qY        ^_ 
a'-        "^  /)•-  ~c^— ^• 

Pour  que  l'équation  soit  idenlicjuement  satisfaite,  on  doit  avoir  : 

a^  "T"    y/-    —  ^'  /«^"TA^— *'  ir-^  />=   —  "• 

On  satisfait  à  ces  conditions  en  posant  : 

cl  cm         .  p       .  q         , 

—  =coso,         -^  =  sm9;         -^r-^smo,         ^=±0059. 

D'où  les  deux  systèmes  de  génératrices  î^ectlUgncs  : 

oc         z  IJ  z     . 

—  =  —  coso  H^sin  0,  -',- =z  — sin  0-+- cos  o.  (-) 

H  C  •  •  Jj  C  '   ^ 
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Additionnons  les  carrés  de  ces  équations  (en  choisissant  les  signes 
supérieurs  ou  inférieurs)  ;  nous  retrouvons  bien  ré([uation  de  Fliyper- 
boloïde.  Gela  prouve  qu'un  point  qui  appartient  simultanément  aux 
plans  (2),  par  suite  qui  appartient  à  leur  intersection,  est  aussi  sur 
la  surface  (1). 


449.  Génératrices  de  Thyperboloïde. 

/".  —  Les  génératrices  de  Uhyperboloïde  sont  parallèles  à  celles  du 
cône  asymptotique  (§  336  )  qui  se 
confond  avec  le  cône  directeur 
(§446). 

En  effet,  la  somme  des  car- 
rés des  équations  : 


cos  ç. 


y 


b        c         '  ' 


X  z 

a         c 

qui  représentent  des  droites 
parallèles  aux  génératrices  de 
l'hyperboloïde  menées  par  le 
centre ,  donne  l'équation  du 
cône  : 


x^       y^  z^ 


Fig.  284. 


Sur  le  cône,  les  deux  sys- 
tèmes de  génératrices  sont  con- 
fondus. 

i?".    —    Les  projections    des 
génératrices  sur  les  plans  principaux  enveloppent  les   coniques  d'in- 
tersection de  l'hyperboloïde  par  ces  plans  (fig.  284). 

C'est  un  cas  particulier  du  §  401,  dont  la  démonstration  directe  ne 
présente  aucune  difficulté. 

S"".   —  Deux  génératrices  quelconques   de    systèmes    différents    se 
coupent. 


Soit  les  génératrices  : 


=  —  cos  (p 


sm  o. 


y_ 

b 
IL  — 


—  sin  0-1- cos  o, 
c  '     '  ' 


sin  <l)  —  cos  >li. 


—  z=--cos'^  +  sin(];, 

Ces  quatre  équations  à  trois  inconnues  sont  compatibles  : 

z         sin  o  4-  sin  6              cos  p  -1-  cos  à  ,      ^  —  o 

—  = ^— ^ ^  = -. — J— J -. '-  =  cotg'  ^   ^    ' 


cos  o  —  cos  ô 


sin  o  —  sin  6 


La  rencontre  peut  avoir  lieu  à  Finfîni  :  les  génératrices  sont  paral- 
lèles. 
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4".  —  Deux  génératrices  du  môme  système  ne  se  coupent  pas. 
Le   procédé   de   calcul   est   le    même  ;    les   écjuations    ne  sont  plus 
conipatil)les. 

Il  résulte  de  là  ([ue  l'hypcrboloïde  n'est  pas  développable. 

450.  Plan  tangent  à  Thyperboloïde. 

1' .  —  11  est  d'abord  c-n  idcnl  (pi"en  tout  point  de  rhyperboloïde  le 
])lan  tan<^ent  renferme  les  deux  «génératrices  ()j  431).  Le  lecteur 
déniontreni  la  proposition  directement. 

Calculons  le  paramètre  de  distribution. 

On  [)eut  mettre  les  génératrices  d'un  des  systèmes  sous  la  l'orme  : 

X  —  a  sin  o         '/  -|-  />  cos  o         z 
a  cos  (p  h  sm  o  c 

D'où  le  tableau  (.t<  429)  : 


/ 

m 

n 

/' 

m' 

n' 

acoso 

h  sin  0 

c 

—  a  sin  0 

h  cos  0 

0 

P 

7 

r 

p' 

7' 

r 

a  sin  ç 

—  A  cos 

? 

0 

a  cos  9 

/jsin  9 

0 

A=:- 

Le 

cos  9, 

B  = 

=  —  /icsin  0, 

C  =  ab; 

P=:  — 

bc 

sin  9, 

Q  = 

=  ac  cos  9 , 

\\=i). 

Portant  dans  la  formule  du  §  429,  i^,  il  vient  : 

.  a*  cos*  9  -f-  />'  si  n'  9  -f-  c* 

^'       '        b^c*  cos-  9  -)-  c-a*  sin*  9  -|-  a^b-  * 

On  vériliera,  à  laide  des  formules  |du  vj  *i25 ,  ([u'en  appelant  (/  la 
dislance  de  la  «général riee  au  eentif  <K'  Ibyperboloïde,  le  paramètre 
de  distribution  prend  la  forme  : 

y  =zabc  ',  (I-. 
Pour  rhyperboloïde  de  i-évolution,  on  a  : 

il  =  a  =  h  7  =  c- 

t^".  —  Point  central.  —  Les  formules  du  !;;  429,   /%  donnent  : 

c-( />'  —  a-)  cos  9  sin  9 

~~  />*c*cos*  9  -(-  c*a*  sin*  o  -|-  3*^^* 

La  li«>^ne  de  striction  est  généndement  compliquée,  sauf  quand 
rhyperboloïde  est  de  révolution.  On  a  alors  :  a  =  b,  ^  =  0;  c'est 
le  cercle  de  gorge.  Conformément  à  la  remarque  du  §  430,  ^",  il  ne 
coupe  pas  orthoj^onalement  les  génératrices. 

451.    Surface    réglée   à   directrices    rectilignes    quel 
conques. 

/'.  —  Prenons  pt)ur  directrices  trois  tlroites  quelconques  A,  13,  C. 
Par   A   menons   un   plan   parallèle   à   C;    il   coupe  B   en   D.   Par  B, 
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menons   un    plan   parallèle  à   A;    il    coupe   G   en    E.    Enfin,    par   C, 
menons  un  plan  parallèle  à  B;  il  coupe  A  en  F. 

Achevons  le  parallélipipède.  Par  son  centre  0,  menons  trois 
droites  parallèles  à  A,  B,  G;  elles  nous  serviront  d'axes  obliques. 
Les  équations  des  trois  droites  sont  : 

A       y=zh^  B       z  =  c,  G       x  =  —  a, 

z:=  —  C  ;  ic  =  cl  ;  y  ^^^^^  —  b. 

'2''.  —  Gherchons  Féquation  d'une  droite  qui  s'appuie  sur  A,   B,  G. 


Fig.  285. 

Sa  projection  sur  xOz  doit  passer  par  la  trace  (S  sur  ce  plan  de  la 
droite  B;  donc  l'équation  de  cette  projection  est  de  la  forme  : 

X  —  a^=X[z  —  c) ,  (1) 

où  A  est  un  paramètre  à  déterminer. 

Sa  projection  sur  yOz  doit  passer  par  la  trace  a  sur  ce  plan  de  la 
droite  A  ;  donc  l'équation  de  cette  projection  est  de  la  forme  : 

2/-/,  =  ;..{5  +  c),  (2) 

où  |x  est  un  paramètre  à  déterminer. 

Eniin  sa  projection  sur  xOij  doit  passer  par  la  trace  v  sur  ce  plan 
de  la  droite  G  ;  donc  l'équation  de  cette  projection  est  la  forme  : 

x  +  a  =  ,{;,  +  Ij)  ■  (3) 

Remplaçons  dans  (3)  x  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  (1)  et 
de  (2)  ;  nous  obtenons  une  équation  en  z  qui  doit  être  identiquement 
vérifiée.  D'où  les  conditions  : 

2 ci  —  Àc  —  2/>v  —  V  ;xc  =  0 ,         A  =  -jj-v  ; 

ou  encore  :  a  —  Xc  —  />v  =  0. 

Substituons  à  a  et  v  leurs  valeurs  tirées  de  (1)  et  de  (3)  ;  il 
vient  : 

azy  —  cxy  —  Lzx  -j-  ahc  :=  0 . 
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C'est  une  surface  centrée^  puisque  rien  n'est  modifié  dans  1  étjualion 
quand  on  change  x,  ?/,  :;,  en  — x,  —  ?/,  —  z.  Le  degré  ne  change  pas 
si  on  la  rapporte  à  des  axes  rectangulaires  (§  318,  i^**).  Ce  n'est  pas 
un  cône  :  (h)nc  c'est  un  hyper holoïde  à  une  nappe. 

,f'.  —  II  résulte  de  là  (jue  trois  droites  quelconques  font  partie  de 
l'un  des  systèmes  de  génératrices  rectilignes  d'un  hyperholoïde  qui 
par  là  même  se  trouve  déterminé. 

452.  Hélicoïdes;  hélicoïdes  réglés  généraux;  vis, 
hélices  de  propulsion. 

/".  —  Hélicoïdes. 

\J héllcoïde  est  la  surface  engendrée  par  une  courbe  génératrice  qui 
tourne  autour  d'un  axe  d'un  mouvement  uniforme  et  simultanément 


B    I        n     "  B  "1      B  IV     B  V 


C  C 


Fig.  286. 

se  déplace  parallèlement  à  lui  avec  une  vitesse  constante.  L'enve- 
loppe d'une  surface  invariable  dont  tous  les  points  décrivent  des 
hélices  coaxiales  et  de  même  pas,  est  un  hélicoïde  (par  exemple,  le 
serpentin,  î;;  39S)  :  la  Ccircic^e>i5//yue  évidemment  invariable  peut  être 
choisie  comme  génératrice. 

La  section  d'un  hélicoïde  par  un  cylindre  circulaire  coaxial  est 
une  hélice. 

t^".  —  Hélicoïdes  réglés  oÉNÉRArx. 

Si  la  génératrice  est  une  droite  (ne  passant  généralement  pas  par 
l'axe),  1  hélicoïde  est  réglé.  \^  hélice  de  gorge  est  le  lieu  du  pied  de 
la  perpendiculaire  commune  à  l'axe  et  à  la  génératrice.  De  toutes  les 
hélices  de  même  pas  décrites  par  les  points  de  la  génératrice,  c'est 
elle  dont  les  tangentes  font  le  plus  grand  angle  6  avec  le  plan  P 
normal  à  l'axe. 

Si  la  génératrice  (dont  l'angle  avec  le  plan  P  est  ^)  est  tangente  à 
l'hélice  de  gorge  (tracée  sur  un  cylindre  de  rayon  r),  l' hélicoïde  est 
développable  (,^  412)  ;  on  a  :     vJ/  =  0,    II  =  27:r  .  tg -i^ ,    où  H  est  le  pas. 
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Si  la  génératrice  passe  par  l'axe  et  lui  est  normale  (0  =  0),  Théli- 
coïde  est  un  conoïde  droit  (§  439). 

On  démontrera  que  r hélice  de  gorge  est  la  ligne  de  striction^  le 
paramètre  de  distribution  est  : 

TT 

On  retrouve  bien  ^  ==  0 ,  pour  la  surface  développable  ; 
y==H  ;  2::,  pour  le  conoïde.  Pour  Hr=r=0,  Thélicoïde  dégénère 
en  hyperboloïde  de  révolution;  le  paramètre  de  distribution  est 
r  tg  ^J; ,  résultat  conforme  à  celui  du  §  450.  Pour  >iz=^r.  \2^  l'hvper- 
boloïde  lui-même  dégénère  en  un  cylindre;  le  paramètre  devient 
infini  (§  433). 

S\  —  Vis  (fig.  286).  __ 

Imaginons  une  figure  ABEGD ,  de  hauteur  AD  =  H ,  se  dépla- 
çant de  manière  que  AD  soit  toujours  sur  l'axe  du  cylindre  et  que  le 
point  B  décrive  une  hélice.  La  saillie  BEC  engendre  le  filet  d'une 
vis.  Les  figures  I,  II,    .  .  .  .,  V,  montrent  divers  profils. 

Si  le  profil  contient  des  droites  normales  à  Taxe  de  l'hélice,  elles 
décrivent  des  hclicoïdes  à  plan  directeur  (J^  439);  c'est  ce  qui  a  lieu 
pour  II  et  111  qui  donnent  des  vis  à  filets  carrés.  La  figure  III 
représente  une  vis  double;  le  cylindre  est  entouré  de  deux  hélices 
de  même  pas,  décalées  d'un  demi-pas  l'une  par  rapport  à  l'autre. 

Si  le  profil  contient  des  droites  inclinées  (I  et  IV,  vis  triangulaires 
simple  et  double),  la  surface  est  gauche  générale.  Elle  est  engendrée 
par  une  droite  qui  s'appuie  sur  trois  directrices  :  Taxe  de  l'hélice, 
l'hélice ,  et  une  seconde  hélice  de  même  axe  et  de  même  pas  que  la 
première,  tracée  sur  un  cylindre  de  rayon  plus  grand.  La  droite  BE 
prolongée  passe  par  l'axe;  elle  s'appuie  sur  l'hélice  et,  entre  autres, 
sur  une  seconde  hélice  décrite  par  le  point  E. 

4".  —  Hélices  de  propulsion. 

Au  §  439,  S'',  nous  avons  dit  les  défauts  de  l'hélice  propulsive  ordi- 
naire qui  est  un  hélicoïde  à  plan  directeur.  On  la  remplace  quelquefois 
par  une  surface  réglée  obtenue  en  prenant  pour  directrices  une  droite 
et  deux  hélices  admettant  cette  droite  pour  axe  :  la  première  de 
rayon  r  et  de  pas  H,  la  seconde  de  rayon  2r  et  de  pas  2H. 

Les  deux  hélices  sont  disposées  de  manière  que  la  génératrice  du 
milieu  de  l'aile  soit  normale  à  l'axe. 


CHAPITRE  XXI 
COURBURES   DES   SURFACES. 


453.  Indicatrice. 
/".  —  (lliciclioiis  Its  proprii'trs  dune  surface  autour  (liin  point  O. 
Picnoiis    ce    j)(>inl    j)oui-    <tri<;iiu'    dos    coordonnées,    la    nornialo    à    la 
surfacr  (S  'Ml'))  \nmv  axe  des  z  (tig.  287).   Posons  comme  (riiahilude  : 

Puisque  le  pljin  .rO//  est  tanj^^eiil  à  la  surface  au  point  0,  nous  y 
avons:  p  =  ff  =  0.  Coupons  la  surface  par  un  plan  infiniment 
voisin  de  H)//.  La  formule  de  Maclaurin  appli(|uée  à  la  fonc- 
tion z=  /'[x^y) ,  et  bornée  aux  teinies  du  second  degré  (les  termes 
du  j)renuer  disparaissent  en  vertu  du  choix  des  axes),  donne  : 

2  3  =  rx^'  4-  2sxi/  +  tf/-.  (  1  ) 

/•,  s,  /,  doivent  être  tiailées  connue  des  constantes  :  ce  sont  les 
valeurs  des  fonctions  r,  s,  /,  p»>ur  les  valeurs  j'=:i/=z{)^  des 
variables. 

('ouper  la  surlace  par  ini  plan  parallèle  à  xOij ,  c'est  prendre  une 
\aleur  constante  de  z\  d'où  la  proposition  :  l'intersection  de  la  surface 
pur  un  jilan  purnllcle  au  plan  tancent  et  très  voisin  de  ce  plan  est 
une  conique,  si  le  point  ()  n'a  pas  de  pit)priétés  particulières. 

Donnons  à  z  difTérentes  valeurs  :  nous  obtenons  des  coni(|ues 
homothéti(jues  et  ayant  leurs  centres  sur  l'axe  Oz  qui  est  la  normale 
à  la  surface,  ('eci  denuinde  une  explication. 

t^".  —  Quand  nous  coupons  une  surface  du  second  dejj^ré  par  des 
plans  P  parallèles  au  j)lan  tanj^ent  rebdif  à  un  point  O  et  situés  à 
distance  linie  de  ce  point,  nous  obtenons  des  coniques  sem- 
blables (v:;  338,  t^**),  mais  dont  les  centres  sont  sur  une  droite  (diamètre 
conjui»iié  des  plans  P)  qui  n'est  (jénéralement  pas  normale  à  la 
surface  [^  341).  (A>mment,  pour  une  surface  quelconque ,  trouvons- 
nous  les  centres  des  conicpies  sur  la  normale? 

La  contradiction  se  résout  par  le  fait  (pie  z  est  un  infiniment  petit 
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du  second  ordre  par  rapport  à  .^  et  à  y  considérés  comme  du 
premier.  Pour  obtenir  une  conique  dont  les  rayons  vecteurs  sont  du 
premier  ordre,  il  faut  couper  par  un  plan  dont  la  distance  au  plan 
tangent  est  un  infiniment  petit  du  second.  L'erreur  commise  en  pla- 
çant le  centre  des  coniques  sur  la  normale ,  erreur  proportionnelle 
à  ;;,  est  donc  négligeable  devant  x  et  y. 

C'est  exactement  pour  la  même  raison  que  nous  pouvons  rem- 
placer (fîg.  69)  un  élément  de  courbe  plane  voisin  d'un  point  0  par 
un  élément  de  cercle  symétrique  par  rapport  à  la  normale  en  0 
(§  92,  ^«  et  §  10,  ^«). 

On  résume  ce  qui  précède  en  disant  qu'o^  peut  assimiler  une 
surface  quelconque  au  voisinage  d'un  de  ses  points^  non  seulement 
à  un  élément  de  la  surface  d'une  quadrique,  mais  plus  précisément  à 
l'élément  qui  admet  comme  centre  l'extrémité  d'un  des  axes  de  symé- 
trie d'une  quadrique. 

La  conique  (1)  est  V indicatrice  de  la  surface  pour  le  point  0. 

S'',  —  Si  l'élément  de  surface  est  assimilal)le  à  l'élément  voisin 
d'un  des  axes  d'un  ellipsoïde,  la  conique  est  une  ellipse.  On  pourrait 
aussi  bien  l'assimiler  à  l'élément  de  surface  voisin  de  l'extrémité  de 
l'axe  réel  d'un  h\  perboloïde  à  deux  nappes  ou  d'un  paraboloïde  elliptique. 

Gomme  cas  particulier,  l'ellipse  est  un  cercle  :  le  point  correspon- 
dant de  la  surface  est  appelé  ombilic:;  la  quadrique  est  de  révolution. 

Si  l'élément  de  surface  est  assimilable  à  l'élément  voisin  d'un  des  axes 
réels  d'un  hvperboloïde  à  une  nappe,  ou  du  point  où  l'axe  0:;  rencontre 
un  paraboloïde  hyperbolique  (fig.  21o),  la  conique  est  une  hyperbole. 
Le  plan  xOy  coupe  la  surface  suivant  deux  droites  qui  sont  les 
asymptotes  des  hyperboles  d'intersection.  Pour  :j>>0,  elles  ont 
leurs  axes  réels  suivant  deux  certaines  directions  ;  pour  ^  -<  0 ,  elles 
sont  conjuguées  des  précédentes  {^  121)  et  ont  leurs  axes  réels 
suivant  les  mêmes  directions.  Toutes  ces  courbes  admettent  les 
mêmes  asymptotes. 

Rappelons  que  la  courbe  d'intersection  par  un  plan  voisin  de  xOy 
peut  s'étendre  loin  du  point  0  et  avoir  plusieurs  branches  (c'est  ce 
qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  plans  voisins  du  plan  tangent  qui 
coupe  le  tore  suivant  une  lemniscate,  S  399);  mais  nous  n'avons  à 
considérer  que  les  portions  de  l'intersection  qui  sont  infiniment  voi- 
sines du  point  0  ;  ce  sont  elles  qu'on  peut  assimiler  à  une  hyperbole. 

4".  —  La  conique  peut  enfin  se  réduire  à  deux  droites  parallèles  :  le 
second  membre  de  (1)  est  un  carré  parfait  ;  le  point  correspondant 
de  la  surface  est  dit  parabolique. 

Ici  encore  une  explication  est  nécessaire. 

Quand  on  coupe  un  cylindre  par  un  plan  voisin  d'un  plan  tangent, 
l'intersection  se  réduit  effectivement  à  deux  droites  parallèles.  Mais 
si  l'on  coupe  un  cône  par  un  plan  voisin  d'un  plan  tangent,  on  ne 
voit  pas  tout  d'abord  comment  l'intersection  est  assimilable  à  deux 
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nous    savons 


droites   parallèles.    Si   le    cône  est    du   second    de^ré, 
[^  421,  ,i")  que  c'est  une  parabole. 

La  réponse  à  cette  difficulté  est  la  même  qu'au  ^".  Un  déplacement 
z  du  second  ordre  suffit  à  obtenir  pour  l'intersection  des  dimensions 
transversales  du  premier.  Par  exemple,  dans  le  cas  d'un  cône  du 
second  dej^ré,  la  parabole  est  infiniment  allonj^ée;  au  voisinage  du 
point  considéré,  elle  se  réduit  avec  autant  d'approximation  qu'on 
veut  à  deux  droites  parallèles, 

454.  Rayons  de  courbure  des  sections  normales  à  la 
surface. 

Oïl   .q)pelle  sections   normales  les  sections  A()B   par  un  plan  mené 

par  la  normale  à  la  sur- 
face (c'est  ici  l'axe  0^). 
Elles  sont  définies  par 
l'anj^le  «p  (pie  fait  avec  ().r 
la  trace  ()D  du  plan  sé- 
cant sur  le  plan  rO?/ 
(lig.  287). 

Evaluons  le  rayon  vec- 
teur 0'A  =  R,  de  l'in- 
dicatrice ;  cela  revient  a 
exprimer  son  écpuition 
en  coordonnées  polaires  : 


2;:  =  H' 


rcos-  o 


Fi  g.  2H7. 


-}-2«cososino-}-^sin-o). 
Nous  avons  montré  au 


S  9:^,  't',  (pie 

du  rapi)oi*t  H-  ;  2 

normales    de    la 


rayon  de  courbure   p  d'une  courbe  AOH  est  la  limite 


ar  suite,  les  rayons  de  courbure  p  des  sections 


surface    sont    donnés   p;ir  la  formule  : 
1  ;  p  =  /•  cos-  o-\-2s  cos  o  sin  o  -|-  ^  si"*  9* 

De  là  résultent  ])lusieurs  théorèmes  fondamentaux  connus  sous  le 
nom  de  théorèmes  de  Meusnier. 

i?".  —  Les  rayons  de  courbure  sont  respectivement  maximum  et 
mininumi  pour  les  sections  rectan<^ulaires  (jui  correspondent  aux 
axes  de  l'indicatrice  ;  on  les  nonmie  sections  principales. 

Si  l'indicatrice  est  une  ellipse  (I,  fi^.  288),  les  centres  de  courbure 
des  sections  normales  sont  tous  du  même  côté  de  la  surface.  Ils  sont 
conq)ris  entre  les  centres  Gj  et  Cj  qui  correspondent  aux  sections 
])rincip;des.  Si  la  conique  déj-énère  en  cercle  (ombilic),  les  points 
G,  et  G,  sont  confondus  ;  toutes  les  sections  ont  même  centre  de 
courbure. 

Si  l'indicatrice  est  une  hyperbole  (III,  iv^.  288),  les  centres  de  cour- 
bure  des    sections   normales   sont   de   part   et   d'autre  de  la  surface. 
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Comme  le  rayon  vecteur  R  est  infini  pour  les  sections  qui  corres- 
pondent aux  asymptotes  de  l'indicatrice,  p  est  également  infini  :  le 
centre  de  courbure  est  à  l'infini  sur  la  normale.  Donc  les  centres  de 
courbures  sont  tous  au  delà  des  points  C^  et  Ca.  Ils  vont  de  Gj  à 
-[-GC  sur  la  normale,  quand  la  section  est  comprise  dans  un  des 
angles  des  asymptotes;  ils  vont  de  — oc  à  Cg,  quand  la  section  est 
comprise  dans  l'autre  angle. 

Enfin  quand  l'indicatrice   se  réduit  à  deux   droites  [point  parabo- 


lique ;  II,  fig.  288),  les  centres  de  coubure,  tous  du  même  côté  de  la  sur- 
face, sont  au  delà  d'un  point  C2  qui  correspond  à  la  section  normale 
aux  deux  droites.  Ils  occupent  sur  la  normale  toutes  les  positions 
depuis  C2  jusqu'à  oc.  On  peut  assimiler  l'indicatrice  réduite  à  deux 
droites  parallèles,  aune  ellipse  dont  un  des  axes  devient  infini,  l'autre 
axe  restant  fini  et  à  distance  finie, 

,f\  —  Étudions  la  variation  p  quand  o  varie.  Pour  le  faire  com- 
modément, r.apportons  Tindicatrice  à  ses  axes.  Soit  pi  le  maximum, 
P2  le  minimum  de  p.  On  peut  écrire  : 

1  cos-  o         sin-  o 

Deux  sections  également  inclinées  sur  une  section  principale  ont  des 
rayons  de  courbure  égaux  et  de  même  signe.  On  obtient,  en  effet,  la 
même  valeur  de  p  pour  zbo-  ^e  résultat  tient  à  ce  (jue  la  surface  est 
assimilable  à  l'élément  voisin  d'un  axe  de  symétrie  d'une  quadrique. 
Nous  savons  que  par  un  tel  axe  passent  deux  plans  rectangulaires  de 
symétrie  qui  sont  précisément  les  sections  principales. 

La  somme  des  courbures  de  deux  sections  rectangulaires  est  cons- 
tante. En  effet,  remplaçons  o  par  o-{-r.  !  2.   On  a  : 

1         sin-o    ,    cos^o  -,   ,  ^     ,    1         1.1 

dou:       • k— r  =  —  -4-  —  . 


p  Pi  P2 

Pour  un  point  parabolique,  on  a  : 


oc, 


P2 

p=r  P2  :  cos- (p. 
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Soit,  par  exemple,  les  sections  normales  d'un  cylindre  circulaire 
droit.  Quand  la  section  normale  est  une  section  droite  (o  =  0),  le 
rayon  de  courbure  p^  est  le  rayon  du  cercle  de  base.  A  mesure  que 
la  section  normale  fait  un  an^le  plus  jçrand  avec  la  section  droite, 
p  croît;  il  devient  infini  quand     o  =  t:  I  2. 

455.  Sections  inclinées. 
Considérons  les  sections   de  la  surface  par  des  plans  passant  tous 

par  une  droite  (iuelconcjue 
du  plan  tangent,  droite  (jue 
nous  prendrons  pour  axe  0;/. 
La  section  normale  est  OB. 
Lîi  section  par  un  plan  fai- 
sant l'angle  0  avec  la  section 
normale  est  OC.  Cherchons 
la  courbure  de  la  courbe  OC 
au  point  O  ;  j)our  cela,  appli- 
(|uonslaj)ropositionduS92,,':?". 
Le  rayon  de  courbure  p  de 
la  section  inclinée  est  la  limite 
du  quotient  (TA*  :  2  AC  ;  le 
rayon  de  courbure  ;:  de  la 
secti<»n  normale  est  la  limite 
du  quotient  OlV-  :  2  AB.  Donc 
le  rapport  s'  :  p  a  pour  limite  : 

AB  :  AC  ==  cos  0  ;         p'  =  p  cos  0. 
Le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est  la  projection  sur  le 

|)lan  de  cette  courbe  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  correspon- 
dante. Autrement  dit ,  considérons  les 
sections  par  des  plans  passant  p;»r  la 
droite  C)//  menée  dans  le  plan  tangent 
à  la  surface  (fig.  290)  :  le  lieu  de  leurs 
centres  de  courbure  C  est  une  circonfé- 
rence menée  dans  le  phm  xOz  normal 
à  0//  ;  elle  a  comme  diamètre  le  seg- 
ment déterminé  par  le  point  0  et  par  le 
centre  de  courbure  C  de  la  section  nor- 
male passant  par  Oij. 

Pour  ô^==:::2,  on  a  p=i).  Une 
section  très  inclinée  a  naturellement  un 
rayon  de  courbure  quasi  nul.  Nous  con- 
seillons au  lecteur  de  bien  fixer  dans  son 

esprit   le   sens  de  cette  pi'oj)osilion  en  coupant  un  pain  qui  est  une 

surface  courbe  maniable  et  peu  coûteuse. 


Fig.  2W<. 


Fig.  290. 
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456.  Congruence  des  normales,  normalies. 

Ecrivons  Téquation  de  la  iiorinale  à  la  sui'face  en  un  point  de  coor- 
données x,y,z;  X  Y  Z,  sont  les  coordonnées  courantes  (^ij  375)  : 

X  —  x        Y-y  ,^         . 

r= =  —  [L  —  z),        OU  encore  : 

{X-x)  +  p{Z-z)  =  0,         {Y-y)  +  q{Z-z)  =  0. 

X,  ?/,  z,  p,  q,  sont  des  fonctions  des  deux  variables  x,  y;  les  nor- 
males forment  donc  une  congruence.  A  la  vérité,  cette  congruence 
n'est  pas  la  plus  générale  ;  toute  congruence  ne  peut  pus  être  consi- 
dérée comme  formée  par  les  normales  à  une  surface.  Mais  les  théo- 
rèmes généraux  s'appliquent  évidemment  à  la  congruence  des  nor- 
males comme  aux  autres. 

Donc  par  toute  normale  passent  deux  surfaces  développables  formées 
d'autres  normales;   on  les  appelle 
normalies  (§   435). 

Il  s'agit  de  grouper  les  normales 
suivant  les  normalies. 

Ces  normalies  coupent  la  sur- 
face suivant  deux  faisceaux  de 
courbes  qu'on  appelle  lignes  de 
courbure  ;  piw  tout  point  de  la  sur- 
face passent  donc  deux  lignes  de 
courbure.  Il  revient  au  même  de 
déterminer  les  normalies  ou  les 
lignes  de  courl)ure  (fig.  291). 

Puisque  nous  prenons  x  et  y 
comme  variables  indépendantes, 
tout  point  P  de  la  surface  est  déter- 
miné par  un  point  P'  du  plan  xOy  ;  nous  élevons  en  ce  point  une 
perpendiculaire  sur  laquelle  nous  prenons  une  longueur  P'P  conve- 
nable. Déterminer  les  lignes  de  courbure  revient  donc  à  tracer  leurs 
projections  sur  xOy  ;  en  particulier,  à  déterminer  à  partir  de  tout 
point  P'  de  ce  plan  les  pentes     dy  \  dx     de  ces  projections. 

Ecrivons  donc  que  les  normales  voisines  du  point  P,  dont  les  pieds 
sont  sur  une  certaine  courbe  PP^  de  projection  P'P'i,  se  coupent. 
Rappelons  qu'on  pose  : 

_  Ô£ 

P—hx  ' 


Fig.  291. 


à'rz 


àx'- 


^p 


àx  6y         ày 


^—  ày  ' 


ôp 


0^2 


dy  • 


457.  Lignes  de  courbure. 

1".  —  On  a  pour  deux  points  voisins 

(X-^)  +  p(Z- 


G-)  =  0, 


(1) 
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(2) 
Remplaçons  les  (|U()tients  différentiels  par  les  notations  convenues. 
Posons    l  =  (h/  :  (Ix;   retranchons  (1)  de  (2);   néj^li^eons  les  quanti- 
tés du  second  ordre.  Il  reste  : 

-i+{r  +  s\){Z-z)-p(p  +  ql)  =  0, 

7^-^^i'i+l''-+P'A):(r  +  sl).  (3) 

Recommençons  les  mêmes  calculs  pour  la  seconde  équation  de  la 

normale  :  (Y  —  ?/)  J^q(7.  —  z)  =  0.  (4) 

On  trouve  : 

Z-i  =  [/>y  +  (l+r/')l]  :(,  +  /!).  (5) 

^".  —  L'é(juation  (1)  représente  un  plan  M  parallèle  à  0?/  ;  Técjua- 

tion  (2)  représente  un  plan 
voisin  M'  également  paral- 
lèle à  Oy.  Ils  se  coupent 
suivant  une  droite  D  évi- 
demment pandlèle  h  0?/. 

L'équation  (4)  représente 
un  plan  N  parallèle  à  Ox  ; 
son  intersection  avec  le  plan 
voisin  est  une  droite  D'  pa- 
rallèle h  Ox.  Pour  que  les 
normales  se  coupent,  il  faut 
que  D  et  D'  se  coupent, 
par  suite  que  les  équations 
(3)  et  (5)  fournissent  les 
mêmes   valeurs    pour 

Z  =  ÂB  =  GE. 

En  effet,  si  (juatre  plans 
passent  par  un  point,  leurs  intersections  prises  deux  à  deux  passent 
toutes  par  ce  point. 

On  a  donc  la  condition  : 

\p'l  +  {i+q')l]{r  +  s\)  =  {l-{-p^+pql){s  +  tl). 

[(1 +7')* -/>y<]i'  +  f(i+ 7')'— (!+/>')']  i+|w-(i+/>^)*|=o. 

(6) 
S"".  —  Gomme  nous  l'avons  prévu ,  nous  trouvons  pour  chaque 
point  P  de  la  surface  deux  directions  (correspondantes  aux  directions  I 
sur  le  plan  xOy)  pour  lesquelles  les  normales  infiniment  voisines  se 
coupent  :  elles  déterminent  par  définition  les  éléments  des  lignes 
de  courbure  (jui  passent  par  le  point  P.  De  P  nous  allons  en  P^. 
Recommençons    le  calcul    pour  P,  :   nous  déterminons   un   nouvel 
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élément  PjPa  de  la  même  lig-ne  de  courbure.  Et  ainsi  de  suite.  Nous 
traçons  ainsi  une  ligne  tout  le  long-  de  laquelle  les  normales  à  la 
surface    rencontrent   les  normales  infiniment  voisines. 

4".  —  Les  normales  à  une  surface  forment  donc  deux  faisceaux 
de  surfaces  développables.  Les  arêtes  de  rebroussement  de  ces  sur- 
faces constituent  une  surface  à  deux  nappes  qui  est  la  caustique 
(§  435)    de  la   surface   primitive.    L'Optique  géométrique   se   réduit   à 


l'étude  des  caustiques  de  surfaces  particulières  dites  surfaces  d'onde. 
j°.  —  Le  calcul  fournit  Téquation  des  lignes  de  courbure. 
Résolvons  (G)  par  rapport  à  I  : 

Litégrons  ;  nous  obtenons,  grâce  à  la  constante  arbitraire  d'inté- 
gration^ un  faisceau  de  courbes  qui  sont  les  projections  sur  xOy  de 
l'un  des  faisceaux  des   lignes   de   courbure. 

La  lîgure  293  représente  une  surface,  les  faisceaux  des  lignes  de 
courbure  et  les  arêtes  de  rebroussement  qui  correspondent  à  deux 
d'entre  elles.  Elle  est  complétée  par  la  figure  300. 

458.  Propriétés  des  lignes  de  courbure. 

/'.  —  Prenons  l'axe  Oz  pour  normale  à  la  surface  ;  on  a 
p  =  q  =  {).     L'équation  (6)  se  simplifie  et  devient: 

sP  +  {r  —  t)l  —  s  =  0.  (1) 
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Le  produit  des  racines  est  égal  à  — 1. 

Donc  les  lignes  de  courhure  se  coupent  à  angle  droit. 

^".  —  Montrons  (ju'en  tous  leurs  points  elles  sont  tangentes  aux 
sections  i)rincipales.  Déterminons  les  directions  (jui  correspondent 
aux  axes  de  l'indicatrice  {^  453)  ;  il  faut  exprimer  que  : 

r  cos^o  -|-  2s  sin  o  cos  (^  -]-  t  sin-  ^, 

est  maximum  ou  minimum.  On  trouve  : 

—  r  cos  (p  sin  o-\-  s  (cos^  o  —  sin^  ?)  H~  ^  •'*"^  ?  ^^^  o  ^^  0. 

Posons    Irmtp^o;     nous  retombons  sur  l'écjuation  (1). 

459.  Rayons  de  courbure. 

Calculons  lis  lavons  de  courl)ure.  Soit  X,  Y,  Z,  leurs  coordon- 
nées. On  a  : 

P = V(x -iFf  +  (Y--y)H-Tz=-'^= (z -  =) s/1 +/)'+?' ,   (1) 

en  vertu  des  équations  (2)  et  (3)  du  S  37o. 

Z — 3  est  donné  par  Tune  ou  l'autre  équation  (3)  ou  (5)  du  ,^  457, 
équations  qui  sont  compatibles,  puisque  les  normales  voisines  se  ren- 
contrent par  hypothèse.  l^]liminons  I  entre  ces  étjuations,  il  vient  : 

(rt-s^){Z-zY-\(l+p^)t  +  H  +  ri^)r-2p,,s\{7.-z) 

+  (l+/>^  +  7')  =  0. 
D'où  en  vertu  de  (1)  : 

(rt  -s'-)  f'-  1(1  +/)')<  +  (!  +7')r-2/x/4]v'l  +/)'+V'  •  ? 

+  (l+/''  +  '7')'  =  0  (2) 

Cette  é([uation  donne  en  cha({ue  point  de  la  surface  deux  valeurs 
do  p  qui  sont  les  rayons  de  courbure  principaux.  On  a  (§41)  : 

Pour  retrouver  l'expression  de  la  courbure  d'une  courbe  plane  tra- 
cée dans  le  plan  xOz,  considérons -la  comme  l'intersection  avec  xOz 
d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Oy.  On  a  : 

rt  —  s-  =  0,         q  =  t  =  s  =  i}; 

460.  Ombilics. 

/**.  —  Cherchons  les  conditions  pour  qu'un  point  de  la  surface  soit 
un  ombilic.  11  faut  que  l'indicatrice  y  soit  un  cercle,  par  conséquent  que 
les  sections  principales  ou  les  lignes  de  courbure  y  soient  indéterminées. 
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Ecrivons  donc  que  dans  l'équation  (6)    du  §  457,  les  coefficients  des 
puissances  de  I  (y  compris  la  puissance  0)  sont  nuls.  On  trouve  les 

deux  conditions  :  — '— ^- =  — ^-^—=i^-^-,  (\) 

r  t  s  ^   ' 


^°.  —  Ellipsoïde.  —  Cherchons  les  ombilics  de  l'ellipsoïde  : 


x^         y^ 


On  trouve  aisément  : 


d^x  c^y  c^xy 

P~~~l^'  ^"^""/jV'  ^~~^T}H^ 

_       b^c^z'' -\- ày^  _       a^c^-s-  +  c'x^ 


b' 


On  vérifiera  qu'il  existe  douze  ombilics,  quatre  dans  chacun  des 
plans  de  symétrie. 

Seuls  sont  réels  ceux  du  plan  xOz^  dans  l'hypothèse  a^b^c. 

Posons  ^=r=0;  ^^5  =  0;  des  équations  (1),  il  ne  reste  que  la 
première,  puisque  le  rapport    pq  :  s    est  indéterminé.  On  trouve  : 


n  ■  _L_    *  /a^  —  b^  ,       ,  /  b 


—  C 


a  V   a2  _  jf. 

Cette  formule  concorde  bien  avec  celle  du  J^  340,  qui  donne  les 
directions  des  traces  sur  xOz  des  sections  circulaires.  Les  directions 
que  nous  venons  de  déterminer  sont,  en  effet,  les  conjuguées  des 
précédentes. 

Or  nous  savons  (§  111)  que  le  produit  des  pentes  de  deux  direc- 
tions conjuguées,  dans  une  ellipse  dont  les  axes  sont  a  et  c,  est 
—  c-  '  a-.  Corrélativement  on  a  : 


_^. /y^^  — c"       c     I  a"  —  b''  __r 
a  V  a^  —  b^    •  a  V  Jj^  —  d"  ~~        '^-  ' 

S'\  —  Paraboloïde  elliptique. 

X  n  \.  1 

a^-\-x^         xy       1  b''-\-y'^ 

Il  faut  poser    x  =  0,     ou    yz=0. 

Pour    icrz=0,  on  a  :  y  =  ±.  V^^'  (a'  —  ^'j  ,  z  =  {a'-  — b~)  :  2. 

Il  existe  donc  deux  ombilics  dans  le  plan  yOz.  Ils  sont  réels  si 
a^b.  Pour  y  =  0,  on  trouve  deux  nouveaux  ombilics  évidemment 
imaginaires. 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Bouasse.  35 
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Ce  résultat  pouvait  aisément  se  ])révoir  en  cherchant  à  quelle  con- 
dition les  sections  du  paraboloïde  eUiptique  sont  circulîures  (sections 
cycliques).  Le  plan  tangent  parallèle  aux  plans  cycliques  touche  la 
surface  suivant  un  ombilic. 

4".  —  La  surface  réelle  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics, 
est  la  sphère. 

461.  Points  paraboliques;  surfaces  développables. 

i",  —  Aux  points  ])aral)oli(pu's ,  riiidicatiice  se  réduit  à  deux 
droites  parallèles  (§  4o3,  4")  : 

rx-  -\-  '2s.ri/  -\-  tif-, 

est  un  carré  parfait;  d'où  la  condition      ri  —  .s-^^O. 

Un  des  rayons  de  courbure  principaux  est  infini  ;  la  section  prin- 
cipale correspondante  est  paridlèle  aux  deux  droites  (jui  constituent 
l'indicatrice, 

i^".  —  Nous  avons  démontré,  au  v<  416,  (|u'en  tout  pcnnt  d'une 
surface  développable  la  condition  rf — .s'-r=:0,  est  satisfaite.  Elle 
exprime  que  tous  les  points  duiie  telle  surface  sont  paraboliques, 
(ju'en  tous  les  j)oints  un  des  rayons  de  cnuvhuvo  j)rincij)nux  est  infini. 
La   section   principale   correspondante   est   la   j^énéi'jdrice  rectiligne. 

Pju'  suite,  un  des  faisceaux  de  lignes  de  courbure  des  surfaces 
dévelopj)ables  est  constitué  par  les  générjdi'ices  ;  les  normalies  corres- 
pontlantes  sont  des  plans.  L'autre  faisceau  se  compose  des  courbes 
orthogonales  aux  génératrices,  si  l'on  veut,  des  développantes 
gauches  de  l'arête  de  rebroussement  (n;  427). 

Sur  un  cylindre,  ces  courbes  sont  des  sections  droites;  sur  un 
cône,  ce  sont  les  intersections  par  les  sphères  ayant  leurs  centres  au 
sommet. 

,f\  —  Sur  l'ai'éte  (h'  rebroussement  ,  un  des  rayons  de  courbure 
])rincipaux  est  nul,  l'autre  étant  fini  ou  infini  :  tous  les  rayons  de 
courbure  sont  donc  nuls,  sauf  ce  dernier.  On  i)eut  considérer  l'indi- 
catrice comme  formée  de  deux  droites  confondues;  c'est  pourquoi  nous 
rapprochons  ce  cas  des  points  parabolitpies.  Comme  limite,  tous  les 
rayons  de  courbure  peuvent  être  nuls  ;  c'est  ce  rpii  arrive  au  sommet 
d'un  cône. 

462.  Lignes  asymptotiques. 

1".  —  Les  lignes  asymptoliques  sont  tangentes  en  chaque  point 
de  la  surface  à  une  asymptote  de  l'indicatrice  :  tout  le  long  de  ces 
lignes,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  droite  qui  leur  est  tan- 
gente, est  infini.  D'après  le  §  455,  on  a  p' =  p  cos  0  =  oc  ,  pour 
toute  section  inclinée  passant  ]yi\v  l'asymptote  de  l'indicatrice  (û  =  oc), 
excepté  pour  G  =  z  !  â,  où  p  est  indéterminé.  Donc  la  ligne  asymp- 
totique  a  le  plan  tangent  à  la  surface  pour  plan  osculateur.  Ecrivons 
donc  que  le  plan  tangent  : 
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contient   le   point   de    tangence   et    certains  points   voisins  jusqu'au 
second  ordre  près.  On  trouve  immédiatement  : 

d-z  z=  pd-x  -j-  qd^y . 

Mais  on  a  identiquement  :       dz=pdx-{-qdy , 

d^z  =pd^x  -f-  qd^^y  -f-  dpdx  -\-  dqdy . 

D'où  :  dpdx  -]-  dqdy  =  0  ; 

[rdx  -\-  sdy)dx  -\-  (sdx  -\-  tdy)dy  =  0,        r(/.r-  -|-  2sdxdy  -\-  tdy-  =  0. 

Posons      ^=zdy',dx.      Les    pentes   des   projections    horizontales 
des  lignes  asymptotiques  sont  données  par  l'équation  : 

^^2_|_25.3  +  r=r0.  (1) 

2".  —  Hyperboloïde  a  une  nappe.  —  Son  équation  est  : 


2  r.'i 


a'  "^  t' 


1 


Utilisons  les  valeurs  r,  5,  t^  calculées  au§  460,  :^'',  où  nous  changeons 
le  signe  de  c^.  Remplaçons  z  par  sa  valeur.  Des  transformations 
faciles  mettent  (1)  sous  la  forme  : 

]fJ^a}è^  =  {y—x^)\  (2) 

Nous  obtenons  une  solution  en  considérant  r)  comme  une 
constante;  les  projections  sur  xOy  des  lignes  asymptotiques  sont  les 
deux  faisceaux  de  droites  : 


y=x^±^h'^-\-a'è\ 
Pour  démontrer  (ce  qui  est  évident  a  priori)  que  ce  sont  les  pro- 
jections  des    génératrices    rectilignes,    il    suffit    de   prouver   qu'elles 
enveloppent  l'ellipse  de  gorge.  Dérivons  (2)  par  rapport  à  ^  : 

a-c5  =  —  x[y  —  itç5)  ;  c)(a^  —  3?-)  =  —  xy .  [^\ 

Éliminons  5  entre  (2)  et  (3)  ;  il  vient  : 

qui  est  l'ellipse  de  gorge. 

S''.  —  Paraboloïde  hyperbolique.  —  Son  équation  est  : 

a^         i)2— '^-• 
r  =  \  :  a%         5  =  0,  t  =  —  i  :  h\ 

D'où  :  è=z±h  :  a. 

Les  lignes  asymptotiques  sont  encore  les  génératrices  rectilignes, 
ce  qui  était  évident  a  priori. 

463.  Surfaces  gauches. 

Nous  savons  que  tout  plan  tu  qui  passe  par  une  génératrice,  coupe 
la  surface  suivant  une  courbe  C.   La  génératrice  et  la  courbe  G  ont 
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un  point  P  commun  pour  lequel  le  plan  sécant  t.  est  tangent  à  la 
surface.  La  génératrice  et  la  tangente  à  la  courbe  C  au  point  P  sont 
les  deux  asymptotes  de  Findicatrice  qui  correspond  au  point  P.  En 
effet,  la  normale  à  la  surface  en  P  est  normale  au  plan  ::;  les  sections 
normales  déterminées  comme  nous  venons  de  le  dire ,  ont  une  cour- 
bure infinie,  puisqu'elles  sont  dans  le  plan  r. 

Donc  les  surfaces  gauclies  sont  à  c()ur])ures  ()pj)()sées.  Cela  revient 
à  dire  (§  459)  que  rt  —  5^<^0.  A  la  limite,  on  retrouve  les  sur- 
faces développables  pour  les(juelles     /•/  —  .s^^O. 

Les  plans  principaux  au  point  P  sont  déterminés  par  les  bissectrices 
des  droites  ci-dessus  délinies  dans  le  plan  z  (génératrice,  tangente  à 
la  courbe  G). 

464.  Surfaces  minima. 

/".  —  On  désigne  sous  le  nom  de  surfaces  minima  celles  dont  les 
rayons   de   courbure    ])rincipaux    sont    en   cbaque    j)oint   égaux  et   de 

signes  contraires  :  p, -|-p^=rO. 

L'indicatrice  est  partout  une  liyperbole  équilatère. 

D'après  l'équation  (2)  du  5^  i[)\),  la  condition  k  satisfaire  identi- 
quement est  : 

(1 +;'"-)' +  (!+'/')'•- 2/)'/*- =  0. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  surfaces  de  révolution  minima. 
Etudions  j){)ur  l'instant  l'hélicoïde  à  plan  diiecleur. 

2".   llÉLll.OÏDK  A    PLAN    DIRECTEIH. 

L'équation  de  l'bélicoïde  à  j)lan  directeur  est  (§  439)  : 

On  trouve  : 

__  H         y  _  H         X 

^^~        2t.   ir'-4-.V'  '  '^"~  2t.   x^  +  î/*  ' 

H        2yx  __  H     ?/«— 5^^  _        H        2xy 

'•-  2t   (x^  +  ifY'       '-~2T(x^  +  y^r       ^~~~'^r.  [x^  +  y^  ' 
Connue  t=z  —  r,     la  condition  devient  : 
(7'— /^')''  =  2y>75, 


qui  est  vérifiée. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  sont  : 

Effectivement  pour  H  =  0 ,  l'hélicoïde  devient  un  plan  normal  à 
l'axe  de  l'hélice  :  p  =  iti^-^-  Pour  ll=oC,  l'hélicoïde  devient  un 
plan  passant  par  l'axe  de  l'hélice;  on  a  encore  pmr-j-  oç. 
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Surfaces  de  révolution. 


465.  Lignes  de  courbure;  normalies. 

/".  —  Par  raison  de  symétrie,  les  lignes  de  courl3ure  sont  les 
méridiens  (traces  des  plans  passant  par  Taxe  de  révolution)  et  les 
parallèles  (traces  des  plans  normaux  à  l'axe  de  révolution).  Les 
normalies  correspondantes  sont  donc  des  plans  et  des  cônes  (fig.  294). 

Dans  le  premier  cas,  les  deux  nappes  de  la  surface  développable 
sont  repliées  l'une  sur  l'autre,  et  sur  le  plan;  leur  arête  de 
rebroussement  est  la 
développée  FGHK  de  la 
courbe  méridienne.  Le 
lieu  de  ces  arêtes  de 
rebroussement  (qui  cons- 
titue l'une  des  nappes  de 
la  caustique ,  §  435)  est 
la  surface  de  révolution 
obtenue  en  faisant  tourner 
FGHK  autour   de   Taxe. 

Dans  le  second  cas, 
la  surface  développable 
est  un  cône  dont  le  som- 
met est  sur  l'axe  de  ré- 
volution. Le  lieu  des 
sommets  constitue  la  se- 
conde nappe  de  la  caustique  (pii  se  réduit  à  un  morceau  de  l'axe  de 
révolution. 

Une  remarque  essentielle  s'impose  ici.  Le  lecteur  serait  tenté  de 
croire  qu'en  tous  points  de  la  surface  de  révolution  les  sections  prin- 
cipales sont  le  méridien  et  le  plan  du  parallèle.  C'est  vrai  pour  le 
méridien  qui  est  une  section  normale  ;  c'est  évidemment  faux  pour  le 
plan  du  parallèle  qui  n'en  est  pas  une.  Les  sections  principales  en 
chaque  point  sont  un  élément  du  méridien ,  et  un  élément  de  section 
droite  tangent  au  parallèle. 

'2°.  —  Il  peut  arriver  que  les  deux  nappes  de  la  caustique  s'éva- 
nouissent en  des  courbes;  la  surface  supposée  de  révolution  est  alors 
un  tore  engeiidré  par  la  rotation  d'un  cercle  autour  d'une  droite  de 
son  plan  (§  399).  L'une  des  courbes  est  un  morceau  de  l'axe  de  révo- 
lution, comme  dans  le  cas  général;  l'autre  est  le  cercle  lieu  des 
centres  du  cercle  mobile. 

S°.    —  Les   rayons   de   courbure    au   point   B   sont  BG   (rayon   de 
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courbure  de  la  méridienne)  et    BI.  Il  est  clair  que  le  rayon  de  cour- 
bure du  parallèle  BEB  est   BE;  conformément  au  §  455,  on  a  : 

BEr=:BÏ  .  cosO. 

-/".  —  Une  surface  de  révolution  peut  être  considérée  comme  l'en- 
veloppe d'une  sphère  de  rayon  variable  dont  le  centre  décrit  une 
droite  (axe  de  révolution);  les  lignes  de  courbure  formant  l'un  des 
systèmes  sont  circulaires  [paj^allèles]  [^  37S). 

La  proposition  est  plus  générale  :  pour  toute  surface  enveloppe 
d'une  sphère  dont  les  éléments  dépendent  d'un  paramètre ,  les  lignes 
de  courbure  de  l'un  des  systèmes  sont  des  cercles.  La  caractéris- 
tique (§  397)  est  alors  un  cercle  suivant  lequel  la  sphère  est  tangente 
à  la  surface  enveloppe;  les  normales  menées  à  la  sphère  ou  à  l'enve- 
loppe forment  un  cône  de  révolution  (surface  développable,  normalic) 
et  passent  par  le  sommet  du  cône.  L'une  des  nappes  de  la  caustique 
s'évanouit  en  une  courbe,  lieu  de  ce  sommet. 

Il  en  est  ainsi  pour  les  surfaces  canaux  (§  398);  la  caractéristique 
est  un  grand  cercle.  Si  le  lieu  du  centre  des  sphères  (nappe  évanouis- 
sante de  la  caustique)  est  ])lan ,  les  normalies  de  l'autre  système  sont 
des  surfaces  d'égale  pente  dont  les  arêtes  de  rebroussement  sont 
des  hélices  générales  (§  413). 

Disons,  sans  plus  insister,  qu'il  existe  des  surfaces  dont  toutes  les 
lignes  de  courbure  sont  circulaires  ;  elles  sont  appelées  cijclides  de 
Dupin  et  obtenues  par  inversion  (^  391)  à  partir  du  tore. 

466.  Rayons  de  courbure  ;  lignes  asymptotiques. 
i°.  —  Posons  : 

p  =  ^z  ',  àx,       p'  =  ùp  ;  hx. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  est  (§  459)  : 

La  normale  au  point  B  de  coordonnées  j-,  //,  a  pour  équation  : 

{X-x)+p(l-z)=.0. 
Le  point  I  a  pour  coordonnées  : 

X=iO,         Z  —  z^-' 
a  ou  : 

TB  =  v'^^  +  (Z-#  =  .  y/i  +  ^  _  5_  ^ir-f^T; 
D'où  les  formules  : 

(i+p')i      __x         . 
p.—     j- — '     h-p\/i+p. 
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^«.  —  Un  des  rayons  de  courbure  principaux  devient  infini  pour 
p'  =:()  ( la  méridienne  présente  un  point  d'inflexion )  ou  pour  p=zO 
(la  surface  est  tangente  à  un  plan  normal  à  Taxe  de  révolution). 
Suivant  le  parallèle  d'inflexion  AI  et  le  parallèle  de  contact  CD,  les 
points  de  la  surface  sont  paraboliques  (iig.  295). 

En  tout  point  E  du  parallèle  d'inflexion,  les  lignes  asymptotiques 
aboutissent  tangentiellement  à  la  méridienne,  c'est-à-dire  viennent 
se  confondre  avec  une  des  sections  principales.  Elles  ne  peuvent 
dépasser  le  parallèle,  puisque 
leur  existence  est  subordonnée 
à  l'opposition  des  courbures.  Ce 
parallèle  est  donc  le  lieu  des 
points  de  rebroussement  des  lignes 
asymptotiques.  Les  deux  branches 
du  rebroussement  appartiennent 
respectivement  aux  deux  systèmes 
de  lignes. 

Les  choses  ne  se  passent  pas 
de  la  même  manière  sur  le  cercle 
de  contact  qui  est ,  non  seulement 
un  lieu  de  points  paraboliques, 
mais  une  ligne  asymptotique 
double.  Les  lignes  asymptotiques 
lui  sont  toutes  asymptotes. 

Expliquons  ce  que  cela  signifie. 
Au  point  D  les  sections  princi- 
pales sont  :  1°  le  méridien;  2"*  le 
plan  normal  au  méridien  et  paral- 
lèle à  l'axe.  Ce  dernier  plan  coupe  le  plan  tangent  CD  suivant  une 
tangente  au  cercle  de  contact  D.  Donc  la  courbure  principale  correspon- 
dante est  bien  infinie;  le  cercle  de  contact  est  une  ligne  asymptotique. 

Elle  est  double  en  ce  sens  qu'elle  appartient  aux  deux  systèmes 
de  lignes  asymptotiques  dont  elle  est  une  solution  particulière.  Les 
autres  lignes  asymptotiques  ne  peuvent  l'atteindre ,  parce  qu'en  chacun 
de  ses  points  le  plan  tangent  est  unique,  ainsi  que  la  section  principale 
pour  laquelle  le  rayon  est  infini.  Il  n'y  a  donc  aucun  procédé  de 
bifurcation.  Comme  il  faut  que  les  lignes  asymptotiques  se  terminent 
d'une  manière  ou  d'une  autre,  il  devient  nécessaire  qu'elles  s'en- 
roulent autour  du  cercle  D  qui  est  pour  toutes  un  cercle  asymptotique. 

467.  Onduloïde. 

Cherchons  l'équation  des  surfaces  de  révolution  qui  satisfont  à 
l'équation  : 

111 

|-^^=p-=  Constante.  (1) 


Fig.  29." 
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Soit  ABC  la  méridienne  de  la  surface  cherchée  et  FD  son 
axe  de  révolution  (fig.  29()).  Menons  la  tangente  BF  ;  posons  : 
EB=://,    ano-le    EFBr=0. 

Soit  s  la  longueur  de  la  courbe  comptée  à  partir  d"un  point  quel- 
conque dans  le  sens  ABC. 

pi  est  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  ;  on  a  —  pi  JO  =  ds  ; 
P2  est  égal  à  BI). 

L'équation  (i)  s'écrit  donc  : 

do         cos  0  _    l  ■  ,^. 

-  ds-^ — jr~'c'  ^  ^ 

En  vertu  de  la  relation  :     di/=zds  .  sinO,     Téqiiation  (2)  devient  : 
C .  (/(//  cos  0)  =  //(///  ,  //  cos  0  =  ,w^  -f"  D. 


Ojidu/o/de 


Posons 


BD  =  n ,     n  cos  0 
cos  6 


L'intégrale  s'écrit  : 


V 


i)-".  »<-^i)="- 


(3) 


Or  c'est  précisément  la  relation  (jui  existe  entre  le  rayon 
vecteur  BD  =  n,  d'une  ellipse  dont  B  est  le  foyer,  et  la  lon- 
gueur BE  =  ;/,  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  même  foyer 
sur  la  tangente  au  point  D.  Les  demi-axes  de  cette  ellipse  sont  : 

En  effet,  d'après  les  propriétés  des  foyers  et  des  tangentes 
(§§  5  et  109)  : 

y  =  n  cos  0 ,  n-\-  n  =  2a , 

BB"^=:  ^a^-  —  Jy)  =  n'--\-  n'  —  2nn'  cos  20. 
Éliminant  0  et  n'  entre  ces  équations,  il  reste  : 

y\n         2a)—  2a- 

Donc  la  courbe  cherchée  est  décrite  par  le  foyer  d'une  ellipse 
qu'on   fait   rouler   sur   une   droite.   D'après  les   propriétés   du   centre 
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instantané  de  rotation  (§  139),  BD  est  la  normale  à  la  courbe.  Cette 
cycloïde  raccourcie  décrite  par  le  foyer  d'une  ellipse  s'appelle  ondu- 
loïdc.  Il  est  clair  que  le  calcul  suppose     G>>0. 

Cas  particuliers. 

Z'*.  —  Pour  a=:b,  l'ellipse  devient  un  cercle;  le  foyer  coïncide 
avec  le  centre;  la  courbe  décrite  est  une  droite  :  Fonduloïde  se 
change  en  cylindre. 

:^^.  —  L'ellipse  s'aplatit  infiniment  [h  =  0)  ;  les  foyers  sont  aux 
extrémités  du  morceau  de  droite  constituant  l'ellipse  évanouissante  ; 
la  courbe  devient  une  succession  de  demi -circonférences  tangentes 
entre  elles  ;  l'onduloïde  se  transforme  en  une  série  de  sphères  égales, 
tangentes  entre  elles  et  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite. 


468.  Surface  de  révolution  minima 
1     ,    1 


catéuoïde. 


Posons  G  =  oc; 


— +  ---  =  0. 


D'après  le  §  467,  l'équation  à  satisfaire  est  :     î/-  =  /iD. 


Fig.  297. 


Montrons  que  la  méridienne  est  la  courbe  décrite  par  le  foyer  B 
d'une  parabole  roulant  sur  une  droite  XX  (fig.  277). 

Soit,  en  effet,  la  parabole  de  paramètre  p  et  de  directrice  GE. 
En  vertu  des  propriétés  de  la  tangente  (elle  fait  des  angles  égaux 
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avec  la  droite  BD  qui  joint  son  point  de  tangence  D  au  foyer,  et 
avec  la  droite  DE  parallèle  à  Taxe)  et  des  propriétés  de  la  directrice 
(§  127,  3%     DE=rrî)B),    on  a  : 

;/  =  m  =  n  cos  0,         ^i/  =  jr  +  GK- ,         2;/  sin  0  ==  ËG. 

Éliminant  EG   et  0   entre   ces  équations,  il  reste  :     2y-=:np. 

Il  suffit  de  poser  p=^2D,  pour  retrouver  la  condition  à  satis- 
faire. 

La  courbe  obtenue  est  une  chaînette  (§  216).  En  effet,  posons 
h=p\2,  la  condition  réalisée  devient:  n  =  y'',h.  C'est 
précisément  la  relation  qui  existe  entre  la  normale  à  la  chaînette  et 
son  ordonnée.  Il  est,  du  reste,  géométriquement  évident  que  la 
chaînette  résout  le  problème,  puisque  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  méridienne  en  B  est  égal  et  de  signe  contraire  à  BD 
(§  21H,  t^"),  tandis  que  le  rayon  de  courbure  de  la  section  princi- 
pale normale  au  méridien  est  BD. 

469.  Nodoïde. 
Etudions  la  courbe  décrite  par   le    foyer   d'une  hyperbole   roulant 
sur  la  droite  XX  (lig.  2!)8). 

Soit  1  le  foyer  de  l'hyperbole  i.  Quand  elle  roule  dans  le  sens  de 


//odoJcfe 


Fig.  298. 

la  flèche,  il  décrit  l'arc  12  de  la  courbe.  Lorsque  l'asymptote  de 
Fhyperbole  se  confond  avec  la  droite,  la  normale  à  la  trajectoire  du 
foyer  est  parallèle  à  XX,  puisqu'elle  passe  par  le  point  de  contact 
(centre  instantané  de  rotation)  qui  est  à  l'infini  (§  138). 

Le  roulement  de  l'h^^perbole  en  sens  contraire  donne  l'arc  10. 

Mais  quand  la  branche  2  de  Thyperbole  est  tangente  à  l'infini 
avec  XX,  il  en  est  de  même  de  la  branche  2'.   Faisons   rouler  cette 
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branche  2'  dans  le  sens  de  la  flèche,  de  2'  en  3'  par  exemple  :  le 
fojer  décrit  23. 

L'arc  34  correspond  au  roulement  de  cette  même  branche  jusqu'à 
ce  que  l'asymptote  vienne  de  nouveau  coïncider  avec  XX. 

Alors  nous  faisons  rouler  la  branche  1,   ...    et  ainsi  de  suite. 

Les  portions  de  la  surface  de  révolution  autour  de  XX ,  engendrées 
soit  par  les  arcs  tels  que  012,  soit  par  les  arcs  tels  que  234,  ont  des 
propriétés  différentes  relativement  aux  courbures  principales.  Pour 
les  secondes,  les  courbures  principales  sont  de  même  signe.  Pour  les 
premières,  elles  sont  de  signes  contraires;  le  plus  petit  des  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  est  celui  de  la  méridienne. 


Pinceaux  de  normales. 


470.  Pinceau  de  normales. 

i".  —  Considérons  les  normales  à  un  élément  S  de  la  surface  que, 
p;  ur  préciser,  nous  supposerons  circulaire  ou  elliptique.  Nous  appel- 
lerons normale  moyenne  celle  qui  passe  par  le  centre  de  l'ellipse. 

A  cause  de  la  continuité,  les  normales  d'un  pinceau  sont  tangentes 


Fig.  299. 


à  chacune  des  nappes  de  la  caustique  (§  437)  en  des  points  voisins. 
Elles  touchent  donc  toutes  une  petite  aire  découpée  sur  chaque  nappe , 
aire  assimilable  à  un  fragment  de  plan.  Chaque  pinceau  a  donc  deux 
aires  d'amincissement  qui  sont  les  régions  où  les  normales  du  pinceau 
touchent  les  deux  nappes  de  la  caustique.  Le  pinceau  s'y  aplatit 
alors  en  formant  approximativement  deux  petits  morceaux  de  plans. 
Ces  petits  plans  ^i  et  —2  passent  par  la  normale  moyenne.  Il  est 
clair  qu'ils  font  respectivement  partie  des  sections  principales  P.2  et  Pi 
de  la  surface  qui  correspondent  à  cette  normale,  puisque  les  plans 
P2  et  Pj  sont  respectivement  tangents  à  l'une  des  nappes  de  la  caus- 
tique. Les  éléments  ^i  et  ^2  sont  donc  normaux  l'un  sur  l'autre, 
comme  les  plans  P2  et  Pj. 
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<2\  La  figure  300  fera  mieux  comprendre  de  quoi  il  s'agit;  on 

la  comparera  utilement  à  la  figure  293  qu'elle  complète.  Elle  montre 
une  ligne  de  courbure  P.,  et  plusieurs  lignes  normales  P;,  P^,  P;'. 
A  ces  lignes  correspondent  les  arêtes  de  rebroussement  a[,  Sj,  a'I, 
qui  engendrent  la  nappe  ^^  de  la  caustique.  A  la  ligne  de  courbure 
P2  correspond  l'arête  de  rebroussement  aa. 

On  voit  immédiatement  que  la  section  principale   P.   au  point  0 

est  tangente  à  la  nappe  ^1  de 
la  caustique  au  point  Cj  qui  est 
le  centre  de  courbure  de  la  sec- 
tion principale  P,  au  même 
point  O. 

Si  maintenant  on  ne  considère 
([u'un  pinceau  de  normales  cor- 
respondant à  une  aire  admettant 
0  comme  centre,  on  comprend 
qu'il  ait  une  aire  d'amincisse- 
ment Il  dans  le  plan  P»,  au 
voisinage  du  centre  de  cour- 
bure G,  de  la  section  princi- 
pale P,. 

llaurauneseconde  aire  d'amin- 
cissement -2  dans  le  plan  P,, 
au  voisinage  du  centre  de  cour- 
bure Gode  la  section  principale  Pa- 
,^".  —  Gonsidérons  des  droites 
quelconques ,  en  nombre  par  con- 
séquent infini,  tracées  sur  les 
aires  d'amincissement  et  passant 
par  le  point  de  tangence  de  la 
norm;ile  moyenne  ;  ce  sont  ce 
que  les  Physiciens  appellent  les  focales.  On  peut  dire  que  les  nor- 
males du  pinceau  s'appuient  toutes  sur  deux  focales,  l'une  arbitraire- 
ment prise  dans  l'aire  ^,,  l'autre  arbitrairement  prise  dans  l'aire  — o- 
Ges  propositions  ont  une  grande  importance  en  Physique,  parce 
que  les  rayons  lumineux  issus  d'un  point  et  ayant  traversé  autant 
de  milieux  isotropes  qu'on  veut,  sont  normaux  à  une  surface  qui  est 
la  surface  d'onde. 


Normale  moyenne 

Fig.  300. 


471.  Focales  de  Sturm. 

On  peut  présenter  les  mêmes  propositions  d'une  autre  ma- 
nière. 

i".  —  Menons  la  normale  en  0  à  la  surface  (fig.  301)  et  les 
sections  principales  Pj ,  P.;  soient  G,,  G^ ,  les  centres  de  courbure 
correspondants.  Les  normales  très  voisines  de  00'  et  situées  dans  le 
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plan  Pi,  vont  passer  en  G^;  les  normales  très  voisines  de  00'  et 
situées  dans  le  plan  Pg,  vont  passer  en  G2. 

Faisons  tourner  la  section  A^OBj  autour  d'une  droite  F2  de  son 
plan  Pi,  normale  à  00'  et  passant  par  G.2.  Le  point  0  décrit  la 
courbe  A2OB2;  la  courbe  A^OBi  engendre  un  éléments  delà  surface; 
enfin  le  point  Gi  décrit  un  élément  de  la  droite  F^  située  dans  P2  et 
normale  à  00'. 

Faisons  tourner  la  section   A2OB2  autour  d'une  droite    F^   de  son 


Fig.  301. 

plan  P2,  normale  à  00'  et  passant  par  Gi.  Le  point  0  décrit  la 
courbe  A,OBi;  la  courbe  A2OB2  engendre  l'élément  S  de  la  surface; 
enfin  le  point  G2  décrit  un  élément  de  la  droite  F2  située  dans  P^  et 
normale  à  00'. 

Nous  venons  de  prouver  que  toutes  les  normales  à  l'élément  de 
surface  S  s'appuient  à  la  limite  sur  deux  éléments  de  droite  F^  et  F2, 
perpendiculaires  à  la  normale  moyenne  et  situées  respectivement 
dans  les    sections   principales    P^   et    Pg. 

On  les  appelle  focales  de  Sturm. 

Ges  focales  font  naturellement  partie  des  aires  d'amincissement 
Si  et  2^2  définies  au  paragraphe  précédent. 

^'',  —  L'inconvénient  grave  du  raisonnement  que  nous  venons 
de  faire  est  d'attribuer  une  importance  exagérée  à  ces  focales  de 
Sturm;  il  a  conduit  en  Optique  géométrique  à  une  infinité  d'idées 
fausses  et  de  conclusions  erronées. 

En  effet,  il  est  faux  de  croire  que  les  focales  de  Sturm  sont  privi- 
légiées par  rapport  à  la  manière  dont  les  normales  du  pinceau 
s'appuient  dessus.  On  s'en  convainc  par  l'exemple  des  surfaces  de 
révolution  (§  473);  les  normales  passent  rigoureusement  par  l'axe  de 
révolution  auxquelles  cependant  elles  ne  sont  généralement  pas perpen- 
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diculairos.  La  focale  de  Sturm  qui  coupe  l'axe  de  révolution  et  qui 
est  dans  le  plan  méridien  correspondant  à  l'élément  de  surface  consi- 
déré, touche  donc  moins  parfaitement  les  normales  que  Télément 
de  l'axe  de  révolution. 

D'une  manière  générale,  les  normales  s'appuient  de  la  même 
manière  sur  toutes  les  droites  tracées  dans  les  aires  d'amincissement. 
Quand  leur  distance  à  certaines  de  ces  droites  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  supérieur,  les  focales  privilégiées  ne  sont  pas  nécessairement 
celles  de  Sturm. 

Du  reste,  on  voit  immédiatement  en  quoi  le  raisonnement  prête  à 
erreur.  Il  suppose  que  les  normales  le  long  de  A, 013,  passent  rigou- 
reusement en  Cl ,  que  les  normales  à  AjOBj  passent  rigoureusement 
en  G,.  C'est  vrai  à  la  limite;  mais  alors  le  pinceau  se  réduit  à  la 
droite  00',  et  le  théorème  est  (|uasiment  illusoire.  L'intérêt  des 
considérations  sur  les  pinceaux  réside  dans  la  discussion  du  phéno- 
mène quand  le  pinceau  est  très  délié,  et  non  pas  de  ce  qui  arrive 
quand  les  focales  se  réduisent  rigoureusement  à  un  point. 

472.  Section  droite  d'un  pinceau  ;  variation  de  forme. 

C()Uj)()ns  le  pinceau  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  normale 
moyenne. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  noiinale  moyenne,  et  pour  axes  des  x 
et  des  //  (les  j)erpen(liculaires  ;i  cette  normale  parallèles  aux  aires 
d'amincissement.  Limitons  k»  pinceau  par  un  écran  lixe,  disposé 
dans  le  plan  ^0//,  normal  ])ar  conséquent  à  la  normale  moyenne  et 
percé  d'un  trou  circulaire  de  rayon  p.  Le  pourtour  de  la  section 
droite  du  pinceau,  à  une  distance  z  du  trou,  est  représenté  par 
l'équation  : 

où  z,  et  Zo  sont  les  z  des  points  de  tangence  de  la  normale  moyenne 
avec  les  deux  nappes  de  la  caustique. 

Pour      z  =  0,  t)n  a  le  cercle  :  X^  +  Y-  =  f  ; 

pour      z  =  Zi,         on  a  la  droite  :  X  =  0; 

pour      z=^'L^^        on  a  la  droite  :  Y  =  0  ; 

enfin  on  a  encore  un  cercle  C  pour  une  valeur  Z'  de  z  donnée  par  la 

112 

relation  :  —. — \- -rj-  ■=^ -tjt  .  (2) 

TJ  est  compris  entre  Zj  et  Zo.  Le  rayon  du  cercle  correspondant 
est.  p=P^_^^__. 

La  section  droite  du  pinceau  est  donc  toujours  une  ellipse  qui  se 
réduit  à  deux  droites  pour  deux  positions  particulières  du  plan  sécant. 
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La  figure  302  représente  les  sections  définies  par  Féquation  (1). 
Pour  la  construire,  prenons  deux  points  A  et  B  tels  que  : 

ÂC  =  CB=zp. 

Traçons  deux  droites  AD  et  BD  passant  par  le  point  D  tel  que 
CD  =  Zj  ;  traçons  deux  autres  droites  AE  et  BE  passant  par  le  point 
E  tel  que  GE^Z.,. 

Pour  une  distance  :;  quelconque,  les  axes  de  l'ellipse  d'intersection 
sont  donnés  :  d'une  part  par  la  distance  verticale  des  droites  AD  et 


^m 


'r\ 


\J 


Zi 


z 

Fig.  302. 


BD,  de  l'autre  par  la  distance  verticale   des   droites  AE  et  BE.   Les 
positions  de  l'ellipse  évanouissante  sont  en  D  et  en  E. 

Pour  représenter  les  sections,  on  les  a  rabattues  sur  le  plan  du 
tableau  par  une  rotation  de  90"  autour  de  verticales. 

473.  Cas  des  surfaces  de  révolution. 

Nous  savons  (§  465)  que,  dans  ce  cas,  une  des  nappes  de  la  caus- 
tique se  réduit  à  une  portion  de  Taxe  de  révolution.  Une  des  aires 
d'amincissement  d'un  pinceau  de  normales  s'appuie  nécessairement 
sur  l'axe  de  révolution  qui  constitue  l'une  des  focales  correspondant 
à  cette  aire.  Il  va  de  soi  que  l'axe  de  révolution  n'est  généralement 
pas  perpendiculaire  à  la  normale  moyenne  du  faisceau  (§  471). 

Coupons  le  pinceau  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  normale 
moyenne  passant  par  l'aire  d'amincissement  ;  comme  dans  le  cas 
général,  l'intersection  est  une  droite.  Elle  devient  rigoureusement 
une  droite,  même  pour  des  aires  S  finies,  si  nous  inclinons  le  plan 
sécant  de  manière  qu'il  passe  par  l'axe  de  révolution. 


Lignes  géodésiques. 


474.    Minimum    de    longueur    des   courbes    joignant 
deux  points. 

1"".  —  Entre  deux  points  A  et  B,  le  plus  court  chemin  est  la  ligne 
droite.   Mais   on  peut    imposer    une    condition    supplémentaire,   par 
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exemple  que  la  courbe  soit  sur  une  surface  contenant  les  points  A 
et  B  :  le  plus  court  chemin  est  une  certaine  courbe  tracée  sur  la 
surface  et  (ju'on  appelle  liffiie  (jéodésiquc  [i\^.  303). 

Nous  poserons  commo  évident  que  si  on  attache  en  A  un  fil  par- 
faitement flexible  et  si  hi  surface  est  parfaitement  polie,  le  fil  tendu 
et  passant  par  B  trace  sur  la  surface  une  ligne  géodésique  allant  de 
A  à  B.  Puisque  le  fil  n'est  gêné  en  rien,  si  ce  n'est  dans  ses  dépla- 
cements normaux  à  la  surface^  il  obéit  le  mieux  possible  à  la  force 
(jui  le  tend  ;  le  point  d'application  de  cette  force  cède  le  plus  pos- 
sible, ce  (jui  impli(jue  la  diminu- 
tion maxima  de  la  longueur  du  fil 
comprise  entre  A  et  B. 

Puis(jue  rien  ne  gêne  les  déplace- 
ments tangentiels,  le  plan  osculateur 
à  la  courbe  se  dispose  partout  nor- 
malement à  la  surface.  Autrement 
dit,  les  éléments  consécutifs  du  pi 
forment  une  suite  de  sections  nor- 
males élémentaires. 

La    ligne    géodésique    correspond 

parfois  à   un   chemin   maximum  ;  le 

Fig.  303.  fil    tendu    est    encore   en    équilibre, 

mais  son  équilibre  est  instable. 

;S^".  —  De  tout  point  A  de  la  surface  partent  une  infinité  de  géodé- 

siques  allant  dans  toutes  les  directions  ;  elles  joignent  le  point  A  aux 

autres  points  de  l;i  surface. 

Prenons  une  longueur  quelconque  de  fil,  sr=:AB.  Attachons  une 
des  extrémités  en  A.  tondons  le  fil  sur  la  surface  et  considérons  la 
courbe  C  tracée  par  l'autre  extrémité  :  on  la  nomme  cercle  géodé- 
sique. 

Les  rayons  AB,  AD  ,...  du  cercle  géodésique  sont  constitués  par  les 
lignes  géodésiques.  Nous  admettons  qu'ils  aboutissent  normalement 
au  cercle;  la  propriété  tient  à  ce  que  hi  distance  de  A  ;iu  cercle  est 
toujours  un  minimum. 

S'\  —  Généralisons.  Traçons  sur  la  surface  une  courbe  ABC  quel- 
conque. Par  les  points  A,B,G,...  menons  des  lignes  géodésiques  nor- 
males à  ABC.  Pour  cela,  attachons  le  fil  en  A,  tendons-le  sur  la 
surface  et  déplaçons  l'autre  extrémité  de  manière  que  les  angles  en  A 
deviennent  droits.  Nous  déterminons  une  géodésique  sur  lacjuelle  nous 
prenons  une  longueur  fixe  5  ==  AA'  .  La  courbe  A'B'C...  ainsi  obte- 
nue coupe  normalement  toutes  les  géodésiques. 

475.  Lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution. 

Sur  la  sphère ,  les  lignes  géodésiques  sont  des  arcs  de  grand 
cercle.  Par  un  point  A  quelconque,   menons  le  diamètre  D  ;  considé- 
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rons  tous  les  plans  qui  passent  par  ce  diamètre.  Ils  coupent  la  sphère 
suivant  des  grands  cercles  qui  constituent  le  faisceau  des  lignes  géo- 
désiques  relatives  au  point  A.  Un  cercle  géodésique  ayant  A  pour 
centre  est  un  cercle  dont  le  plan  est  normal  au  diamètre  D.  Si  nous 
choisissons  A  pour  pôle,   c'est  un  parallèle. 

Prenons  un  point  A  sur  une  surface  de  révolution.  Parmi  les 
lignes  géodésiques  relatives  à  ce  point  se  trouve  nécessairement  le 
méridien  correspondant. 

Le  parallèle  n'est  généralement  pas  une  géodésique ,  puisque  son 
plan  osculateur  n'est  pas  normal  à  la  surface.  Il  n'est  ligne  géode- 
sique  que  pour  les  points  de  la  méridienne  dont  la  distance  à  l'axe 
de  révolution  est  maxima  ou  minima. 

476.  Lignes  géodésiques  des  surfaces  développables. 

/".  —  Sur  le  plan  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  est  la 
ligne  droite.  Le  faisceîui  des  lignes  géodésiques  issues  d'un  point  A 
est  l'ensemble  des  droites  qui  passent  par  ce  point.  Les  cercles  géo- 
désiques sont  les  cercles  de  centre  iV. 

Les  lignes  géodésiques  des  surfaces   développables   sont   évidem- 


Fig.  304. 


ment  celles  qui  se  transforment  en  droites  dans  le  développement 
sur  le  plan.  Soit  A,B,G,...  les  points  du  plan;  A',B',G',...  les  points 
conjugués  de  la  surface  développable.  Les  lignes  géodésiques  rela- 
tives au  point  A'  sont  les  conjuguées  du  faisceau  de  droites  passant 
par  A  dans  le  plan. 

!^°.  —  Les  lignes  géodésiques  du  cylindre  droit  à  base  circulaire 
sont  des  hélices,  puisqu'il  résulte  de  la  déflnition  même  de  l'hélice 
que  son  développement  est  une  droite.  Au  faisceau  de  droites  AB, 
ABi,  ABg...  passant  par  un  point  A  du  plan,  correspond  un  faisceau 
d'hélices    passant   par   A'   conjugué    de  A  sur   le  cylindre  et  faisant 
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avec  les  génératrices  du  cylindre  le  même  anj^le  que  les  droites  AB, 
AB,,...  avec  les  droites  G  conjuguées  des  génératrices  sur  le  plan. 

Mais  une  remarque  s'impose.  Soit  AG,  A, G,,  les   génératrices   ex- 
trêmes du  cylindre,   celles   qui   sont  confondues  après  enroulement. 

Nous  pouvons  con- 
sidérer le  cylindre 
comme  un  plan  en- 
roulé non  pas  seule- 
ment une  fois,  mais 
un  nombre  quel- 
conque de  fois, 
comme  quand  nous 
faisons  un  tube  avec 
du  papier.  Le  dérou- 
lementdoimera  donc 
une  série  de  figures 
AG,  A, G,  ;  A,G,, 
A5G2  ; . . .  de  mêmes 
dimensions.  Un 
point  B'  du  cylindre,  pouvant  être  considéré  comme  appartenant 
à  tous  les  enroulements,  aura  pour  conjugués  sur  le  plan  une 
infinité     de    points    distincts     B,  15,,  11,,... 

Hécipro(|uement ,  trac^'ons  les 
droites  AB,  ABj,...  Enroulons  sur 
le  cylindre.  Elles  donneront  une 
série  d'hélices  qui  sont  les  lignes 
géodésiques  de  A'.  Par  suite,  entre 
deux  points  A'  et  B'  du  cylindre 
existent  une  infinité  de  chemins 
minimums,  c'est-à-dire  plus  courts 
f/ue  les  chemins  voisins.  Ils  corres- 
pondent à  une  fraction  z  de  tour,' 
et  à  cette  fraction  augmentée  ou 
diminuée  d'un  nombre  quelconque 
de  tours  complets.  Nous  pouvons 
en  effet  décrire  les  hélices  en  sens 
contraires  et  en  obtenir  une  nou- 
velle infinité  passant  par  A'  et  B'. 
EUe^  correspondent  aux  droites 
AB»,  AB%...  du  plan. 
Pour   le  cône  circulaire ,   les  géodésiques  sont  des  spirales 


Fig.  306. 


3\ 


dont  il  est  facile  de  déterminer  la  forme.  Représentons-nous  le  cône 
comme  un  cornet  formé  de  plusieurs  épaisseurs  de  papier.  Son  déve- 
loppement donnera  une  infinité  de  figures  F  identiques  accolées,  de 
notations   G.AG,  ^  1.   Au  point   B    du   cùne    correspondent  donc   une 
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infinité  de  points  61,82,...  B^,B-,...  qui  sont  sur  un  cercle  de  centre  S 
et  disposées  d'une  manière  semblable  par  rapport  aux  génératrices 
extrêmes  de  chaque  figure  F.  L'angle  du  cône  étant  quelconque,  ces 
points  ne  se  recouvrent  généralement  pas. 

Inversement,  traçons  sur  le  plan  les  droites  AB,  ABi,...  AB*,... 
Leurs  conjuguées  sur  le  cône  sont  les  géodésiques  relatives  à  A'. 

Considérons  une  de  ces  lignes,  AB^  par  exemple.  Sa  distance  au 
point  S  est  minima  pour  le  point  D.  Elle  coupe  SGj,  mais  ne  coupe 
pas  SGg.  On  vérifierait  qu'elle  coupe  SG*,  mais  ne  coupe  pas  SG^. 
Donc  la  conjuguée  sur  le  cône  est  une  spirale  infinie  dont  le  nombre 
de  spires  est  fini,  et  qui  est  symétrique  par  rapport  au  plan  déter- 
miné par  l'axe  du  cône  et  par  la  génératrice  SP  (lig.  30.3). 

Par  tout  point  A'  du  cône  passe  une  infinité  de  ces  spirales.  Pour 
l'une  d'entre  elles,  le  point  A'  est  le  point  le  plus  rapproché  du  som- 
met ;  la  spirale  coupe  normalement  la  génératrice  A'G'.  Cette  géné- 
ratrice elle-même  est  une  des  géodésiques  relatives  au  point  A'. 

Nous  engageons  vivement  le  lecteur  à  vérifier  ce  qui  précède  au 
moyen  de  cylindres  et  de  cônes  en  papier  calque  sur  lesquels  il 
tracera  des  droites,  après  développement. 


Surfaces  applicables. 

477.  Définition  des  surfaces  applicables. 

On  dit  que  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  lors- 
qu'on peut  les  superposer  exactement  sans  déchirure  ni  duplicature. 
Les  surfaces  développables  sont  des  surfaces  applicables  sur  un 
plan. 

Pour  que  deux  surfaces  soient  applicables,  il  faut  qu'à  chaque 
point  A  de  la  première  corresponde  un  point  A^  de  la  seconde,  de 
manière  que  la  distance  AB  de  deux  points  infiniment  voisins  de  la 
première  soit  égale  à  la  distance  A^B^  des  deux  points  correspon- 
dants de  la  seconde,  et  cela  quel  que  soit  le  couple  de  points 
considéré. 

Exprimons  les  coordonnées  des  points  des  deux  surfaces  par  les 
équations  (§  372)  : 

X  =  0[U,V),  y  =  y(u,v),  Z  =  6[U,V)\ 

^i  =  o,(",t'),  y,=y^^{u,v),  z,  =  'b^(u,v). 

Un  système  de  valeurs  w,  f,  définit  deux  points  correspondants. 
Les  éléments  d'arc  correspondants  ont  pour  expression  (§  374,^")  : 

ds'-  =  Edu'-  -f  2Fdu  dv  +  Gdv% 

ds\  =  E,du^  +  2F, du  dv  +  G,dv\ 
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Pour  qu'ils  soient  identiquement  égaux,  on  doit  avoir  identi- 
quement : 

A  ces  conditions  analytiques  correspondent  des  propriétés  intimes 
des  surfaces,  propriétés  indépendantes  des  variables  particulières  u,  t\ 
choisies.  Elles  expriment  en  définitive  ce  qui  est  invariable,  quand 
on  déforme  une  surface  de  toutes  les  manières  possibles  sans  changer 
la  grandeur  des  éléments  linéaires  (par  exemple,  quand  on  froisse  une 
feuille  d'un  papier  supposé  inextensible). 

478.  Courbure  des  surfaces. 

Nous  nous  contenterons  d'éiionci'r  le  fameux  théorème  de  Gauss, 

qui  nous  donnera  l'occasion  de  définir  la   courbure  d'une  surface  en 

un  point. 

/".  —   Par  les  divers  points  du   contour  limitant  une   portion   de 

surface,  menons  les  normales  à  la  sur- 
face. Par  un  point  0  (juelconcjue,  menons 
des  parallèles  à  ces  normales;  elles 
forment  un  cône  d'angle  solide  iù  (§  74). 
Soit  S  l'aire  de  la  surface  ;  on  appelle 
courbure  moi/ en  ne  le  rapport  w  ;  S.  Di- 
minuons indéfiniment  l'aire  S  ;  l'angle 
solide  0)  diminue  en  même  temps.  Le 
rapport  (o  ;  S  tend  vers  une  limite  qui 
est  par  définition  la  courbure  au  point 
([u'occupe  l'élément  d'aire  quand  il  s'an- 
nule. i\ous  admettrons  que  cette  limite 
est  la  même,  quelle  que  soit  la  forme  de 
r  élément. 

i^^  —  H  est  aisé  de  trouver  son  ex- 
pression. Considérons  le  petit  rectangle 
formé  par  (juatre  lignes  de  courbure  ; 
elles  sont   deux   à  deux    rectangulaires 

(§   458).    Les    normales   le   long   de  chacune  de   ces   lignes   peuvent 

être  considérées  comme  se  coupant  (j^  470). 

Soient  pi  et  p..  les  rayons  de  courbure  principaux.  On  a  (fig.  307)  : 

NP=MQ  =  2a2?2,  MN  =  QP  =  2a,p,;  Srrr  4a,a,p,p,. 

Par  le  point  0  quelconque,  menons  des  parallèles  aux  normales 
à  la  surface  le  long  du  pourtour  MNPQ.  Il  résulte  du  raisonnement 
immédiatement  précédent  que  Taire  découpée  par  le  cône  obtenu 
sur  la  sphère  de  rayon  1,  est  :       (ù  =  4a,ao. 

D  OU    :  L.:=-;^ . 

S  pip2 


Fig.  :W7. 
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La  courbure  est  mesurée  par  l'inverse  du  produit  des  rayons  de 
courbure  principaux. 

Dans  le  cas  où  Ton  prend  x  et  y  comme  variables  indépendantes, 
on  a  (§  459)  : 

1     _         rt  —  s"" 

La  courbure  est  évidemment  constante  en  tout  point  d'une  sphère  ; 
elle  est  nulle  en  tout  point  d'une  surface  développable  et  en  tout 
point  parabolique  d'une  surface  quelconque. 

/?'.  —  Voici  maintenant  l'énoncé  du  théorème  de  Gauss. 

Dans  la  déformation  d'une  surface  sans  déchirure  ni  duplicature , 
on  peut  en  tout  point  donner  à  l'un  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux pi  la  valeur  qu'on  veut;  Vautre  prend  alors  une  valeur  telle^ 
que  le  produit  p^pa  reste  invariable. 

D'où  résulte  que  deux  surfaces  ne  sont  applicables  l'une  sur  l'autre 
que  si  le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  est  le  même  aux 
points  correspondants  des  deux  surfaces. 

Il  va  de  soi  que,  dans  la  déformation,  les  sections  principales 
prennent  en  chaque  point  les  directions  qu'on  veut.  On  peut 
toujours  rendre  en  un  point  donné  l'indicatrice  de  la  surface  sem- 
blable à  une  section  conique  donnée  et  placée  comme  on  voudra, 
pourvu  toutefois  que  celle-ci  soit  du  même  genre  que  l'indicatrice 
primitive.  En  effet,  les  coniques  : 


^2  -r  jy>  —  1 ,         ^/2  -r  /y2  —  A  : 


sont  semblables  quand  on  a  (§  365)  :  a  ',  a'=zb  ',  />',  ce  qui  est 
une  première  condition  à  satisfaire,  La  seconde  est  de  laisser  au  pro- 
duit a'b'  la  valeur  caractéristique  de  la  surface  pour  le  point  considéré. 

4°.  —  L'application  de  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre  ne  peut 
s'effectuer  généralement  que  par  superposition  des  points  correspon- 
dants, c'est-à-dire  de  ceux  pour  lesquels  les  variables  u,  v,  ont  les 
mêmes  valeurs.  Au  reste,  on  peut  donner  aux  surfaces  une  infinité 
de  formes  communes. 

Parfois  la  superposition  peut  s'effectuer  d'une  infinité  de  manières  : 
par  exemple,  une  sphère  et  un  plan  sont  respectivement  applicables 
sur  eux-mêmes  d'une  infinité  de  manières.  Cela  tient  à  ce  que  leur 
courbure  est  constante,      1  ;  R-     pour  la  sphère,  nulle  pour  le  plan. 

Les  surfaces  de  révolution  sont  applicables  pour  une  infinité  de 
positions  obtenues,  les  unes  à  partir  des  autres,  par  rotation  d'un 
angle  quelconque  autour  de  l'axe. 

De  même  les  surfaces  développables,  ayant  une  courbure  partout 
nulle,  sont  applicables  d'une  infinité  de  manières  sur  un  plan,  par 
conséquent  les  unes  sur  les  autres.  Mais  si  l'on  veut  que  les  géné- 
ratrices restent  communes,  la  superposition  exige  que  les  arêtes  de 
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rebroussement  aient  même  transformée  plane.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  deux  cônes  dont  on  fait  coïncider  les  sommets,  deux  cylindres 
dont  on  fait  coïncider  les  sections  droites.  C'est  ce  qui  arrive  pour 
les  hélicoïdes  développables  dont  les  hélices  arêtes  de  rebroussement 
ont  même  courbure  (§  415,  5°)  : 

p  =  r  ;  cos-  0. 

479.  Cônes  sphériques. 
/'    —  Enlevons  à  une  sphère  un   fuseau;   enroulons   ce  qui  reste 
autour  (le  la  U^ne  des  pôles  :  nous  obtenons  une  surface  de  révolu- 
tion qui  s'appelle  un  double  cône  sphérif/ue.    Le  lecteur  fera  Texpé- 


Fig.  3<J8. 

rience  avec  un  ballon  de  caoutchouc  ou  de  celluloïd,  dont  il 
supprimera,  par  exemple,  un  quadrant. 

(Cherchons   l'équation  de  la  nouvelle  méridienne  (iig.  308). 

Soit  R  le  rayon  de  la  sphère  ;  ses  points  sont  déterminés  par  la 
longitude  (dont  nous  n'aurons  pas  à  nous  occuper)  et  la  latitude  o. 

lui  supprimant  un  fuseau  et  en  enroulant  ce  qui  reste  autour  de 
()3,  nous  remplaçons  un  parallèle  BF  par  un  parallèle  B'F'  plus 
court  dans  un  rapport  A",  le  même  pour  tous  les  parallèles:  les 
rayons  des  parallèles  correspondants  sont  dans  le  même  rapport  ; 
d  où  la  première  relation  : 

BF  =  .r  =  R  cos  o  ,        B'F'  =zx'  =  kR  cos  o  ;  dx'  r=  —  A'R  sin  o  .  do. 

Ecrivons  que  les  arcs  des  méridiennes  compris  entre  des  points 
correspondants  sont  égaux  : 

BC  =  BX:'  =  Wdo ,  dz'  +  dx'^-  ==:  W-df; 

z'r=R  j     \'i— ^''sin^(p    dr^. 


dz  =  R  \/l  —  A-  sin  -o   do  , 
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En  définitive,  les  équations  des  méridiennes  des  deux  courbes  sont, 
pour  la  sphère  : 

x  =  ^  cos  (p  ,         ;j  =  R  sin  cp  ; 

pour  le  cône  sphérique  : 

/-^    

:c'  =  A:Rcoso,  z' =  R  j     \/l — k^  sin^  n^    dc^. 

c/  0 

2'  s'exprime  donc   au  moyen   de  Y  intégrale   elliptique   de  seconde 
espèce  étudiée  au  §  183. 

^".  —  Evaluons  les  longueurs       BE  =  T,      B'E':^T'. 

^                                    .      ,  dx'  . 

On  a  :  sm  0= ■>  ,     ■=  k  sm  cp  ; 

les  sinus  des  angles  que  font  les  tangentes  avec  l'axe  de  révolution , 
sont  dans  un  rapport  constant. 

Au  point    D ,  on    a       sin  0  rrr:  1  ;  l'angle  çp'  au  sommet  D'  est  donc 
fourni  par  la  relation        sino'  =  A;. 

On  a  :         T' sin  (p'  =  a?',         Tsino=r:ic;         d'où:         T  =  T'; 

les  distances  des  points    correspondants   à   l'axe   de  révolution,   dis- 
tances comptées  sur  la  tangente,  sont  égales. 

S°.  —  Calculons  les  rayons  de  courbure  principaux  en  B'. 

L'un  d'eux  est  égal  à    B'G' .     On  a  : 


B'G=p, 


1  v^l — A;sin^9 


cos  çp'  pi  /cRcoscp 

L'autre  p2  ^st  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  ;  il  est  donc 
égal  (§  92)  à  l'arc  de  méridienne  divisé  par  la  différence  des  angles 
que  font  avec  une  droite  invariable  (0'^',  par  exemple)  les  tangentes 
aux  extrémités  de  l'arc  : 

1  d(^'    1  A;  cos  9  1  1 

77~  R(/^~  R^y/T^FsmY'  p^'^R^' 

Conformément  au  théorème  de  Gauss ,  la  courbure  en  tout  point 
du  cône  sphérique  est  la  même  et  égale  à  celle  de  la  sphère  géné- 
ratrice. 

4*.  —  La  longueur  du  cône  est  : 

WD'  =  Rf^  V^l  — A;2sin29   do  =  E; 

C'est  l'intégrale  complète  de  seconde  espèce  pour  le  module  k. 
Pour       A:  =  0 ,       on  a  :         O'D'  =  t.  '.  2,       ce    qui    est    évident   a 
priori. 

5°.  —  Evaluons  le  volume.  Il  a  pour  expression  (§  3^2)  : 

V  =  I      T.k^R'^  cos^  (^  .  dz  =  T.  knV  /     cos-  (^\/i  —  k^  sin^  9  .  J9. 
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Cette  intégrale  se  ramène  aisément  aux  intégrales  de  première  et 
de  seconde  espèces  (§§  183  et  184).  On  a  : 

3/t-  Tcos^  9  v'I  —  k^  sin*  ç   .  do  =  k-  sin  o  cos  o  \/ 1  —  A:*  sin«  9 

ce  qu'on  vérifiera  immédiatement  par  dilFérentiation. 

En  particulier,  le  volume  du  cône  sphérique  entier  est  : 

OÙ  E  et  F  sont  les  intégrales  complètes  de  seconde  et  de  première 
espèces  (§  187). 

479^'^.   Application  des  hélicoïdes. 

On  démontre  que  les  hélicoïdes  sont  a])plicables  sur  des  surfaces 
de  révolution.  On  vérilierji  le  théorème  pour  l'hélicoïde  gauche  à 
plan  directeur  (§  4G4)  ;  il  s'appli(|ue  sur  la  calénoide  (^  408).  Les 
génératrices  rectilignes  se  superposent  aux  méridiens  ;  les  hélices 
trajectoires  orthogonales  des  génératrices  se  superposent  aux  paral- 
lèles. 

Nous  savons  que  les  deux  surfaces  sont  minima.  Leurs  rayons  de 
courbure  ont  les  expressions  de  même  forme  : 

s-  *>-  H 

±f  =  T  +  /'.        ±f=ïï'--+2^- 

h  est  le  paramètre  de  la  chaînette  ()^  21  G),  s  l'arc  de  méridien  de  la 
caténoïde;  H  est  le  pas  de  l'hélicoïde.  r  la  distance  à  l'axe  comptée 
sur  la  génératrice  rectiligne.  On  réalise  donc  la  condition  :  ll=^2zh. 
Ceci  posé,  on  montre  immédiatement  que  les  éléments  d'arcs  tracés 
sur  l'hélicoïde  (§  439,  -/")  et  sur  la  caténoïde  (J^S  216  et  378,  4")  ont 
la  même  expression. 
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480.  Vitesse  en  un  point  d'un   fluide.  Ligne  de  cou- 
rant, tubes  de  courant,  surfaces  de  courant. 

/".  —  Les  notions  que  nous  avons  à  définir  existent  en  dehors  de 
leurs  applications,  du  reste  comme  toutes  les  notions  mathématiques. 
Mais  pour  faciliter  leur  compréhension ,  il  est  utile  de  les  concré- 
tiser.  Nous  emprunterons  donc  notre  langage   à  l'Hydrodynamique. 

Imaginons  immergé  dans  un  fluide  indéfini  de  petits  corps  ayant 
même  densité  que  lui.  Supposons  le  fluide  en  mouvement;  en  chaque 
point  et  à  chaque  instant,  chacun  de  ces  corps  a  une  vitesse  de 
grandeur  et  de  direction  bien  déterminées;  le  vecteur  représentatif 
mesure  la  vitesse  géométrique. 

La  vitesse  matérielle  est  la  vitesse  géométrique  multipliée  par  la 
densité;  nous  désignerons  sa  grandeur  par  le  symbole  U,  ses  com- 
posantes suivant  trois  axes  rectangulaires  par  les  symboles     u^v^  w. 

On  a  :  \]^^  =  if- J^  v"^  ^  iv'- ; 

u,  V,  IV,  sont  généralement  des  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z, 
et  du  temps  t.  L'espace  dans  lequel  le  vecteur  w,  v,  ta,  est  défini, 
s'appelle  le  champ  du  vecteur.  Il  est  clair  que  la  vitesse  géométrique 
et  la  vitesse  matérielle  ont  même  direction  en  tous  les  points  du 
champ,  direction  généralement  variable  d'un  point  à  l'autre.  Leurs 
grandeurs  seules  diffèrent  par  un  facteur  fonction  du  point  considéré. 
Pour  exprimer  le  déplacement  du  fluide  supposé  compressible^  la 
vitesse  matérielle  est  nécessaire;  car,  suivant  la  densité,  la  même 
vitesse  géométrique  correspond  à  des  déplacements  de  matière  très 
différents. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  ne  considérons  que  la  vitesse  matérielle; 
nous  supprimerons  donc  l'épithète,  puisque  l'ambiguïté  n'est  pas  à 
craindre. 

^°.  —  Nous  disons  que  le  mouvement  est  permanent^  quand  il 
s'effectue  en  tout  point  du  champ  avec  une  vitesse  constante  en  gran- 
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deur  et  direction.  Les  composantes  «,  v,  iv,  ne  sont  alors  fonction  que 
de  X,  y,  z,  tandis  que  dans  le  cas  général  elles  dépendent  aussi  du 
temps.  Nous  nous  llmiferons  aux  mouvements  permanents. 

;l ,  —  Une  surface  est  une  surface  de  courant,  si  le  mouvement 
s'elfectue  suivant  des  lignes  tracées  sur  elle. 

Cherchons  la  condition  à  satisfaire. 

Soit:  y_(.r, //,;:)  =r  A,  ^  (1) 

une  surface  de  courant;  X  est  une  constante.  Écrivons  que  le  vecteur 
//,  V,  w,  relatif  à  tout  point  A  de  cette  surface,  est  dans  le  plan 
tangent  au  point  A.  Il  revient  au  même  d'écrire  que  le  vecteur  est 
perpendiculaire  à  la  normale  à  la  surface  (§  322)  : 

„^-  +  ,4^^  +  „,^=3  0.  (2) 

Si  cette  condition  est  identiquement  vérifiée,  l'équation  (l)  repré- 
sente un  faisceau  de  surfaces  de  courant.  On  obtient  toutes  les  sur- 
faces du  fîùsceau  on  faisant  varier  le  paramètre  ).. 

La  couche  comprise  entre  deux  surfaces  de  courant  est  une  nappe 
de  courant. 

/°.  —  Considérons  un  second  faisceau  de  surfaces  de  courant  : 

^  (.r,  //,  z)  =  ;x,  où  \j.  est  la  cote  de  la  surface. 

Nous  avons  identiquement  : 

M    ,      M    ,       M       ^ 
ùx    '       ô//     '         0:; 

Les  deux  faisceaux  de  surfaces  découpent  l'espace  en  tubes  de  cou- 
rant. Leurs  intersections  deux  à  deux  sont  des  lignes  de  courant, 
trajectoires  des  mobiles  qui  servent  à  déterminer  la  vitesse  géomé- 
trique du  fluide. 

11  est  important  de  ne  pas  oublier  que  les  surfaces,  tubes,  lignes 
de  courant  restent  les  mêmes,  que  Ton  considère  la  vitesse  géomé- 
tr'ique  ou  la  vitesse  matérielle. 

481.  Flux  ou  débit  à  travers  une  surface. 
/ '.  —  On  appelle  l}ux  du  vecteur  à  travers  un  élément  dS  de  sur- 
face, le  produit  :  U  cos  0  .  (/S, 

du  vecteur  U  par  Taire  (/S  de  l'élément,  et  par  le  cosinus  de  l'angle  8 
que  fait  le  vecteur  U  avec  la  normale  à  l'élément.  U  est  facile  de 
voir  que  le  flux  du  vecteur  correspond  exactement  à  l'idée  de  débit 
d'un  fluide  à  travers  un  élément  de  surface  :  il  mesure  la  quantité 
de  matière  qui  traverse  l'élément  dans  l'unité  de  temps. 

Décomposons  en  effet  la  vitesse  qu'a  le  fluide  quand  il  traverse 
l'élément,  en  une  composante  tangentielle  et  une  composante  normale 
UcosB.  La  composantetangentielle,  j)our  grande  qu'elle  soit,  n'amène 
pas  de  liquide  à  travers  l'élément.  Seule  agit  la  composante  normale  ; 
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le   débit  est   le  produit     U  cos  ô  .  (/S,     de  sa  grandeur  par  Taire  de 
1  élément. 

A  travers  une  surface  finie,  le  flux  total  ou  le  débit  total  sont  : 


/  Tu  cos  0  (/S  ; 


l'intégrale   est   étendue    à   la     surface   entière.    C'est   la   quantité   de 
matière  qui  traverse  la  surface  dans  l'unité  de  temps. 

Soit  a,  (^,  Y,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  en  un 
de  ses  points.  On  a  : 

U  cos  (j  =  UQL-\-v^^-\-  irv, 

xdS  =  dy  dz,  ^ùdS  =  dz  d,r,  -^'dS  =  dx  dy  ; 

/  /  U  cos  (i  dS=  j     [u  dy  dz  -\-  v  dz  dx  -\-  iv  dx  dy). 

^".  —  Evaluons  le  flux  à  travers  un  élément  plan  lîni  S  que,  pour 
simplifier  Técriture,  nous  placerons  normalement  à  Taxe  de  x. 

Le  flux  est  :  lu  dy  dz. 

Si  u  est  constant,  l'intégrale  est  uS.  Supposons  que  u  varie  ;  déve- 
loppons sa  valeur  en  fonction  des  variables  y  et  :;,  les  seules  qui 
interviennent,  puisque  le  plan  est  normal  à  Ox.  Nous  avons  : 

I     u  dy  dz  =  UoS  -|- a  /  /  y  dy  dz-\-b  j     z  dy  dz -\-. . , 

Si  le  point  où  u  a  la  valeur  u^^  est  choisi  de  manière  que  les  inté- 
grales s'annulent,  le  flux  aura  pour  expression  UqS  aux  quantités  du 
second  ordre  près.  Or  ces  conditions  définissent  ce  qu'on  appelle  le 
centre  de  gravité  de  la  surface  (^  163,,^°).  D'où  la  proposition  :  si  la 
vitesse  varie  assez  peu  au  voisinage 
d'un  point  A  pour  qu'on  puisse  la 
considérer  comme  une  fonction  liné- 
aire des  coordonnées,  on  obtient  le 
flux  à  travers  un  élément  plan  pas- 
sant par  A,  en  multipliant  l'aire  de 
l'élément  par  la  valeur  que  prend  la 
composante  normale  de  la  vitesse  en 
son  centre  de  gravité. 

S"".  —  Calculons  le  flux  à  travers  la 
surface  qui  limite  l'élément  parallélipi- 
pédique  représenté  figure  309.  Fig.  309. 

En  vertu  de  ce  qui  précède ,  le  flux 
à  travers  la  face  efyh  est  égal  à  udy  dz.où.  u  est  la  valeur  que  prend 
cette  fonction  au  centre  de  figure  de  la  face.   Le  flux  entre  dans  le 
parallélipipède  ;  nous  le  prendrons  négativement. 
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Le  flux  à  travers  la  face  ahcd  est  : 


Ox 


dx]dy  dz. 


Il  sort  du  parallélipipède  ;  nous  le  prendrons  positivement. 
La   somme  algébrique  des  deux  flux  (flux   qui  sort  en   définitive) 
est  : 

-^dxdijdz. 

Les  vecteurs  v  et  ?/;  ne  donnent  aucun  flux  à  travers  les  éléments 
perpendiculaires  à  Ox.  Opérons  de  même  pour  les  autres  couples  de 
faces.  Il  vient  pour  expression  du  flux  total  qui  sort  en  définitive  : 

La  quantité  entre  parenthèses  a  une  importance  capitale  :  elle 
s'appelle  la  diver(jenco  du  vecteur  u,  v,  »%  au  point  considéré. 

On  comprend  maintenant  pourquoi  nous  avons  démontré  le 
lemme  i?".  Les  variations  de  u  le  long  de  l'élément  abcd  sont  du  même 
ordre  que  les  quantités  que  nous  conservons  ;  il  n'est  donc  pas  légi- 
time de  les  négliger;  mais  elles  disparaissent  d'elles-mêmes  en  vertu 
du  lemme. 

482.  Flux  conservatif  et  non  conservatif. 
1".  —  On  dit  (}ue  le  flux  est  conservatif  dans   un   espace  donné, 
lorsqu'il  est  le  même  à  travers  toutes  les  surfaces  qui  st>nt  limitées  par 
le  même  contour,  les  surfaces  demeurant  tout  entières  dans  l'espace 
donné.   Gela  revient  à  dire   (|ue  la  quantité  de  matière  qui    passe  à 
travers  toutes  ces  surfaces  dans  le  même  temps 
est  la  même,  que  le  débit  total  est  le  même 
pour  toutes  ces  surfaces.  Cela  revient  encore  à 
dire  (jue  le  fluide  supposé   continu  est  incom- 
pressible. 

Posons  que  le  flux  est  le  même  à  travers  deux 
surfaces  S,  et  Sj  limitées  au  même  contour  G. 
Gomme  dans  l'expression  du  flux  intervient  le 
cosinus  de  l'angle  du  vecteur  avec  la  normale 
à  la  surface,  il  faut,  pour  définir  complètement 
le  flux,  choisir  un  sens  sur  cette  normale. 

Nous   pouvons  le   faire  arbitrairement  pour 

l'une   des   surfaces  ;   notre    choix  pour  l'autre 

est  alors  déterminé  par  la   condition    cju'en   déformant  et   étirant   la 

première  surface  pour  l'amener  à  coïncider  avec  la  seconde,  les  sens 

sur  les  normales  soient  alors  les  mêmes. 

C'est  ainsi  que  les  sens  ont  été  choisis  dans  la  figure  310. 


Fig.  310. 
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^°.  —  Montrons  que  si  le  (lux  est  conservatif ,  il  est  nul  à  travers 
toute  surface  fermée,  à  la  condition  de  prendre  les  normales  toutes 
vers  l'extérieur,  ou  toutes  vers  l'intérieur  de  la  surface  fermée. 

Généralement  on  prend  leur  direction  positive  vers  l'extérieur  de 
la  surface. 

En  effet,  si  les  flux  sont  égaux  à  travers  S^  et  S^  quand  les  nor- 
males sont  dirigées  suivant  la  première  convention ,  ils  sont  égaux 
et  de  signes  contraires  quand  les  normales  sont  dirigées  suivant  la 
seconde ,  puisque  changer  la  convention  nous  amène  à  retourner 
toutes  les  normales  pour  l'une  des  surfaces,  par  conséquent  à 
changer  le  signe  des  cosinus  pour  tous  les  éléments  de  l'une  des 
intégrales. 

Si  Ton  a  /,  ==0/3,  dans  le  premier  cas,  on  a  /j-j- 0/2  =  0, 
dans  le  second.  GQFD. 

S''.  —  Cherchons  la  condition  analytique  pour  que  le  flux  soit 
conservatif.  Il  a  pour  expression  : 

/=  //  {udy  dz-\-vdzdx-\-ivdxdy)  ;  (1) 

rintégrale  est  étendue  à  toute   la  surface.    Etudions -en  la  première 

partie  :  i  i  u  dy  dz. 

Nous  découpons  le  plan  yOz  en  petits  rectangles  ;  nous  construi- 
sons le  cylindre  dont   les   génératrices  sont  parallèles  à   Ox  et   qui 


Fig.  311. 


s'appuient  sur  le  pourtour  du  rectangle.  Nous  découpons  ainsi  sur  la 
surface  deux  éléments  û^S^  et  dS.,  qui  ont  l'un  et  l'autre  le  rectangle 
d'aire  dy  dz  pour  projection  sur  le  plan  yOz.  Les  éléments  d'inté- 
grales sont  donc  le  produit  de  dy  dz  par  les  valeurs  de  u  qui  corres- 
pondent aux  deux  éléments  de  surface  (fig.  311). 

Mais  (c'est  ici  qu'un  peu  d'attention  est  nécessaire)  les  choses  ne 
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se  passent  pas  de  la  même  manière  en  1  et  en  2,  Supposons  que  u 
soit  partout  positif.  En  i  le  llux  pénètre  dans  la  surface,  en  2  il  sort 
de   la  surface.    Nous  devons   donc    écrire   pour  la   somme   des   deux 

éléments  d'intégrale  :  («o  —  ^i)  ^Av  ^^'•• 

Le  raisonnement  est  le  même  si  le  cylindre  rencontre  la  surface 
en  4,  en  6  points,...  (le  nombre  des  points  est  nécessairement  pair, 
puisque  la  surface  est  fermée)  :  il  faut  prendre  positivement  les 
valeurs  de  u  là  où  la  droite  parallèle  à  Ox  sort  de  la  surface,  négati- 
vement les  valeurs  de  u  l;i  où  cette  droite  entre  dans  la  surface. 

Mais  U2  —  Wi  est  la  somme  des  variations  de  u  pendant  que  la 
droite  est  dans  l'espace  limité  par  la  surface.   On  peut  donc  écrire  : 

u,-u,=         ^^^<ir, 

%.' 

et  par  suite  :  /  /    U(l//<h=  1   1   I  (Lrdt/dz. 

Le  raisonnement  appli({ué  aux  autres  parties  de  l'intégrale  (1)  per- 
met de  poser  : 

/".  —  Nous  remplaçons  une  intégrale  de  surface  par  une  intégrale 
de  volume.  Nous  exprimons  cjue  ce  (fui  sort  en  définitive  de  la  surface 
est  la  somme  de  ce  qui  sort  en  définitive  de  tous  les  éléments  de  volume 
que  contient  la  surface,  proposition  évidente. 

Si  nous  voulons  qu'il  ne  sorte  rien  de  la  surface  quelle  que  suit  .su 
forme,  nous  devons  écrire  qu'il  ne  sort  rien  d'aucun  des  volumes 
élémentaires  qu'elle  contient,  c'est-à-dire  que  la  quantité  qui  entre 
dans  chaque  élément  est  à  chaque  instant  égale  à  la  quantité  qui  en 
sort.  La  condition  de  conservation  pour  le  tlux  est  donc  : 

au         ,         ÙV         ,         ÙH)  ^.         ,  s  r. 

483.  Tubes  de  courant. 

1"-'  —  Un  tube  infiniment  mince  est  déterminé  par  quatre  surfaces 
prises  deux  à  deux  dans  les  faisceaux  (,^  480)  : 

X  (^'  ?/»  -)  —  >M       •}  G^,  y,  -)  =  i/.. 

Les  2:>aramètres  caractéristiques  de  ces  surfaces  sont  : 

A,        .  X  -f-  d\  ;  'jL,  ;jL  4-  dij.. 

Coupons  le  tube  par  un  |plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x.  Nous 
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déterminons    ainsi    un    parallélogramme     infiniment     petit     ABGD 
(fîg.  312),  dont  il  est  facile  de  calculer  Taire.  On  a  : 

dS,  =  dydz'  —  dzdy\  (1) 

^2°.  —  Evaluons  la  même  aire  en  fonction  de  X,  de  ;j.  et  de  leurs 
variations. 

Quand  on  passe  de  A  à  B  sur  la  trace  de  la  surface  ^l  (.r,  ?/,  z)  =  ;j,, 
on  a  : 


àz 


di/-{-  r  f/3  =  0. 


^;dy  +  ^dz  =  d.. 


-^/ 

Quand  on  passe  de  A 
à  D  sur  la  trace  de  la 
surface  ^  (.r ,  ?/ ,  3  )  =  a  , 
on  a  : 

Tirons    de    ces   équa- 
tions les   valeurs    de  di/,  dz,  df/\  dz' 
Il  vient  : 


X.dX 


'|l-d  y. 


X- 

/ 

/  \ 

"""^ 

3J^ 

'^ 

^ 

/      ■ 

<^y 

Fig.  312. 

transportons-les    dans    (1). 


d\d'^i.  =  d'$^. 
On  trouverait  de  même 


ô?/    hz 


6z    ày 


^-^\=AdS 


■'  \  àz    àx        ùx    6z  )  -'  ' 


d\d'L  =  dS. 


=  CdS,, 


àx    ^y         ày    ùx 

en  appelant  A,  B,  G,  les  parenthèses,  pour  simplifier  l'écriture. 

3'\  —  Que  le  fluide  soit  compressible  ou  non;  autrement  dit,  que 
le  flux  soit  conservatif  ou  non^  on  doit  avoir  au  même  point  d'un 
tube  de  courant  : 

Il  f/S^  :=  V  dS,,  =  IV  c/S,  =  Q  d'/jI'X, 

Q  est  une  fonction  de  x,  /y,  2.  Ces  relations  signifient  que  le  flux  à 
travers  une  section  inclinée  est  égal  au  flux  à  travers  la  section 
droite  du  tube.  En  effet,  soit  6  l'inclinaison,  fy  l'aire  de  la  section 
droite.  L'aire  de  la  section  inclinée  est    7  ;  cosO. 

D'après  la  définition  géométrique  du  tube,  la  composante  du 
vecteur  normale  à  la  section  inclinée  est     UcosG. 

Le  flux  :     UcosO((7;  cos6)=Uc7,     est  indépendant  de  0. 
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Du  reste,  la  proposition  est  évidente  ;  ce  n'est  pas  parce  qu'on 
incline  un  barrage  qu'on  modifie  le  débit  total  d'une  rivière. 

On  a  donc  :         w=:QA,       t;=:QB,        w=^QC. 

p.  —  Si  le  flux  est  conservatif,  Q  n'est  plus  une  fonction  quel- 
conque de  .T,  ?/ ,  z.  Il  doit  rester  le  même  tout  le  long  du  tube, 
puisque,  rien  ne  traversant  les  parois  latérales,  le  llux  est  le  même, 
non  seulement  à  travers  toutes  les  sections  menées  par  un  point  du 
tube,  mais  à  travers  toutes  les  sections.  Donc  Q  est  fonction  des 
paramètres  X  et  ;j.  qui  caractérisent  le  tube  considéré. 

Corollaire  :  on  peut  choisir  le  numérotage  a  et  a  des  surfaces  y 
et  '^  de  manière  que  Q  soit  une   constante,   par  exemple  l'unité.  On 

a  alors  :  ii^^\,         y  =  B,  iv  =  C 

484.  Cas  particuliers. 

/'•.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  mouvement  a  lieu  paral- 
lèlement à  un  {)lan,  le  plan  .^'0//,  par  exenq)le.  L'un  des  faisceaux  de 
surfaces  a  [)our  équation  :  w='a;  l'aulre  fjusceau  est  composé  de 
cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à   Oz  ;  'h[x^y)  =  ^. 

Si  le  flux  est  conservatif,  on  peut  écrire  : 

ù//  o.r  '  (ix    '        oy 

Le  flux  est  conservatif;  conformément  au  §  482,  on  a  : 

01/  _i_  ^y  J_  ^^^^  ^^'\     j^     <^*^     r. 

h.r    '     ô//     '     (>3  (\//  (\r    '    ùxày  * 

t^".  —  Supposons  le  phénomène  de  révolution  (autour  de  Ox),  et 
ne  présentant  pas  la  symétrie  de  la  vis.  Le  faisceau  y  se  compose 
nécessairement  des  plans  méridiens.  Posons  donc  : 

'/(//»  -)  —  a''ctg  (//  :  z)  =  A,  r-  =  y'-  -j-  3-. 

^y  ~~  .V'  +  '2'  "~        r"-  '         Ù3  ~  //--|-s'  ~    r"-  '         ô^  ~" 

11  sutTit  de  connaître  les  lignes  de  courant  •}  r=  ;j,,  dans  un  plan 
méridien  ;  6  est  une  fonction  de  x  et  de  r.  Comme  les  phénomènes 
sont  identi([ues  dans  tous  les  plans  méridiens,  étudions-les  dans  le 
plan  xOî/    (c  =  0).  On  a  : 

Az=,o      ~^=o      ^^1 

Ou?  '  ô^  '  Ô3         y  ' 

Posons  Q^=  —  1 ,  ce  qui  revient  à  prendre  le  fluide  incompres- 
sible; rétablissons  la  distance  à  l'axe  de  révolution  r  à  la  place  de 
//  ,  il  vient  : 

y    ày         /•    ôr   '  y    àx  T  ùx  ' 


(^  =  1  ;        fi  = r^  ,        v=  ^  '    \        u  ^  4-  V  -^  =  0 . 
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La  solution  est  de  la  forme  : 

_  1    ôô  __1  ^'K 

'h  est  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  r. 

Ces  théorèmes  sont  fondamentaux  en  Hydrodynamique. 


Existence  d'un  potentiel. 

485.  Définitions  et  théorèmes  fondamentaux. 

i  \  —  Jusqu'à  présent  nous  choisissons  arbitrairement  les  fonc- 
tions u,  V,  iv,  des  coordonnées,  qui  sont  les  projections  sur 
OiT,  Oy,  Os,    du  vecteur  dont  nous  étudions  le  champ. 

Nous  leur  imposons  seulement  d'être  continues. 

Nous  supposons  maintenant  qu'elles  dérivent  d'une  fonction 
V(.T,  ;/,  z)     d'après  les  formules  : 

ÔV  OV  èV 


w 


(1) 


~~         Ùx  '  Ô;v  '  6z  ' 

V  est  le  POTENTIEL  du  vecteur     u,  v,  iv. 

Les  surfaces  :  V(^,  ?/,  js)  =  Constante,  (3) 

sont  les  SURFACES  ÉQUiPOTENTiELLEs.  A  chaquc  valeur  de  la  constante 
correspond  une  surface  du  faisceau.  Les  conditions  (1)  signifient  que 
le  vecteur  w,  î^,  lo^  est  normal  à  la  surface  qui  passe  par  son  point 
d'application  A  (§  322). 

Le  potentiel  V  est  ce  qu'on  appelle  une  quantité  scalaire  par  oppo- 
sition avec  les  composantes  u,  i%  7^,  qui  sont  des  vecteurs  ou 
quantités  dirigées.  Le  potentiel  est  complètement  défini  en  chaque 
point  par  un  nombre;  le  vecteur  U  est  défini  par  trois  nombres,  ou 
par  une  longueur  et  deux  angles,  ce  qui  revient  au  même.  Les  consi- 
dérations qui  suivent  nous  apprendront  à  faire  sortir  un  champ  de 
vecteurs  d'une  quantité  scalaire  définie  en  chaque  point  du  champ. 

Menons  par  A  une  courbe  quelconque  dont  nous  repérons  les 
points  au  moyen  de  l'arc  s  compté  sur  la  courbe  à  partir  d'une 
origine  quelconque.  Soit  a,  3?  Y?  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  à  la  courbe  s  au  point  A.  La  projection  du  vecteur  U 
sur  la  tangente  à  la  courbe  est  : 


Uyi-\-v[ti-\-lV-f=z- 

Mais  on  a  {§  403)  : 


Ô.T    +  ''^    Ô?/    +  ^'  '^Z  ) 


dx  dy  dz 

ds  "*  ^        ds  ^  '        ds 


d'où  : 


/()V   dx    ,    bV  dy    ,    ôV   dz\  bV 

"^  +  ^^  +  ^^^  =  -i^F^+^-j7+  ^z^)  =  —^ 

Cours  de  Mathématiques  générales.  —  H.  BouASSE.  37 
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La  projection  cherchée  est  le  taux  de  variation  (changé  de  signe) 
du  potentiel  par  rapport  à  l'espace  parcouru,  quand  on  se  déplace 
sur  la  direction  de  projection,  à  partir  du  point  d'application  du 
vecteur. 

'2^  —  On  a  : 

d(^>  =  udx  +  vdii  +  ivdz  =  —  {j^  dx -f  '^^^   du  +  '^^   dz)  =  — 

La  quantité  g?(s,  qu'on  nomme  cihculation  ou  thavail  du  vecteur, 
est  donc  une  différentielle  exacte.  Il  revient  au  même  d'écrire  ()j  21)  : 

V ^iv         6v  6//         ùtv  ,, àv^ au  

Ces  relations  expriment  que  Tordre  des  dérivations  de  la  fonction 
\{x,y,z)     n'influe  pas  sur  le  résultat. 

Les  quantités  ;.  r,,  '^,  peuvent  être  considérées  comme  un 
vecteur  qui  s'appelle  le  rtuL  du  vecteur  //,  i;,  w\  il  est  identique- 
ment nul  (piand     //,  i\  /r,     dérivent  d'un  potentiel. 

L'intégrale  :  /     {udx  -f-  rdi/  -|-  ff'dz), 

.  'a 

prise  le  long  d'une  courbe  AH,  est  la  circulation  du  vecteur  w,  î\  n\ 
le  long  de  cette  courbe.  Si  u,  v,  h\  dérivent  d'un  potentiel,  la 
circulation  (ou  le  travail)  entre  les  points  A  et  H  est  égale  à  : 

Ca,, --_/'"'/ V=:.V,-V„, 

quel  que  soit  le  chemin  qui  relie  les  points  A  ef  Ji. 

,f\  —  La  condition  pour  (jue  le  flux  du  vecteur  //,  v,  ii\  soit 
conservatif,  est  maintenant  : 


C)u 


r  ^  (\//  ^   (V.    —       (^  àx-   ^   i)}/"-  ^    Ù3*   /—        -^>  —  ".     [^) 


Ainsi  le  flux  du  vecteur  n'est  conservatif  (jue  si  la  fonction  V 
satisfait  à  la  condition  : 

dite  condition  de  Laplace.  Les  fonctions  V,  qui  dans  un  espace 
donné  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  premières  et  secondes, 
et  satisfont  à  l'équation  de  Laplace,  sont  appelées  fonctions  harmo- 
MQiJKS.  On  conçoit  leur  importance. 

/".  —  Quand  il  existe  un  potentiel,  le  flux  à  travers  une  surface 
quelconque  prend  une  forme  remanjuable.  Menons  les  normales  en 
tous  les  points  de  la  surface,  vers  l'extérieur  s'il  s'agit  d'une  surface 
fermée.  Repérons  les  points  de  ces  normales  au  moyen  d'une 
variable   n   mesurée  sur  la  normale.   En  un  point    quelconque  de   la 
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surface,  la  composante  normale  de  la  force  a  pour  expression  (/")  : 

^r — ;       c'est  le  taux  de  diminution  du  potentiel  quand,   à  partir 

d'un  point  de   la  surface,  on  se  déplace  sur  la  normale  vers  l'exté- 
rieur. Le  flux  de  force  est  par  suite  : 


-ff 


On 


dS 


l'intégrale  est  étendue  à  toute  la  surface.  Nous  avons  (jj  482)  : 
-/7^n-''S  =  -  //   /   ^dxdydz. 


Soit  a,  iS,  7,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  quel- 
conque à  travers  laquelle  nous  calculons  le  flux.  On  a  (§  482)  : 


/rs---/T( 


JS 


Ô.r     •'  '     Oji 

Ces  expressions  sont  équivalentes. 


^hl  (1--  +     A,,     ^^^  ^^-^  +     A  r  ^^-^  <y      • 


Ô3 


486.  Circulation   le  long   d'une  courbe   fermée;   non 
uniformité  du  potentiel. 

De  la  formule  : 


/  udx-\-  vdy  -\-  ivdz  =-  —  /  dV , 


semble  résulter  que  la  circulation  le  long-  d'une  courbe  fermée  est 
toujours  nulle  quand  le  vecteur  u,  v,  ?r, 
dérive  d'un  potentiel.  Il  n'en  est  cepen- 
dant rien,  parce  que  certains  potentiels 
ont  au  même  point  une  infinité  de  valeurs 
différentes. 

/"'.  —  Par  exemple,  choisissons  pour 
surfaces  équipotentielles  des  demi-plans 
s'arrêtant  à  une  droite  indéfinie  dont  la 
trace  sur  un  plan  normal  est  représentée 
en  0  dans  la  figure  31'S. 

Prenons  pour  expression  du  potentiel  : 

y.  est  l'angle  du  demi-plan  considéré  avec  un  demi-plan  P  pris  pour 
origine  des  azimuts.  A  chaque  demi-plan  correspond  une  infinité 
d'angles  a,  différant  entre  eux  d'un  multiple  entier  de  2t,;  nous 
devons  poser  : 


Fig.  313. 
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OÙ  a  est  le  plus  petit  angle  positif  du  demi-plan  considéré  avec  le 
plan  de  référence  P. 

Le  potentiel  n'est  défini  qu'à  une  constante  près.  Mais  si  la  valeur 
absolue  du  potentiel  qui  convient  à  un  plan  S,  est  arbitraire,  une 
fois  cette  valeur  choisie  et  une  trajectoire  donnée^  la  valeur  du 
potentiel  d'un  demi-plan  S^  ({uelconque  est  parfaitement  déterminée. 

Soit  en  elfet  ai  et  ol^  les  plus  petits  anj^les  (jue  S,  et  S.,  font  avec 
P  dans  le  sens  positif.  Posons  pour  S,  : 

V,=:W.,4-2/f,zV„. 

Quand  nous  allons  de  S,  à  S^  sur  la  trajectoire  EF,  ou  encore 
EFOK,  ou  sur  toute  autre  trajectoire  n'entourant  pas  le  point  O,  le 
potentiel  de  Sa  est  : 

V,  =  V„x,4-2/.-,rV„. 

Au  contraire,  si  nous  allons  de  S,  à  S^  sur  la  trajectoire  ABGD, 
faisant  un   tour  autour  de  O  dans  le  sens  positif,   le  potentiel  de  Sj 

est  :  V,  =  Voa,  +  2k,z\„  +  2-Vo  --  V,  +  2zV„. 

En  général,  si  la  trjijectoire  fait  n  tours  autour  de  O,  n  pouvant 
être  positif  ou  négatif  et  représentant  la  somme  algébriijue  des  tours 
positifs  et  négatifs,  on  a  : 

En  particulier,  si  l'on  })art  du  plan  S,  pour  y  revenir,  la  variation 
de  potentiel  est  :  2tjA\). 

i^".  —  (^.eci  posé,  étudions  le  courant  défini  par  ce  potentiel. 

Les  lignes  de  courant ,  normales  aux  surfaces  équipotentielles , 
sont  des  circonférences  situées  dans  des  plans  parallèles  au  tableau 
et  ayant  leurs  centres  sur  la  droite  O. 

A  une  distance  r  de  cette  droite,  le  vecteur  a  pour  expression  : 

ày         1  bv        \\ 


o(ra)  /•    ôa  r    ' 

roL  représente,  en  effet,  le  déplacement  sur  la  ligne  de  force;  nous 
appliquons  la  formule  du  j^  48;),   /". 

La  longueur  du  vecteur  est  en  raison  inverse  de  la  distance  à  la 
droite  0  ;  il  est  naturellement  dirigé  tangentiellement  aux  lignes  de 
courant,  vers  les  a  décroissants  si  V^  est  positif. 

Quand  on  va  d'un  point  du  champ  à  un  autre  point,  la  circulation 
est  indépendante  des  trajectoires  planes  ou  gauches  suivies  (c'est  en 
cela  qu'il  existe  un  potentiel),  à  la  condition  quelles  fassent  en  défi- 
nitive le  même  nombre  de  tours  autour  de  la  droite  0  dans  le  même 
sens  {cette  restriction  est  la  conséquence  de  la  non  uniformité  de  ce 
potentiel). 
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487.  Surfaces  et  lignes  de  courant  dans  le  cas  d'un 
potentiel. 

/".  —  Puisque  le  vecteur  «,  y,  it\  est  normal  à  la  surface  équi- 
potentielle  en  son  point  d'application ,  toute  ligne  de  courant  est 
normale  en  tous  ses  points  au  faisceau  des  surfaces  équipotenlielles  ; 
toute  surface  de  courant  coupe  orthogonalement  toutes  les  surfaces 
équipotentielles. 

^*'.  —  Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  (§  484,  /")  où  le  fluide 
est  incompressible  et  où  les  lignes  de  courant  sont  parallèles  à  un 
plan  (phénomène  cylindrique).  On  a  simultanément  : 

^x  ày  '  ô?/         Ôic  * 

On  tire  de  là  :  AV  =  0,         A'l  =  0. 

Les  deux  fonctions  V  et  <];  sont  toutes  deux  harmoniques.  Mais  les 
courbes  équipotentielles  et  les  courbes  de  courant  sont  orthogonales  : 
nous  voici  donc  ramenés  à  l'étude  des  fonctions  conjuguées  dont  nous 
nous  sommes  longuement  occupés  dans  le  Chapitre  XI,  C'est  môme 
de  cette  application  que  les  fonctions  conjuguées  tirent  pour  nous  la 
plus  grande  partie  de  leur  importance. 

S". —  Considérons  le  cas  d'un  phénomène  de  révolution  {§  484,  i^"). 
On  a  simultanément  : 

_       ÔV  _       1    M 

àr  r    àx  ' 


à'b    ,     1    &''b  1    ô-'i; 


(W 
Ox 

1    à'h 
~  r    àr 

On  tire  de  là  : 

Ô^V 

1 

àxàr  /'-    ôr     '     r    Ôr-  r    àx- 


àx-    '    ôr-         r    6r 

488.  Théorème  de  Green. 

Ce  théorème  est  une  pure  transformation  mathématique  dont  les 
applications  sont  nombreuses. 

Sa  démonstration  est  identique  à  celle  du  §  485;  elle  repose  : 
1"  sur  l'intégration  par  parties;  2"  sur  le  fait  que  nous  pouvons 
{^'§  21  et  305)  changer  arbitrairement  l'ordre  des  dérivations  ou  des 
intégrations. 

Soient  V  et  W  deux  fonctions  de  x,  y,  z,  continues  ainsi  que 
leurs  dérivées  premières  et  secondes,    dans  un  espace  donné. 

Effectuons  l'intégrale  : 
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étendue  à  tous  les  éléments  de  volume  do  compris  dans  une   surface 
fermée.  On  a  en  intégrant  par  parties  (lo8,  ^")  : 

/*  /*   /*  *        *  /  *  A-' 

I  l'^iS  ^^''-  '^y  ^'  ~  I  j  '^y  '^'  I  ^^  ^  '^-'  ' 

Opérons  de  même  pour  les  deux  autres  intégrales,  il  vient  : 

-  /  /  /  ilvr^+  o.v    .xv  +  ô=  -àTJ'^"- 

La  (juantité  entre  parenthèses  dans  la  première  intégrale  est  le 
flux  de  force  à  travers  un  élément  de  surface.  Nous  pouvons  donc 
écrire  : 


»    » 


Telle  est  la  formule  de  (m reçu. 

En  particulier,  posons    W  =  I  ,    il  reste  : 


»    »  /  »  .  •  ,  • 


1 1 1  ...,..=  I  j  'Z  .,s. 

formule  (jue  nous  avons  démontrée  directement  'Ji  48o). 

489.  Expression  de  Ténergie  cinétique  pour  un  fluide 
incompressible. 

/".  —  Si  le  iluido  est  incompressible,  la  densité  est  constante 
et  uniforme  i^invîiriable  par  rapport  au  temps  et  à  l'espace).  Admet- 
tons que  u,  V,  w,  représentent  non  plus  les  composantes  de  la  vitesse 
matérielle,  mais  celles  de  la  vitesse  géométrique.  L'énergie  cinétique 
de  toute  la  matière  comprise  à  l'intérieur  d'une  surface  donnée  est 
proportionnelle  à  : 

1=-^    /   /  /  (^/^+^^+'^^)c/a> 


KlJJ^" 


OÙ  p  est  la  densité. 

Supposons  l'existence  d'un  potentiel  \'   pour  le  vecteur    //,  r.  w 

„.+..+„.=(-)-+(--)'+(4^)\ 
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Dans    la    formule    de    Green,    faisons    V    et    \V    identiques;    elle 
devient  : 

fff[m+{wï+c::)h 

Puisque    le    milieu    est   incompressible    (p    constant) ,    le    flux    est 
conservatif  : 


-iff- 


1Y  =  ().         \  =  ^  I  I  y^dS. 


Cette  formule  remarquable  est  d'un  emploi  continuel  en  Physique. 

^".    —    Supposons    l'espace 
considéré  limité  par  des  parois  -**<^^////////..  ..//////// 

imperméables   excepté  sur  les  ^T^^^^^^^m^MmmmMmmm 

surfaces  cquipotentielles  1  et  2 

(fig.    314).   Le  fluide  étant  im- 

compressible,    il  en  passe  né-  1^^^^^^///////^^^^^ 

cessairement   autant   à  travers  ^'^^  ^^%^ 

les   deux    surfaces   pendant   le  j^,.^,  .^^^ 

même  temps.  Soit  T>dt  le  débit 

total  géométrique  ou  en  volume  pendant  le  temps  dt\  le  débit  matériel 

est  pDc//  pendant  le  même  temps. 

Comptons  positivement  les  normales  et  les  débits  dans  les  sens  des 
flèches;  on  a  par  définition  (,^  481)  : 

Les  potentiels  V^  et  Vj  sont  constants  en  tous  les  points  des  sur- 
faces 1  et  2,  mais  leurs  taux  de  variations  norm;iles  varient  d'un  point 
à  l'autre.  Avec  nos   conventions  de  signes,  l'expression  de  l'énergie 


cinétique  devient  (puisque  V,  et  V^  sortent  du  signe  /  )  : 


p 


=  i(V,-V,)D;  (1) 

le    débit    est    compté    positivement   quand   le    fluide   s'écoule   de    la 
surface  1  vers  la  surface  2. 

S"*.  —  Pour  montrer  l'intérêt  de  ces  formules  (dont,  je  le  répète, 
les  applications  sont  innombrables) ,  retrouvons  la  loi  d'Ohm  sur 
réchauffement  des  conducteurs. 
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II,  V,  IV,  représentent  alors  les  composantes  de  la  vitesse  du  courant 
électrique  qui  se  conduit  comme  un  fluide  incompressible.  L'équa- 
tion (1)  nous  apprend  donc  que  l'énergie  cinétique  perdue  sous 
forme  d'échaufTement  entre  les  surfaces  1  et  2  d'un  conducteur,  est 
proportionnelle  iiu  débit  D  (intensité  du  courant),  à  la  différence  des 
potentiels  Y^  et  V^  des  deux  extrémités  du  conducteur,  et  à  un 
paramètre  p  qui  est  la  rcsistivité  de  la  matière  dont  est  formé  le 
conducteur. 

490.  Théorème  de  Stockes. 

/".  —  C.onsidérons  le  vecteur     u,  t\  n%     et  son  curl  : 

^ ^w  i)V  i)U  i)fV  ^ ()v  Ou 

^~l)y'~"ù^'        '^'~~  i)z.  (V'        ^~~'hx~l)ï/-        ^') 

On  a  évidemment  :        x  ~  -}-  x  "  H — r-^^^', 

le  flux  du  vecteur  ;,  -/;,  ;:,  est  conservatif.  Il  est  le  même  à  travers 
toutes  les  surfaces  limitées  au  même  contour  :  nous  pouvons  donc 
parler  sans  ambi(ju'ité  de  son  flux  à  travers  un  contour. 

lue  problème  est  le  suivant  :  puisque  le  flux  ne  dépend  que  du  con- 
tour, ne  pourrait- on  pas  l'exprimer  au  moyen  de  fonctions  définies 
le  lonj^  de  ce  contour?  Le  théorème  de  Stockes  répond  par  l'affirma- 
tive; il  nous  apprend  que  le  jlu.r  du  vecteur  ;,  v;,  ^,  »ï  travers  le 
contour  est  égal  à  la  circulation  du  vecteur  u,  v,  w ,  le  long  de  ce 
contour. 

Autrement  dit,  soit  a,  (î,  *;,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
en  un  point  quelconque  d'une  surface  (/uelconque  limitée  par  le  con- 
tour; on  a  : 

£/ *(;a  +  rr^  +  ^^.;)  dS  =J\ud.r  +  vdg  +  ivdz)  ; 

la  première  intégrale  est  étendue  à  la  surface,  la  seconde  est  prise 

le  long  du  contour. 

t^".  —  La  démonstration  repose  sur  deux  lemmes. 
LemiMi:  L  —  Soit  AB(]1)  la  courbe  qui  limite  la  surface;  traçons 
sur  cette  surface  deux  systèmes  de  courbes 
quelconques,  la  décomposant  en  quadrilatères 
et  triangles  curvilignes  quelconques.  La  somme 
des  circulations  du  vecteur  u,  r,  iv  (supposé 
défini  pour  toute  la  surface)  le  long  de  tous 
les  quadrilatères  et  triangles,  parcourus  dans 
le  même  sens,  est  égale  à  la  circulation  sur 
la  courbe  extérieure. 
ji    3jrj  En  effet ,  dans  le  premier  cas ,  chaque  côté 

d'un    quadrilatère    ou   d'un   triangle,    qui    ne 

fait  pas  partie  du  contour  extérieur,  est  parcouru  deux  fois  en  sens 
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contraires  :   ainsi  chaque  tel  côté  fait  intervenir  dans  la   circulation 
totale  deux  quantités  égales  et  de  signes  contraires  qui  se  détruisent. 

Lemme  II.  —  Le  flux  total  d'un  vecteur  est  égal  à  la  somme  des 
flux  de  ce  vecteur  à  travers  chaque  élément  de  surface. 

Ces  lemmes  sont  vrais,  quelle  que  soit  la  grandeur'  et  la  forme  des 
éléments  en  lesquels  on  découpe  la  surface;  donc  il  suffit  de  démon- 
trer   le    théorème    quand   les  a  dx  •& 
éléments  sont  infiniment                                     y'P^MpK. 

petits,    pour    qu'il    soit    dé-     . <f^^^ ■■   "^M^ 

montré  pour  une  surface  finie.  i\         •        M'/lMlk: 

S".    —    Découpons   sur    la  \    \     ;        ;    wm 

surface  un  élément  limité  par     \         \\a/'  J^_^§§m^ 

deux  systèmes  de  plans  voi-  \     ^JJJÎ^ 

sins  parallèles  aux  plans  xOz     ^.^^-^^m^^^^^^^^^ 

et  xOtj  ;  l'axe  des  y  est  dirigé  p.^  3^^ 

d'avant  en  arrière ,  Taxe  des  x 

de  gauche   à   droite.    Les  projections    sur   les   plans    coordonnés   du 

petit  élément  ainsi  découpé  sont  : 

dj/  dz^     dz  dxi ,     dx2  di/ . 

Les  deux  dernières  sont  ombrées  sur  la  figure  'M  6. 
Le  flux  du  vecteur    ;,  y;,  ^,    est  égal  à  : 

Idydz^  r,  dz  dx^  -)-  'C  dx.  dy .  (2) 

Evaluons  maintenant  la  circulation  du  vecteur  u,  v,  w,  le  long 
du  parcours  ABGD. 

Considérons,  par  exemple,  le  vecteurs;  il  n'intervient  que  dans  les 
parcours  AB  et  DG,  puisqu'il  est  normal  au  parcours  AD  et  GB. 
Evaluons  sa  valeur  moyenne  pour  ces  parcours,  c'est-à-dire  sa 
valeur  en  leurs  milieux  (comparer  au  §  481,  ^");  appelons  v  la 
valeur  au  point  A. 

En  a  milieu  de  AB ,  il  est  : 


^1  = 

=  v  + 

àv 
^x 

2 

-  + 

du   dy 
Oy    2    ■ 

En 

1^  milieu  de  GD, 

il  est 

'. 

V  —V        ^"^ 

dz-{- 

df, 
2 

+ 

hvr. 

dx  l'''^- 

ft'- 

La 

circulation  totale  du  vecteur  v 

est 

—  v,dy-\- 

V2  dy  = 



6v 

du 

j     1     '^" 

dx,  dy 

G'est  précisément  par  ces  termes  que  v  entre  dans  le  flux  (2),  si 
l'on  suppose  satisfaites  les  conditions  (1). 

On  procède  de  même  pour  la  circulation  des  composantes  u  et  tv  : 
le  théorème  est  donc  démontré. 
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/".  —  Il  résulte  de  là  que  nous  pouvons  arbitrairement  nous  don- 
ner un  vecteur  «,  v,  w,  dans  un  champ  et  remplacer  sa  circulation 
le  long  d'une  courbe  par  le  flux  d'un  autre  vecteur  ;,  r,,  'Ç,  à  tra- 
vers une  surface  quelconque  limitée  par  cette  courbe.  Ce  second 
vecteur  est  complètement  déterminé,  et  son  llux  est  conservatif; 
autrement  dit,  sa  divergence  est  nulle. 

Mais  la  léciproque  n'est  pas  vraie  :  nous  ne  pouvons  pas  prendre 
arbitrairement  le  vecteur  ;,  y;,  '1\  son  flux  doit  être  conservatif.  De 
plus,  le  vecteur-  «,  y,  w,  dont  il  est  le  curl,  n'est  déterminé  qu'à 
une  fonction  arbitraire  près.  Les  vecteurs  ; 

<>V                     (W                      ÔV 
u,  V,  IV,         et         u T — ,  V c — ,  IV 5^ — -, 

où  V  est  une  fonction  (juelconque  de  .r,  //,  z,  satisfont  également 
aux  conditions  (1  ). 

C'est  évident  d'après  les  é(juations  (1)  et  aussi  d'après  la  nature 
du  problème  :  nous  ne  pouvons  en  effet  remplacer  une  circulation 
(jui  ne  dépend  que  d'une  courbe,  par  un  flux  à  travers  une  surface 
limitée  par  cette  courbe,  que  si  le  flu.r  est  le  même  pour  toutes  les 
surfaces  satisfaisant  à  cette  condition. 

491.  Exemple  :  flux  d'un  vecteur  constant. 

/".  —  Soit  un  vecteur  constant  :  'C  '2\  dirigé  suivant  l'axe 
des  z.  Son  flux  à  travers  un  contour  quelconque  est  égal  à  la  circu- 
lation le  long  de  ce  contour  du   vecteur  dont  les  composantes  sont  : 

//  =  —  A// ,  V  =  A.r,  IV  =  0; 

Le  vecteur  //,  r,  iv,  est  normal  à  la  droite  allant  de  l'origine  des 
coordonnées  au  point  de  coordonnées  ./ ,  //.  Il  est  proportionnel  à  la 
distance  r  de  ce  point  à  l'origine  : 

\ '/'  +  '''  =^^\  •'■'  +  //'  ==Ar. 
t^'.  —   Vérilions   la   proposition   pour   un   cercle  de  rayon   H  placé 
dans  le  plan  ./O//  et  ayant  son  centre  à  l'origine. 
Le  llux  du  vecteur  '^  est     ^A.ttU-. 
La  circulation  du  secteur  //,  v  est  :      2-11.  UA. 
Nous  aurions  pu  i)rendre  encore  les  composantes  : 

(W  ,  ÙV  àW 

u  =z Au r ,  V  =  AX r ,  W=: 3: —  , 

•'        ().r  '  àij  '  6z  * 

où  V  est  une  fonction  quelconque  de  j:,  //,  z.  Nous  savons  en  effet 
que  la  circulation  le  long  d'une  courbe  fermée  d'un  vecteur  qui 
admet  un  potentiel  n'ayant  en  chaque  point  qu'une  seule  déter- 
mination, est  nulle. 

492.  Règle  du  bonhomme  d'Ampère. 

Dans  le  théorème  précédent,  nous  avons  relié  un  flux  à  une  circu- 
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lation.  La  question  des  signes  mérite  d'être  élucidée,  d'autant  plus 
qu'elle  se  présente  à  chaque  instant. 

Pour  reconnaître  les  faces  d'une  surface,  nous  les  atfectons  des 
signes  -|-  et  — .  La  normale  à  la  surface  est  censée  traverser  la  sur- 
face de  la  face  —  à  la  face  -|-  (convention  habituelle). 

Nous  choisissons  un  sens  de  circulation  sur  la  courbe   :   les  con- 
ventions suivantes,  équivalentes  entre  elles,  nous  apprennent  à  relier 
ce    sens  aux  signes   des   faces.    On    les 
connaît  sous  les  noms  de  règles  du  bon- 
homme d'Ampère  ou  du  tire-bouchon  de 
Maxwell  (iig.  317). 

l.e  bonhomme,  placé  de  manière  qu'un 
mobile  allant  dans  le  sens  de  circulation 
lui  entre  par  les  pieds  et  lui  sorte  par 
la  tête,  et  tenant  entre  ses  mains  la 
surface,  a  la  face  positive  à  sa  gauche. 

Un  tire -bouchon  qu'on  fait  pénétrer 
dans  la  surface  par  la  face  négative  et 
qui,  par  conséquent,  avance  dans  le 
sens  choisi  pour  la  normale  positive, 
tourne  dans  le  sens  de  circulation. 

11  revient  encore  au  même  de  dire  que 
les   mouvements    de   translation    suivant 

un  axe  et  de  rotation  autour  de  cet  axe  sont  de  même  si<jne,  lorsque 
leurs  directions  correspondent  aux  mouvements  de  translation  et 
de  rotation  d'une  vis  ordinaire . 

On  dit  que  le  système  est  à  droite. 

Il  résulte  de  ces  conventions  que  si  nous  nous  plaçons  devant  la 
face  positive  (face  de  sortie  du  tire-bouchon ,  direction  positive  de 
la  normale),  la  circulation  est  en  sens  inverse  des  aiguilles  d'une 
montre  dont  la  face  est  tournée  vers  nous. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  la  théorie  des  Vecteurs. 

Pour  compléter  ce  qui  précède,  on  se  reportera  au  Chapitre  II  du 
Cours  de  Mécanique,  où  la  question  est  envisagée  d'un  autre  point 
de  vue. 


Fig.  3i: 


CHAPITRE  XXIII 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 


Nous  avons  vu  que  l'élimination  d'une  ou  plusieurs  fonctions 
arbitraires  (,^,^  il 6,  i'H,  )  fournit  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. Réciproquement,  l'inté^^rale  des  équations  aux  dérivées 
partielles  contiendra  une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires.  Nous 
étudierons  les  cas  les  plus  simples  et  les  plus  usuels. 


Ëqiiations  du  second  ordre  à  coeflicM'nls  (*<»nstaiits. 

493.  Cas  général. 

L'équation  qu  il  s'agit  d'intéj^rer  est  : 

Ur4- 2S.v  +  T/=rO, 

Aï^  A2-  At- 

ou:  R-^.-4-2S,    r     +t!^':=0,  (1) 

R,  S,  T,  sont  des  constantes.  L'intégrale  est  : 

,  =  f{\,,j  +  r)  +  ¥{\,y  +  x),  (2) 

OÙ  f  et  F  sont  des  fonctions  arbitraires;  V,,  Vj  sont  des  constantes 
fonctions  des  paramètres     R,  S,  T. 

Il  résulte  d'abord  de  la  forme  linéaire  de  l'équation  (1)  que  si  des 
fonctions  /",  F,  ...,  de  x  et  de  y  lui  satisfont  isolément,  la  somme 
de  ces  fonctions  multipliées  par  des  constantes  arbitraires  lui  satisfera. 
Etudions  donc  séparément  les  deux  parties  de  l'intégrale  (2). 

La  fonction  z=:f{x,y),  peut  être  considérée  comme  dépendant  de 
la  variable  auxiliaire  unique  t  [  (jui  n'a  rien  de  commun  avec  le  symbole 

t  de  l'équation  (1)]  :  t  =  \y  -\-x , 

elle-même  fonction  des  variables  x  et  y.  On  a  donc  : 

Ox  '  i)y  —  ^   ' 

Ôa?         dt   ^x         dt  '        '^y         dt   ày  dt  ' 
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Nous  exprimons  ainsi  que  ^  ou  /"  ne  varient  respectivement  avec 
X  ou  y  qu'autant   qu'elles  varient   avec   t  et  que  t   lui-même  varie 
quand  x  ou  y  changent  de  valeurs. 
On  a  de  même  : 

à^  __ô_   àz  _   ^    df  _  d'f   àt  _  (/y 
5a?2         ùx    àx        àx   dt        dt^    ^x        dt-  ' 


ô^-         ôî/    ôî/  ôî/   (/^  dt~    ùy  dt~  ' 

ô^^     _    6    ^_^d£_d^^t  d^f 

Ôic  01/         Ôy    ôa?        Ôî/    (/^         df-    hy  df  ' 
Substituons  dans  l'équation  (1);  il  vient  : 

Cette  équation  sera  identiquement  satisfaite,  quelle  que  soit  la 
fonction  ^  si  Ion  a  :         R -f  2S  V  +  T  V^  ==  0 .  (3) 

Nous  laissons  de  côté  le  cas  où  /'  est  une  fonction  linéaire  de  t, 
auquel  cas  sa  dérivée  seconde  est  identiquement  nulle. 

Il  existe  donc  deux  valeurs  V^  et  V.^  de  V  généralement  différentes, 
pour  lesquelles  la  fonction  r{^y-\-x)  satisfait  à  l'équation  pro- 
posée :  ce  sont  les  racines  de  l'équation  (3).  Nous  sommes  donc 
assurés  que  (2)  est  une  solution  de  l'équation  proposée  (1)  :  nous 
admettons  que  c'est  la  solution  la  plus  ffénérale. 

494.  Cas  des  racines  égales. 

Si  les  racines  de  l'équation  (3)  sont  égales  (Vi^rVs),  la  solu- 
tion  :  .  =  ^(V,2/  +  ^)4-F(V,2/+x) 

ne  contient  plus  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  car  la  somme  de 
deux  fonctions  arbitraires  d'une  même  variable  ne  constitue  en  réalité 
qu'une  fonction  arbitraire. 

Si  V  est  racine  double  de  l'équation  (3),  on  a  simultanément  (§  43)  : 

K4_2SV-f  TV2  =  0,         S-fTV=:0.  (4) 

Vérifions  qu'on  a  une  solution  en  posant  : 

-  =  2/AV2/  +  ^)  +  F(V2/+x), 

OÙ  V  est  la  racine  double  de  l'équation  (3).  Nous  savons  que  la  fonc- 
tion F  est  une  intégrale;  montrons  qu'il  en  est  de  même  pour  la 
fonction  yf.  On  a  : 

bx  —y  dt  '      ô?/  —i^^y  dt ' 

^H  __     (Pf_  'b^z    _  df  d^f 

hx""  —y  df  '  6x ày  "~  dt  +  ^  df  ' 
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Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (I),  il  vient  l'équation  : 

,y-g^|H  +  2SV  +  TV-+2^iS  +  TV|=0, 

qui  est  une  identité  quand  V  satisfait  aux  relations  (4). 

On   comparera   utilement   ce   paragraphe   au    paragraphe    284  ;    on 
constatera  l'analogie  des  solutions. 

495.  Existence  d'un  second  membre. 

Complétons  l'équation  par  un  second  membre  qui  ne  soit  fonction 
que  de  l'une  des  variables,  .c  par  exemple  : 

Considérons  l'équation  dilVérentielle  : 

d'z  _  Y(x)  . 
dx"-  ~     H 

On  a,  grâce  à  deux  quadratures  échelonnées  : 

La  solution  générale  de  l'équation  (.*>)  est  : 

.  =  A  V,.V  +  .'■)  +  !•  lV,y  +  .,■)  +  yj'j.rj'\(x)du:        (6) 
Si  V  est  une  constante  : 

rV(/.r==:V.r4-W„, 

f<l.r     f\ch.=     fi^\.r+W\)dx=  Xf'  +\\>  +  W,. 

On  ajoutera  cette  fonction  à  la  solution  (2). 

496.  Fonctions  harmoniques  cylindriques. 

Soit  à  intégrer  l'équation  : 

àx-     '     ù//-  ^   '' 

En  vertu  du  5:^  49'i,  les  nombres  V  sont  fournis  par  la  relation  : 

D'où  la  solution  :      z  =  f{x  -j-  li/  )  -\-  V{x  —  ii/). 

Nous  retrouvons  des  résultats   connus  (|:^^i;  236  et  sq.). 
Reprenons  les  anciennes  notations;   posons  donc  : 
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Nous  avons  montré  que  les  fonctions  o  et  'b  satisfont  aux  équations  : 


0,        -^  +  -^  =  0. 


Ainsi,  pour  trouver  deux  solutions  de  l'équation  (1),  il  suffit  de 
prendre  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x  -h  iy  ;  les  termes 
réels  et  les  termes  imaginaires  satisfont  séparément  à  Téquation  aux 
dérivées  partielles. 

497.  Équation  des  cordes  vibrantes. 

Soit  à  inté*>Ter  l'équation  : 

La  solution  s^énérale  est  de  la  forme  : 

^  =  AV,V  +  .r)  +  F(-V.v  +  ;r), 

ce  que  nous  pouvons  écrire  aussi  bien  : 

^  =  /'{V?/  +  .T)-f  F(V,/-.t), 

puisque  F  est  arbitraire.  Nous  ne  discuterons  pas  ici  cette  solution. 
La  discussion  n'est  claire  (ju'en  la  concrétisant  par  des  phénomènes; 
ce  serait  donner  la  théorie  Mes  cordes  vibrantes  ou  des  tu^^aux  cylin- 
driques, qui  est  mieux  à  sa  place  en  Mécanique  physique. 

498.  Solutions  particulières. 

L-équatio„:        r2+2S^  +  T^=0,  (1)' 

admet  l'intégrale  particulière  : 

z  =  a„  sin  \n{Yy  +  x)  —  a„] ,  (2) 

qui  rentre  dans  la  forme  générale  (2)  du  Jn  493.  Nous  avons  déjà  fait 
observer  qu'en  vertu  de  la  forme  linéaire  de  l'équation  (l),  la  somme 
d'autant  de  solutions  particulières  qu'on  voudra  est  une  solution. 
Nous  savons,  d'autre  part  (J^  265),  que  toute  fonction  périodique  de  x 
peut  être  développée  en  série  de  la  forme  : 


Ao-f-  /,    a,,sin{nx  —  a„).  (3) 


Nous  concluons  que  toutes  les  fonctions  périodiques  qui  satisfont 
à  l'équation  (1),  peuvent  être  mises  sous  la  forme  : 


s  =  Ao  +  2j    a„  sin  |  n{y,y  +  x)  —  a J  +  ^ ^  a'„  sin  \n{\\y  +  x)  —  a',J , 

contenant  les  quatre  infinités  de  constantes  :     a„,   a'„,   a„,  a'„. 

Gomment  sont  déterminées  ces  constantes  est  une  question  que 
nous  ne  traiterons  pas  ici;  nous  renverrons  au  Couj^s  de  Mécanique 
physique^  qui  contient  de  nombreux  exemples,  et  où  les  quantités  se 
trouvent  concrétisées  en  notions  expérimentales. 
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499.  Équations  qui  se  ramènent  à  Téquation  linéaire 
du  second  ordre. 

1°.  —  Dans  la  propagation  des  ondes,  on  rencontre  l'équation  : 

Nous  en  avons  immédiatement  la  solution  générale  : 

OÙ  f  représente  deux  fonctions  arbitraires,   une  pour  chaque  signe. 
On  a  :  _  4^=  \ /•(/)  =p  —  '({  ,  t^Vy-^x. 


i^°.  —  On  rencontre  aussi  ré({uation  : 

6î/2  —        Ox  \i\x     '     .r  /'  ^-^ 


l'intégrale  générale  en  est  : 

1  1    f/F 

.r*      ^  '  ^^  X     (tt  '  — 

Les  é(|uations  (1)  et  (2)  reviennent  donc  exactement  au  même,  à 
la  condition  de  poser  : 

_  ùZ 

3'.  —  L'é(juation  du  premier  ordre  : 


07  — ^   Ox  '  ^'^^ 


rentre  comme  cas  particulier  dans  l'équation  : 


En  effet,  dérivons  ()J)  successivement  par  rapport  à  .r  et  à  ij  : 


La  solution  générale  de  (3)  est  :      z  ^=  [{V y -\- x) , 

On  trouverait  de  même  :      z  =  f{Wij  —  x)^     comme  solution  géné- 

raie  de  :  ^--  z=  —  V  -^: — . 

Oy  ùx 

Toutes  ces  remarques  sont  capitales  dans  les  théories  des  cordes 
vibrantes  et  des  tuvaux  sonores. 
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Équation  de  la  Conductibilité  calorifique  ou  électrique. 

.   500.  Établissement  de  réquation. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  sont  le  mode  naturel  d'ex- 
pression des  conséquences  des  lois  physiques.  Elles  déterminent,  non 
pas  le  détail  d'un  phénomène  particulier,  mais  les  conditions  géné- 
rales de  tous  les  phénomènes  de  même  nature  ;  d'où  les  fonctions 
arbitraires  que  contiennent  les  intégrales,  fonctions  qui  sont  déter- 
minées par  les  conditions  particulières  imposées. 

Nous  allons  montrer  la  nature  du  problème  sur  un   cas  simple  et 


B         I) 

X.dJC 

-r 

0 

x 

. 

Fig.  318. 

dont  le  lecteur  pourra  suivre  la  discussion  sans  être  versé  dans  l'étude 
de  la  Physique  (fig.  318). 

Imaginons  une  barre  cylindrique  dont  la  température  T  est  la 
même  en  tous  les  points  d'une  section  droite  AB,  mais  varie  d'une 
section  à  l'autre  et  d'un  instant  à  l'autre  : 

Il  s'agit  de  trouver  les  conditions  générales  auxquelles  la  fonction 
T  (a;,  ^)  doit  satisfaire,   indépendamment  de  foute  autre  spécification. 

Posons,  comme  le  veut  Texpérience,  que  la  quantité  de  chaleur 
qui  traverse  dans  le  temps  dt  la  section  AB  est  proportionnelle  : 
1°  au  taux  de  diminution  de  la  température  ,  2"  à  l'aire  s  de  la  sec- 
tion droite  de  la  barre,  3"  au  temps  dt.  Du  reste,  ce  sont  les  hypo- 
thèses les  plus  simples.  Elles  s'expriment  par  l'équation  : 

A  travers  la  section  CD,  la  formule  précédente  sera  applicable  en 
remplaçant  x,  par  x-{-dx  ou  T  par  : 

T  +  -^^^;       d'où:         d,Q  =  -ks{^-^  +  ^^dxjdt. 

La  quantité  de  chaleur  qui  reste  dans  l'élément  de  volume  ABGD , 
est  la  différence  entre  ce  qui  entre  et  ce  qui  sort  : 

d,()  —  d,Q  =  k  ^  sdxdt, 

Coiars  de  Mathématiques  générales.  —  H.  Douasse.  38 
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Ce  qui  précède  revient  à  dire  que  la  température  Joue  le  rôle  d'un 
potentiel  par  rapport  à  la  vitesse  de  propagation  de  la  chaleur  (§  485 j. 
Les  surfaces  équipotentielles  ou  isothermes  sont,  par  hypothèse,  les 
sections  droites  du  cylindre. 

La  quantité  Q  joue  le  rôle  du  débit  en  Hydrodynamique  [^  481). 

De  cette  chaleur,  une  portion  se  perd  à  travers  les  parois  laté- 
rales. Posons  qu'elle  est  proportionnelle  :  1"  à  la  température,  2"  à  la 
surface  latérale,  produit  du  périmètre  /;  par  la  longueur  dx  de  l'élé- 
ment, 3"  au  temps  dt  :  j)  k'T  d.r  dt. 

La  seconde  portion  sert  à  échaulfer  le  petit  volume.  Soit  p  la  den- 
sité, c  la  chaleur  spécifique  de  la  matière  employée,  (ôT  ;  ()t)dt 
l'accroissement  de  température  au  même  endroit  (r/./-  =  0)  pendant 
le  temps  dt.  On  a  en  définitive  : 

A:  -T-  2  s  d.r  dt  z=j)/,'T  d.r  dt  -j-  cp  -^—  s  dx  dt. 

Supprimant  les  facteurs  communs,  il  reste  : 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  satisfaire  dans  tous  les 
cas  y  quel  que  soit  le  phénomène  particulier  considéré,  pourvu  qu'il 
rentre  dans  la  définition  qénérale  qui  vient  d'être  donnée.  Suivant  les 
conditions  particulières  imposées,  nous  serons  conduits  à  choisir  des 
intégrales  de  formes  très  diverses  qui  auront  en  commun  de  satis- 
faire à  l'équation  (1)  plus  ou  moins  simplifiée. 

501.  État  permanent. 

j'.  —  Supposons  l'état  permanent  atteint  ;  T  n'est  plus  fonction  du 
temps  ;  la  température  ne  dépend  (jue  du  point  de  la  barre  consi- 
déré. Écrivant     pk'  \  sk  =  h\     on  a  (5^  283,  !^«)  : 

-dT 

-^  =  />--T,       T  r=  A^'-  +  Be-  ^. 

On  détermine  les  constantes  en  posant  que  la  température  est 
To  à  l'un  des  bouts  de  la  barre  (j-:=0),  Ti  à  l'autre  bout  [x=l). 
D'où  les  conditions  : 

T,  =  A  +  B,         T.  =  A^''  +  Be-  '\ 

^''.  —  Supposons  la  barre  assez  longue.  On  peut  admettre  qu'une 
des  extrémités  ne  change  pas  de  température.  Sa  température  est 
donc  celle  du  milieu  ambiant  :  nous  l'avons  prise  pour  zéro,  puisque 
nous  écrivons  le  refroidissement  proportionnel  à  T.  Exprimons  donc 
que  pour   de  grandes   valeurs   de  la   variable  /,   on  a  : 

T==0;         il  vient  :         A  =  0. 
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L'excès  de  température  en  un  point  quelconque  de  la  barre  est 
donné  par  la  formule  : 

On  reconnaît  la  loi  élémentaire  déterminant  la  température  : 
quand  la  distance  à  la  source  suit  une  progression  arithmétique^ 
l'excès  de  température  de  la  barre  sur  la  température  extérieure  suit 
une  progression  géométrique. 

502.  État  variable  sans  perte  latérale  ;  variation  pério- 
dique de  la  température  à  une  extrémité. 

i".  —  Supposons  la  perte  latérale  nulle.  L'équation  s'écrit  : 

L'intégrale  peut  prendre  une  infinité  de  formes  ;  il  existe  une  infi- 
nité de  solutions  particulières  correspondant  chacune  à  un  phénomène 
déterminé.  Par  exemple,  on  vérifiera  que  : 

T  =  To  e  -  ^V'^>"  sin  («^  —  ax^'^  —  a^,) ,  (2) 

satisfait  à  l'équation  (1). 

Pour    x  =  0\    Tr=:Tosin(w^ — o.^). 

La  solution  (2)  correspond  donc  au  cas  où  l'on  impose  à  l'origine 
,T  =  0,  une  variation  sinusoïdale  périodique  de  ki  température;  la 
période  arbitraire  est    ':  =  2k  ;  (o. 

^°.  —  Mais  l'équation  (1)  étant  linéaire,  la  somme  d'un  nombre 
quelconque  de  solutions  particulières  est  une  solution.  Nous  savons, 
de  plus  (§  265),  que  toute  fonction  périodique  se  met  sous  la  forme 
d'une  série  trigonométrique.  Remplaçons  donc  (0  =  2::  ;t,  par 
2(0,  3(1)...,  ntù,  où  T  est  la  période  du  phénomène;  nous  obtien- 
drons pour  la  température  imposée  à  V origine  la  fonction  périodique 
quelconque  : 

T  r=  Ti  sin  ((0^  —  ai)  +  To  sin  (2oit  —  a,)  -+-...  =f{t), 
et  pour  la  température  en  un  point  quelconque  de  la  barre  : 

T=\T^^e-^^''^'^sin{n(ùt  —  ax\^K^—an).  (3) 

La  fonction  périodique  f[t)  étant  donnée,  la  double  infinité  de 
paramètres  T,^,  a„,  peut  être  calculée,  et  par  suite  on  connaît  l'inté- 
grale (3). 

Ce  qui  précède  est  un  exemple  d'intégration  par  série ,  et  nommé- 
ment par  série  trigonométrique.  Dans  la  pratique,  on  s'arrangera  de 
manière  que  la  fonction  f[t)  soit  représentable  par  un  petit  nombre 
de  termes,  ce  qui  réduira  la  série   (3)  à  ce  même   nombre  de  termes. 
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503.  Même  équation;  phénomène  tendant  vers  un  état 
permanent. 

j".  —  On  vérifiera  que  l'équation  : 

admet  la  solution  :  T  =:  T,  e  "  '""'^^  sin  2aiùX. 

La  valeur  de  o  est  arbitraire.  Pour  /  grand,  le  terme  exponentiel 
s'annule;  pour    /r=0,    il  se  réduit  à  l'unité;  d'où  : 

T  =7z  T„  sin  '2a(,).r. 

J'ai  le  droit  d'additionner  un  nombre  quelconque  de  termes  ana- 
logues, en  particulier  de  prendre  pour  <.>  la  suite  (o,  2(.)  3w,...,  /lo). 

^".  —  Supposons  une  barre  à  la  température  0.  Choisissons  sa  lon- 
gueur pour  unité.  Portons  brusquement  une  extrémité  x  =  {  à  la 
température  1,  tout  en  maintenant  l'autre  {x  =  i))  à  la  tempéra- 
ture 0.  Les  conditions  sont  résumées  dans  le  tableau  : 

Tr=0,  pour   /  =  (),  quel  que  soit  .r  ; 

T  =  1 ,         pour  ./ ==  i ,  quel  que  soit  t  ; 

TrrrO^         pour  ./'  =  (),  quel  que  soit  /. 

En  vertu  de  la  formule  II  du  «5;  267,  on  a,  .r  variant  entre  0  et  1  : 

1 
Je  dis  que  la  solution  cherchée  est  ; 

X 

rr  I    ^  \^  /      i\„        l       'i*7^*^  \    sin  nr.x 

T-^  +  -2j(-l)"exp(--2^.-j.— ^^. 


Kn  effet,  pour  x  =  <S  et  pour  x:=  1,  tous  les  termes  de  la  série 
s'annulent.  Il  reste,  quel  que  soit  t  : 

T  =  0,     pour.rr=0;      T  ==  i ,      poura"=:i. 

Pour   ^  =  0,    on  a  : 

00 

Les  conditions  imposées  sont  donc  satisfaites. 

^^-  —  La  température  tend  vers  une  distribution  linéaire.  En  effet, 
si  /  est  assez  grand,  tous  les  termes  s'annulent  quel  que  soit  x,  il 
reste  : 
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L'intensité  du  courant  est  proportionnelle    au   taux   de   variation  : 


=^=^+^yj(-^y^''^{-^)''''^''^- 


Posons:  exp(  —  -^-yj=u. 

On  a  :        pour  ^  =  0,  i  =  \ —2  {u  —  u' +  u' —  u'' +  ...)\ 

pour^=l,  i=i-\-2[u-{-u^-\-u^-{- ...). 

La  solution  précédente  est  purement  théorique.  Discuter  le  phé- 
nomène sur  une  telle  série  est  quasiment  impossible  ;  la  difficulté  est 
du  même  ordre  que  d'étudier  les  propriétés  d'une  droite  sur  la  rela- 
tion (1).  La  série  (1)  est  très  lentement  convergente;  d'après  la 
nature  même  du  problème,  il  est  impossible  de  limiter  a  priori  le 
nombre  des  termes  à  considérer,  ce  qu'on  pouvait  faire  au  para- 
graphe précédent. 

504.  Même  équation;  solution  sous  forme  d'intégrale 
dont  une  des  limites  est  variable. 

/".  —  Posons  :  z  =  f(x,t). 

Cherchons  à  quelle  condition  T  deviendra  fonction  de  z ,  cessera 
de  dépendre  de  a?  et  de  ^  autrement  que  par  la  combinaison  z.  S'il 
en  est  ainsi,  T  restera  constant  chaque  fois  que  z  le  sera,  quelles  que 
soient  les  variations  simultanées  de  x  et  de  t. 

Considérons  T  comme  fonction  de  z.  On  a  : 

hT        (IT   àz  (VT        d'-T/^zV   ,    ^T    à'-z 


6x         dz    hx  '  ôiP-         Ô3-  \  ô.r  /  ''     dz    ()x^ 

ÔT  _  JT   ^z 
àt  dz    ht  ' 

Substituons  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  §  502  : 

•      d^T/hzV       dT/hh        ^■,<^z\_ 
dz^  [  hx)  +  dz  [àx'  ~^''  W)~-^' 

Si  la  fonction  f  est  choisie  de  manière  qu'on  ait  : 

h^z        ^  ^hz       /  àzV    ,  , 

l'équation  aux  dérivées  partielles  (1)   du  5^  502  sera   transformée  en 
l'équation  différentielle  ordinaire  : 

d^-T  dT 

^'*.  —  Posons  en  particulier  : 

ax  àz  a  h^z  àz  ax 

^^>j2t    '       àx—,j2t'      "ô^^     '      ^t~~Jt^W'       ^^ 
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On  trouve  l'équation  différentielle 
qui  admet  l'intégrale 


''^    '   2.^  =  0, 


dz"  ^        dz 
2 


\ 


/ 


•dz.  (2) 


En  effet  (§  i^iS)  : 

dz  —~,Z  '^      •  (/:'  —  ./r  •"     • 

V  '■  V  '• 

;^''.  —  Nous  avons  donc  en  (2)  une  solution  particulière  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles.  Elle  implique  que  T  reste  constant 
cha({ue  fois  que  z  reste  constant  :  nous  retrouvons  la  même  tempé- 
rature pour  des  abscisses  .r  de  la  barre  et  pour  des  temps  t  liés  entre 
eux  par  la  relation  (  J).  C.ette  solution  correspond  à  une  expérience 
particulière  qu'il  s'agit  de  préciser. 

Pour  3  =  0  (à  l'origine  des  coordonnées  quel  (jue  soit  /,  pour 
une  valeur  infinie  de  t  quel  que  soit  x),  on  a  :  T=  !. 

Pour  un  temps  nul,  quel  ([ue  soit  .r,  on  a  :     c  =  ûC.    Nous  savons 

»x 

que  (S  -^09,  i")  :        /      e-  ^  fi:^  =  ^   ',        tl'où     T  =z  0. 

Donc  à  l'origine  des  temps,  la  barre  supposée  indéfinie  est  à  la 
température  0.  Brus(juement  on  porte  l'origine  x=^i),  à  la  tempé- 
rature 1 ,  et  on  l'y  maintient  indéfiniment. 

L'équation  (5)  fournit  la  tonq)érature  en  tout  point  de  la  barre  et 
pour  un  temps  quelconque,  par  rintermédiaire  de  la  variable  z.  La 
même  valeur  de  z  correspond  aux  valeurs  de  x  et  de  /  qui  sont 
reliées  par  l'équation  (1). 

Pour  un  temps  infini,  on  a    T=  i,     en  tous  les  points  de  la  barre. 

En  chaque  point  la  température,  sensiblement  nulle  pendant  un 
certain  temps,  croît  d'abord  vite,  puis  lentement,  et  tend  vers  une 
limite  naturellement  égale  à  l'unité,  puisque  par  hypothèse  il  n'y  a 
pas  de  perte  latérale. 

Si  les  séries  sont  plus  avantageuses  quand  les  conditions  de  l'ex- 
périence permettent  de  n'en  considérer  qu'un  terme  ou  ([u'un  très 
petit  nombre  de  termes,  il  est  beaucoup  plus  commode  de  discuter 
la  nature  d'un  phénomène  sur  une  intégrale.  Cette  remarque  est 
générale  :  personne  ne  reconnaîtra  dans  la  série  qui  représente  un 
sinus  le  caractère  périodique  de  la  fonction. 

505.  Intégration  par  les  séries. 
/'*.  —  Cherchons  à  exprimer  l'intégrale  de  l'équation  : 

dx'-  —  ht  '  ^  1 
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par  un  développement  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  et 
entières  de  t.  Posons  : 

T  =  ?H  +  X  ?iH  +  T75'  ?^(^)  +  ••• 

où  o,  Oi,  92  V  sont  des  fonctions  à  déterminer. 

ÔT  t  t^ 

Identifions  :     9^  =  9",     9,  =  9'/  =  9''',     93  =  92  =  9''S . . . 
D'où  la  solution  : 

T  =  ?(^)  +  |9»  +  T^9"W+-  (2) 

La  fonction  o[x)  reste  arbitraire. 

^2".  —  Cherchons  à  exprimer  l'intégrale  par  un  développement  en 
série  suivant  les  puissances  croissantes  et  entières  de  x.  Posons  : 

T  =  •>(<)  +  T  m  +  iTJ  '^^W  +  T-^  ■^'^')  +•  •  • 

^ = f  W + T  •«') + -r-2 '^^C) + •  ■  • 

•    Identifions  :      6.  =  «]>',      '^3  =  'i^i,      'b^=^'b'^  =  'h'\... 
D'où  la  solution  : 

II  y  a  deux  fonctions  arbitraires  '|(/)  et  'J>i(^).  Remplaçant  les  deux 
fonctions  par  des  développements  en  série  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  t^  on  démontre  aisément  que  les  intégrales  (2)  et  (3)  ren- 
trent l'une  dans  l'autre,  bien  que  l'une  contienne  une  fonction  arbi- 
traire et  que  l'autre  en  contienne  deux. 

506.  Solution  sous  forme  d'intégrale  à  limites  fixes. 

Vérifions  que  l'intégrale  définie  : 


y-»+    00 

Tr=    /         o(x±2zsir)e-'''dz, 

•y  —  00 


(4) 


est  une  solution  de  l'équation  (1).  Prenons  par  exemple  le  signe  -|— 
La  fonction  9  dépend  de  la  variable  auxiliaire     m  =  rr  -|-  2z\JJ  . 
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On  a 


• 

àz        dtù     ^    ' 

^'0  _  0^9  4, . 

ho 

ht 

dr^     z          b(p      2 
~  diù  yJJ  ~~  bz     2t    ' 

è^o         (/'9         ô«9     1 
ùx'         dùi^         6z^     kt 

Pour  que  (4)  satisfasse  à  Téquation  du  §  505,  il  faut  qu'on  ait  iden- 
tiquement, d'après  les  règles  de  la  dérivation  sous  le  signe  /  par 
rapport  à  un  ou  plusieurs  paramètres  servant  de  variables  (S  301)  : 

/      Kht      hx^r    " — 4/  /      \hi-'     hz^r    "■'—  ■ 

Orona:       g-.--2./.  =  {- ^e"  =']+ §  e-V. 

Pour  que  la  proposition  soit  vérifiée,  il  suffit  donc  que  la  quantité 
entre  crochets  s'annule  pour     -4-  ^ . 

507.  État  variable  avec  refroidissement  latéral. 
1"  Etudions  une  solution  particulière  de  l'équation  complétée  : 

On  vérifiera  qu'il  existe  une  intégrale  de  la  forme  : 

T  =  To  e-  f^^  sin  (<.,/  —  :j>  —  Xo).  (2) 

Substituant  (2)  dans  (i),  on  trouve  les  conditions  : 


jxix'  =  a-co  ;       [J?  =   2  +V  "4"  +  ''*'"*  ,       •/'  =  —  '2  +V  T  +  ^*<^*  • 

Si      />rrrO,      il  vient  :     <^^  = '^!  z=z  a  )J m  ,     conformément  au  î:!  502. 

Pour    ir=:rO,    T  =  Tosin((o^  —  ao). 

La  solution  précédente  convient  donc  au  cas  où  la  barre  subit  un 
refroidissement  latéral,  et  où  on  impose  une  variation  sinusoïdale 
périodique  à  l'une  des  extrémités.  La  période  arbitraire  est 

T  =  2::  *  fo. 

^".  —  On  peut  généraliser  la  solution  en  additionnant  autant  de 
solutions  précédentes  qu'on  veut.  Par  exemple  on  impose,  non  plus 
une  variation  sinusoïdale^  mais  une  variation  périodique  pouvant  se 
représenter  par  la  série  : 

,  T  =  Tj  sin  [cùt  —  ai)  -}-  Ta  sin  (2b)t  —  as)  +  . .  . 

limitée  à  un  très  petit  nombre  de  termes. 

La  solution  se  compose  d'un  même  nombre  de  termes  de  la  forme 
(2),  dans  lesquels  w  est  successivement  remplacé  par     w,  2o),  3(o,... 
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Équations  aux  dérivées  partielles  de  l'Optique. 


508.  Principe  des  petits  mouvements. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  qu'on  rencontre  en  si  grand 
nombre  en  Optique  et  généralement  en  Physique  mathématique,  sont 
ordinairement  linéaires  et  à  coefficients  constants.  Cette  propriété 
correspond  à  une  loi  naturelle  importante,  connue  sous  le  nom  de 
principe  des  petits  mouvements.  Elle  consiste  en  ce  que  si  plusieurs 
mouvements  existent  isolément  sous  l'action  de  certaines  causes,  ils 
coexistent  sous  l'action  simultanée  de  ces  causes.  Coexister  signifie 
que  le  mouvement  complexe  est  la  somme  géométrique  des  mouve- 
ments simples;  autrement  dit,  que  la  projection  sur  un  axe  quel- 
conque du  mouvement  qui  résulte  de  l'ensemble  des  causes,  est  la 
somme  algébrique  des  projections  sur  ce  même  axe  des  mouvements 
respectivement  dus  aux  causes  agissant  isolément. 

Il  importe  de  remarquer  qu'il  y  a  là  tout  autre  chose  qu'une  équi- 
valence cinématique.  Dans  bien  des  cas,  deux  causes  agissant  simul- 
tanément produisent  des  phénomèmes  très  différents  de  la  somme 
des  phénomènes  dus  à  chacune  d'elles.  Nous  avons  vu  un  exemple  au 
§  288.  L'équation  différentielle  cessant  d'être  linéaire,  doubler  la 
cause  (dont  l'intensité  est  ici  représentée  par  le  coefficient  du  terme 
périodique  du  second  membre)  ne  double  pas  l'effet  ;  l'adjonction 
d'une  seconde  cause  introduit  des  effets  qui  n'existent  ni  pour  l'une 
ni  pour  l'autre  cause  agissant  isolément.  Mais  quand  les  équations 
aux  dérivées  partielles  sont  linéaires  et  à  coefficients  constants,  on  a 
une  intégrale  en  ajoutant  un  nombre  quelconque  d'intégrales  :  c'est 
la  traduction  analytique  du  principe  des  petits  mouvements. 

509.  Nature  des  solutions  utilisées  en  Optique. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  rencontrées  en  Optique  sont 
fort  compliquées.  Leur  intégration  ne  présente  cependant  aucune  dif- 
ficulté, parce  qu'on  se  borne  à  des  solutions  qui  correspondent  à  des 
ondes  planes  plus  ou  moins  absorbées. 

/".  —  Considérons  l'expression  : 


P  =  (A  +  Bi)exp)-(«'ap  +  p'2/  +  Vz)  +  i[,o<-(=<ap+P2/  +  Y3)](  (1) 

Posons  :  y'x  -[-  ?i'y  -\-  y'2  =  <ï>', 

7.x -\- ^y  -\-  -fz  =  ^ï>. 
La  quantité  (1)  s'écrit  : 

P  =  Po  exp  [  —  <!>'  +  i  {a  —  ^)]. 

On   vérifie  immédiatement    que  la   dérivation   par   rapport    à    une 
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variable  (x,ij,z,  ou  t)  consiste  à  multiplier  par  le  coefficient  de  la 
variable.  Ainsi  : 

^o  —  Soient  P,  Q,  R,  les  composantes  d'un  mouvement  suivant 
les  axes  0.r,  Oî/,  Oz  : 

P  =  l>„  exp  [  —  a»'  +  i  (t>t  —  a>)], 
Q.=rQ,exp[  — •!>'  +  / M  — <!»)], 

R  =  1{,  exp  [—'!>'  + ^' (^•>^  — '^0]- 
Par  définition,  le  mouvement  que  représentent  ces  équations  est  dit 
se  propaf/er  par  ondes  jdanes  plus  ou  moins  absorbées. 

Pour  obtenir  le  mouvement  réel,  on  fera  le  partage  des  quantités 
réelles  et  des  quantités  imaginaires,  et  Ton  ne  conservera  que  les 
(juantités  réelles. 

Soit,  par  exemple  :        Po^zr  ?'„  t^cos  p -|- i  sin  p). 
On  a  [^  2:30]  : 

exp  i  ((.)/  —  '!>)  =  cos  (u)f  —  «I»)  -\-  i  sin  (lùt  —  «^), 
Po  exp  /  [iot  —  «1»)  =  P'o  cos  (iot  —  <1>  +  p)  +  iP'o  sin  (oit  —  <I»  +  p). 
Les  quantités  réelles  sont  de  la  forme  : 

P'  —  P'„  exp  (—  «!>')  cos  ((.)/  ~  «I»  —  p). 
,f\  —  Ceci  posé,  soit  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 
quelconques,  mais  linéaires  et  à  coefficients  constants.  H  s  agit  de 
trouver  une  onde  plane  P,  Q,  R,  qui  lui  satisfasse.  Comme  nous  l'a- 
^ons  dit  plus  haut,  les  dérivations  sont  immédiatement  effectuées; 
quelles  qu'elles  soient,  elles  laissent  toujours  en  facteur  la  même 
quantité  variable  : 

exp  [  —  <!>'  -\-i{bit  —  <!>)], 

qui  s'élimine  d'elle-même. 

On  obtient  en  définitive  un  certain  nombre  de  conditions  à  vérifier 
identiquement,  entre  les  coefficients  Po,  Qo,  Ro,  3t,  ^,  -;,  a',  |i  ,  y  ,  to, 
qui  figurent  daiis  l'expression  de  l'onde,  et  les  coefficients  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles. 

Ces  conditions  expriment  les  lois  physiques. 

L'intégration  consiste  donc  à  écrire  des  relations  obtenues  par 
substitution  directe;  il  n'y  a  ni  tâtonnement  ni  difficultés. 

4'\  —  Pour  fixer  les  idées,  prenons  l'exemple  simple  : 

ô^P  0*0  ô*R 

■^-^  àx-    '    bu-    1^  ùz«  ■ 
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On  a  immédiatement  : 

^=-(A  +  BO«^P;         |5=(A  +  B0(a'  +  ia)'P;... 
Substituant  dans  la  première  équation,  il  vient  : 

(A  +  Bi)  P  I  «^  +  [  ioc'  +  iocY  +  (g'  +  i?.y  +  (y'  +  iyn  H'- 1  =  0. 
On  a  une  solution  en  posant  : 

a'  =  ?'  =  y  =  0,  aMa^+^=  +  f-)  =  «^ 

Elle  correspond  à  des  ondes  planes  propag-ées  sans  absorption. 

510.  Simplification  des  solutions    des    équations  aux 
dérivées  partielles. 

Dans  un  très  grand  nombre  de  cas ,  le  temps  est  une  des 
variables  indépendantes,  et  Ton  cherche  les  solutions  périodiques  par 
rapport  au  temps. 

L'expérience  prouve  même  qu'en  Optique,  à  la  précision  actuelle  de 
nos  expériences  y  on  peut  admettre  que  les  phénomènes  périodiques 
sont  sinusoïdaux.  D'où  résultent  des  simplifications  immédiates  dans 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  : 

'à^7V     .     1     hiv  hiv 

"5^   '    ^"ô^^^^ôT- 
Posons  :  ivz=WQWe^^\ 

où  W  est  une  fonction  de  x  indépendante  du  temps. 

La  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  est  ramenée  à 
celle  de  l'équation  différentielle  : 

f/-W    ,    1    dW 


dx-   ~^  X     dx 


=  iwaW. 


Voici   un    second    exemple     emprunté    à    la    théorie    des    lames 
vibrantes  : 

ôr-  ^^   àx'  —^^ 

Posons  encore  :         w  =  ivq  We^"^^,         où  W  est  une  fonction  de  x 
indépendante  du  temps.  On  trouve  : 

équation  différentielle  étudiée  au  §  285. 


CHAPITRE   XXIV 

EXERCICES  PRATIQUES  ET  MANIPULATIONS 


511.  Critique  des  méthodes  classiques. 

/".  —  Il  est  nécessaire  de  caractériser  les  niéthoiles  suivies  dans  ce 
Cours  en  opposition  avec  les  méthodes  habituelles  :  ainsi  je  rassurerai 
mes  lecteurs,  et  j'aiderai  à  la  tâche  de  mes  critiques  mathématiciens. 
//  va  (le  sol  que  si  je  j)réfère  mes  Ttiéthodes  au.r  leurs,  c'est  pour  le 
but  f/ue  je  poursuis.  Bien  ({ue  je  n'aime  pas  la  pèche  à  la  ligne,  bien 
que  je  trouve  ce  sport  insipide,  je  parle  bas  près  du  pêcheur;  mais 
je  me  fâche  si  on  m'impose  de  tremper  du  fd  dans  l'eau.  Que  les 
mathématiciens  s'amusent  suivant  leurs  goûts,  je  ny  vois  aucun 
inconvénient;  mais  je  me  révolte  (juand  ils  prétendent  associer  à 
leurs  jeux  ceux  qui  préfèrent  autre  chose.  Est-ce  ma  faute  si  sur 
cent  jeunes  (jens  qui  font  des  mathématiques ^  quatre-vingt-dix-neuf 
n'y  cherchent  qu'un  outil?  Du  reste,  quand  je  parle  des  mathémati- 
ciens, c'est  quelques  mathématiciens  qu'il  faut  entendre.  Grâce  à 
Dieu,  je  répète  ce  que  les  plus  illustres  ont  dit,  et  ce  que  répéte- 
raient avec  eux  la  masse  de  mes  collègues  professeurs,  s'il  n'existait 
pas  h  Paris  quelques  personnes  pour  leur  imposer  des  méthodes 
préjudiciables  à  la  quasi  totalité  de  leurs  élèves. 

t^".  —  Les  mathématiciens  (dont  je  parle)  attachent  aux  résultats 
moins  d'importance  qu'à  la  recherche  des  résultats.  La  suprême  joie 
des  professeurs  de  Spéciales  dont  je  parle,  est  de  renfermer  en  dix 
lignes  ce  que  leurs  collègues  énoncent  en  douze;  ils  jubilent  quand 
leurs  équations  font  bien  sur  le  papier,  alors  même  que  moins  de 
symétrie  allégerait  le  travail  de  l'élève. 

Ne  perdons  pas  de  temps  aux  vains  préliminaires;  expliquer 
d'abord  le  problème  par  des  exemples  est  indigne  de  notre  génie. 
Hâtons-nous  d'enfiler,  des  syllogismes,  dussions-nous  en  oublier 
d'énoncer  ce  que  nous  voulons  prouver  I 

S".  —  Mais,  direz-vous,  puisqu'ils  prisent  si  fort  la  recherche  des 
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résultats ,  leurs  démonstrations  sont  intéressantes.  Détrompez-vous  : 
bien  forcés  d'admettre  qu'il  est  bon  de  voir  juste ,  ils  veulent  surtout 
voir  par  principes.  Ils  ont  la  monomanie  de  la  forme.  L'intuition 
est  leur  bête  noire;  ce  qu'ils  appellent  comprendre,  ce  n'est  pas  saisir 
les  relations  entre  des  objets  divers,  c'est  rencontrer  une  proposition 
au  bout  d'un  sorite.  Ils  ressemblent  à  l'aveug-le  qui  suit  son  caniche. 
Azor  veut-il  saluer  au  passag-e  une  chienne  amie?  vite,  un  coup  de 
bâton.  On  traverse  un  square;  veut-il  profiter  de  l'herbe  tendre? 
crac!  un  coup  de  pied.  On  arrive  à  la  maison  :  l'aveugle  s'endort,  et 
Azor  se  demande  avec  mélancolie  pourquoi  la  malechance  le  condamne 
éternellement  à  une  besogne  d'où  la  raison  est  bannie. 

4".  —  Il  ne  leur  suffît  pas  de  ramener  des  propositions  en  elles- 
mêmes  incontestables  (comme  les  cas  d'égalité  des  triangles)  à  des 
propositions  qui  difficilement  sont  moins  incontestables  ;  ils  chipotent 
sur  ces  dernières  Encore  une  fois,  je  ne  conteste  pas  l'intérêt 
en  soi  de  ces  discussions.  Je  trouve  bien  qu'on  écrive  un  volume  sur 
les  définitions  de  la  ligne  droite;  mais  je  trouve  absurde  de  fatiguer  les 
élèves  avec  ce  qu'ils  considèrent  comme  du  radotage,  ne  pouvant  en 
saisir  l'intérêt  très  spécial.  Que  ces  mathématiciens  lissent  leurs 
plumes  en  petit  comité,  soit;  mais  qu'ils  ne  se  livrent  pas  à  leurs 
exercices  devant  les  élèves  qu'ils  exaspèrent  ou  abrutissent,  suivant 
les  tempéraments  ! 

512.  Des  méthodes  de  découverte. 

/".  —  La  suprême  de  ces  méthodes  formelles  contre  lesquelles  je 
cherche  à  réagir,  c'est  le  truc,  la  ficelle.  Jamais  les  mathématiciens 
(dont  je  parle)  n'exposent  une  question  comme  elle  se  présente  :  ce 
ne  serait  pas  assez  beau.  Ils  devraient  avouer  que  la  méthode  de 
découverte  en  Mathématiques  comme  ailleurs  est  de  tâtonner.  Fi  donc  ! 
que  deviendrait  l'idée  qu'ils  désirent  qu'on  ait  de  leur  génie! 

Expliquons  les  deux  méthodes  par  un  exemple  :  il  n'est  pas 
nécessaire  d'aller  bien  loin  dans  le  Cours. 

Soit  à  résoudre  l'équation  :    . 

x'-+px  +  q  =  Ù.  (i) 

^°.   TÂTONNEMENTS. 

Je  suppose  ne  rien  savoir  que  la  définition  des  racines.  Je  tâtonne 
donc.  Egaler  a?  à  un  monôme,  poser  x  =  a,  ne  fait  que  changer  de 
notation.  Je  pose  donc     .r  =  a-|-/;,     et  je  substitue  : 

a'--\-b^-\-2ah  +  ap+hp-}-q=:0. 

Cette  équation  doit  être  satisfaite  identiquement;  j'ai  deux  arbi- 
traires, je  vais  m'en  servir  au  mieux.  Après  avoir  déterminé  l'une 
d'elles,  l'autre  doit  être  calculable  par  une  équation  du  premier  degré 
que  par  hypothèse  je  sais  résoudre. 
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Je  n'ai  plus  l'embarras  du  choix;  j'écris  : 

(  2  a  + /)  ) /)  +  a ^  + />«  4- a/)  4- y  =  0 . 
Je  pose  : 


f,     d'où:  h'-  =  I^-^i,         />  =  ±y/Ç-y; 


et  enfin  :  x 


^-±v/^ 


-^IL^JP 


L'hypothèse  xz=n-\-b,  la  plus  simple  après  l'hypothèse  x  =  a, 
a  donc  réussi.  Sinon,  j'aurais  cherché  autre  chose. 

,f'.  —  Méthodes  élégantes. 

Les  mathématiciens  en  conviennent  :  c'est  ainsi  qu'on  a  dû 
résoudre  l'équation  du  second  de^ré  pour  la  première  fois;  sinon 
exactement  ainsi ,  du  moins  par  des  procédés  similaires.  Mais  ce  n'est 
jamais  ainsi  qu'on  présente  le  problème  au  débutant.  On  a  recours  à 
une  ficelle  :  Essayons  de  faire  apparaître  un  carré  parfait  y  ...  etc.  ...; 
tout  le  monde  connaît  le  procédé. 

C'est,  dit-on,  remarquablement  élégant.  Malheureusement  ce  truc 
ne  sert  exactement  que  dans  ce  cas  particulier,  tandis  que  la  méthode 
de  tAtonnement  est  générale.  Elle  réussit  immédiatement  chaque 
fois  qu'on  connaît  la  forme  du  résultat;  elle  suggère  aisément  cette 
forme.  Ses  applications  pratiques  sont  innombrables. 

h'analoffie  n'est  au  surplus  qu'une  des  formes  du  tâtonnement. 

4'\  —  Trucs  et  ficelles. 

Mais  l'inconvénient  le  plus  grave  du  truc  est  de  laisser  aux 
élèves  une  idée  fausse  :  à  savoir  f/u'il  constitue  une  démonstration. 
Or,  par  détinition,  il  n'existe  d'autre  démonstration  de  la  convenance 
d'une  expression  comme  racine,  que  la  substitution  dans  l'équation 
qui  devient  alors  une  identité  :  c'est  une  vérité  dont  les  élèves  qui 
se  présentent  au  baccalauréat,  n'ont  généralement  pas  la  moindre 
notion. 

Mais,  objectez-vous,  il  serait  plus  simple  de  dire  aux  enfants  : 
Les  racines  de  l'équation  (l)sont  les  expressions  [2)\  vérifions-le  par 
substitution. 

C'est  exactement  mon  avis  :  je  procède  ainsi  tout  le  long  de  ce 
Cours.  J'y  vois  l'avantage  considérable  de  supprimer  une  infinité  de 
choses  inutiles.  Puisque  les  méthodes  de  pseudo- découverte  sont 
fabriquées  après  coup  et  constituent  des  trompe-Vœil,  autant  donner 
tout  de  suite  le  résultat  et  prouver  qu'il  est  correct  :  c'est  simple, 
clair,  et  n'entraîne  aucune  idée  fausse. 

Malheureusement  ce  procédé  heurte  toute  l'école  pour  laquelle  la 
recherche  des  résultats  est  plus  intéressante  que  les  résultats  eux- 
mêmes.  Il  a  de  plus  l'inconvénient  de  maigrir  les  mathématiques  à 
les  faire  ressembler  à  un  squelette  :  loin  de  s'en  réjouir  comme  ils 
devraient,  les  mathématiciens  en  sont  consternés.  • 
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5"*.  —  Tours  de  passe-passe  continuels. 

Ce  que  j'ai  dit  de  la  résolution  de  réquation  du  second  degré,  je 
pourrais  le  répéter  à  toutes  les  pages  du  Cours  de  Calcul  différentiel 
et  intégral  :  les  méthodes  de  soi-disant  découverte  ont  été  fabriquées 
après  coup,  pour  avoir  Fair  de  trouver  par  la  seule  pénétration  du 
génie  ce  qui  est  le  résultat  d'un  heureux  tâtonnement.  On  a  cons- 
truit un  édifice  artificiel  qu'on  offre  à  notre  admiration  comme  s'il 
représentait  l'ordre  naturel  en  personne.  Le  résultat  le  plus  clair  de 
cette  entreprise  est  de  convaincre  l'élève  que  les  mathématiques  sont 
une  collection  de  tours  de  passe-passe  qu'il  faut  être  infiniment  malin 
pour  assimiler,  tandis  qu'elles  représentent  des  constatations  élé- 
mentaires et  quasiment  évidentes,  exprimées  en  un  langage  très 
simple  dont  la  clef  fonctionne  sans  qu'il  soit  besoin  de  formules 
magiques. 

6*".  —  Termes  de  comparaison. 

Quand  on  regarde  sans  préjugés  les  procédés  mathématiques,  on 
est  frappé  de  leur  simplicité,  je  dirai  même  de  leur  terre-à-terre  : 
au  surplus,  de  là  proviennent  leur  évidence  et  leur  valeur. 

Voici  la  marche  habituelle  :  on  étudie  des  cas  simples  dont  les 
solutions  servent  ensuite  de  termes  de  comparaison ^  dans  les  cas  com- 
plexes, pour  conclure  a  fortiori. 

Par  exemple,  on  étudie  les  courbes  algébriques;  elles  servent  de 
termes  de  comparaison  pour  les  courbes  transcendantes,  après  déve- 
loppements en  série  des  transcendantes.  On  étudie  la  progression 
géométrique  ;  on  conclut  la  convergence  ou  la  divergence  des  séries 
par  comparaison  avec  elle.  Et  ainsi  de  suite. 

Il  n'y  a  rien  là  de  très  relevé.  Encore  une  fois,  je  ne  m'en  plains 
pas  ;  mais  pourquoi  le  faire  à  la  pose  ? 

7".  —  Théorèmes  et  prorlèmes. 

Une  habitude  bizarre  et  néfaste  consiste  à  distinguer  le  théorème 
du  problème.  Dire  que  la  différence  réside  dans  la  forme  de  l'énoncé 
est  une  sottise  :  il  n'y  a  pas  un  théorème  qu'on  ne  puisse  proposer 
comme  un  problème  à  résoudre;  il  n'y  a  pas  de  problème  qu'on  ne 
puisse  énoncer  sous  forme  dogmatique.  A  la  vérité,  suivant  leur^ 
goûts,  les  professeurs  installent  les  propositions  dans  l'une  ou  l'autre 
case.  Mais  on  trouble  ainsi  les  meilleurs  élèves  :  ils  sont  longtemps, 
j'en  parle  d'après  une  expérience  personnelle,  à  rejeter  le  poids  de 
ces  distinctions  artificielles. 

Voici  la  raison,  généralement  oubliée ,  de  ces  dénominations. 

Il  existe  une  trame  indispensable  de  propositions  qu'on  doit  néces- 
sairement connaître  ;  elles  sont  en  très  petit  nombre. 

Si  l'on  veut,  on  les  décorera  du  nom  de  théorèmes. 

Il  existe  en  dehors  une  infinité  de  propositions  moins  importantes , 
qui  se  déduisent  des  premières,  comme  qui  dirait  les  branches  secon- 
daires par  rapport  aux  maîtresses  branches. 
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On  les  appelle  problèmes,  l^n  ouvrant  une  ancienne  géométrie,  on 
vérifiera  ces  définitions. 

Malheureusement  notre  enseignement  a  grossi  démesurément  le 
nombre  des  propositions  qu'il  faut,  paraît-il,  connaître,  par  rapport 
à  celles  qu'on  doit  être  capable  de  retrouver  et  qu'il  est  au  moins 
inutile  de  conserver  dans  sa  mémoire.  (Conséquence  logique  de  notre 
système  d'examens  qui  exige  un  psittacisme  perfectionné  ! 

S".  —  Réciprocité  des  propositions. 

Les  mathématiciens  (dont  je  parle)  sont  tellement  occupés  de 
couper  des  cheveux  en  quatre,  (|u'ils  en  oublient  auprès  de  leurs  élèves 
les  explications  les  plus  essentielles.  Ainsi  je  n'ai  rencontré  dans 
aucun  cours  le  commentaire  de  cette  remarque  simple,  à  savoir  que 
les  propositions  démontrées  par  voie  analytique  entraînent  générale- 
ment leur  réciproque,  ce  qui  n'est  pas  le  Cas  des  propositions 
démontrées  par  voie  géométrique.  Voilà  pourtant  une  excellente 
occasion  de  forcer  les  élèves  à  réfléchir  sur  ce  que  les  logiciens 
appellent  l'extension  et  la  compréhension  des  propositions,  ou,  si 
Ton  veut,  sur  la  généralité  de  la  conclusion  comparée  à  celle  des 
prémisses  !  voilà  pourtant  des  u  idées  générales  »  ! 

513.   Méthodes  générales,  démonstrations  générales. 

Les  matliématicions  (dont  je  jïarlei  ont  à  la  fois  la  r(ige  des  déinnns- 
tratioîis  (/énérales  et  des  méthodes  /)arficulières.  Pour  subtile  qu'elle 
paraisse,  cette  distinction  est  pédagogiquement  fondamentale. 

Vous  trouverez  des  mécaniciens  qui  usent  du  tout  petit  caractère 
d'imprimerie  pour  exposer  les  équations  de  Lagrange,  qui  à  côté  de 
cela  prétendront  donner  à  de  futurs  ingénieurs  des  démonstrations 
générales  de  certaines  propositions  parfaitement  inutiles. 

Ceux  qui  considèrent  les  mathématiques  comme  un  outil  procèdent 
exactement  à  l'inverse.  Sans  se  soucier  de  fournir  de  la  méthode 
générale  une  démonstration  en  forme^  ils  l'utilisent  pour  résoudre  une 
série  de  cas  particuliers. 

Vous  offrez  un  outil  aux  mathématiciens  (dont  je  parle)  et  les 
priez  de  s'en  servir.  «  Le  manche  est-il  solide?  demandent-ils.  — 
Tapez   dessus,   vous  le   verrez   bien!   —   La   lame   est-elle  trempée? 

—  Essayez-la  sur  du  bois  dur  !  —  b]st-elle  solidement  fixée  au 
manche?    —    Mais    qu'attendez-vous    pour    commencer    le    travail? 

—  J'attends,  monsieur,  d'avoir  analysé  les  propriétés  du  bois,  de 
l'acier,  d'avoir  tout  scruté  au  microscope,  enfin  d'avoir  prouvé  par 
raison  raisonnante  que  j'ai  le  droit  de  donner  le  premier  coup  de 
maillet!  »  Ils  meurent  de  vieillesse  avant  que  se  produise  cet  événe- 
ment sensationnel  ! 

Qui  ne  voit ,  dans  nos  manières  opposées  de  considérer  la  Science 
et  ses  applications ,  deux  philosophies  en  présence  :  l'une  est  celle  de 
Bacon;    l'autre,    celle    des    métaphysiciens    depuis    qu'ils    existent. 
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A  Dieu  ne  plaise  que  je  reproche  aux  métaphysiciens  d'aimer  la 
métaphysique  :  de  bonne  casse  est  bonne! 

Mais  le  ridicule  atteint  les  limites  de  l'impossible,  quand  les 
métaphysiciens  se  posent  en  hommes  d'action.  Immobiles  comme  des 
statues,  les  bras  au  corps,  ils  entonnent  le  grand  final  du  troisième 
acte  :  «  Marchons,  courons,  sans  prendre  haleine!  Pas  de  cesse, 
pas  de  repos!  Que  l'action  soit  notre  étendard,  et  le  mouvement 
notre  couche  !  » 

Retombons  aux  méthodes  de  ce  Cours. 

Vous  entendrez  les  mathématiciens  (dont  je  parle)  pousser  des  cris 
de  putois  parce  que,  tranquillement,  pour  exposer  la  théorie  des 
surfaces,  j'utilise  des  méthodes  générales  dont  je  donne  des  explica- 
tions plutôt  que  des  démonstrations.  Mais  la  masse  des  exemples 
proposés  est  telle,  que  si,  au  bout  du  volume,  l'étudiant  ne  comprend 
pas  de  quoi  il  s'agit,  je  pourrai  sans  excès  de  prétention  incriminer 
la  lenteur  de  son  esprit. 

De  même  pour  toutes  les  parties  de  ce  Cours.  Savez-vous  le 
meilleur  moyen  de  comprendre  l'utilité  et  les  allures  réciproques 
des  développées  et  des  développantes?  Ne  cherchez  pas  trop;  c'est 
avec  des  courbes  en  bois  servant  de  développées,  du  fil  et  un  crayon, 
de  construire  des  développantes  et  par  suite  des  courbes  parallèles. 
((  Pouah!  »  fait  le  mathématicien  (dont  je  parle);  mais  nous  haussons 
les  épaules. 

514.  Des  classifications;  échelle  d'importance;  vulga- 
risation. 

/".  —  Les  classifications  ne  peuvent  être  les  mêmes  pour  les 
mathématiciens  de  métier  et  pour  nous  qui  ne  voulons  considérer 
dans  les  mathématiques  que  l'outil. 

Par  exemple,  je  me  suis  bien  gardé  d'étudier  les  paraboloïdes  et 
hyperboloïdes  après  les  ellipsoïdes.  Ils  viennent  tout  naturellement 
comme  exemples  de  surfaces  réglées. 

Pour  nous,  les  procédés  généraux  d'obtention  des  courbes  sont 
une  base  bien  autrement  utile  de  classification  que  le  degré  de 
l'équation  représentative.  Ainsi  j'ai  réuni  aux  §^  138  et  suivants  un 
ensemble  de  courbes  des  degrés  les  plus  divers,  à  cause  de  leur 
description  mécanique  identique  ou  analogue. 

De  même  les  cycloïdes ,  épi  et  hypocycloïdes  sont  étudiées  par 
nous  simultanément,  bien  que  les  unes  soient  transcendantes,  les 
autres  algébriques. 

Je  ne  critique  pas  les  classifications  habituelles;  elles  répondent  à 
d'autres  besoins. 

Il  est  naturel  de  classer  les  courbes  d'après  le  degré  de  leurs 
équations  (ponctuelle  ou  tangentielle)  quand  on  attache  aux  solutions 
imaginaires  la  même  importance  qu'aux  réelles.  Mais  si  les  quantités 
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complexes  comme  outil  ont  pour  nous  une  utilité  considérable,  les 
portions  imaginaires  des  courbes  n'en  ont  aucune.  Il  nous  est  prati- 
quement fort  indifférent  de  savoir,  par  raison  démonstrative  a  priori^ 
en  combien  de  points  réels  ou  imaginaires  une  droite  coupe  la  courbe 
[ordre y  degré  de  Téquation  ponctuelle),  ou  combien  de  tangentes  on 
lui  peut  mener  d'un  point  extérieur  (classe,  degré  de  l'équation  tan- 
gentielle) ,  ne  serait-ce  que  pour  Vexcellente  raison  que  la  plupart  des 
courJjes  rencontrées  en  Phi/sique  sont  transcendantes. 

Môme,  dans  bien  des  cas,  nous  n'utilisuns  qu'une  faible  partie  de 
la  courbe  réelle,  le  reste  demeurant  dans  l'ombre.  Je  citerai  comme 
exemple  classique  la  cubique  de  Van  der  Waals,  dont  les  physiciens 
ne  connaissent  généralement  que  la  portion  correspondante  aux 
valeurs  positives  des  coordonnées. 

^".  —  Il  est  naturel  (jue,  futurs  physiciens  et  ingénieurs,  nous 
attachions  une  importance  particulière  aux  (|uestions  que  nous  devons 
retrouver  plus  tard,  et  que  nous  les  choisissions  comme  exercices 
pour  illustrer  les  théories.  Éviter  à  cette  occasion  de  rappeler  leur 
rôle,  de  les  situer  dans  leur  domaine  d'jq^plication ,  est  un  préjugé 
imbécile  sur  la  séparation  des  genres. 

Au  sujet  de  ma  Mécanique,  on  m'a  reproché  de  transformer  mon 
lecteur  en  homme  de  tous  les  métiers,  de  vulgariser  toutes  les 
sciences,  de  feindre  de  tout  savoir  et  de  tout  enseigner  :  c'est 
absurde.  Quand  j'expose  la  tliéorie  du  frottement,  ne  pas  étudier 
l'adhérence,  les  rampes  et  les  freins  sous  prétexte  de  ne  pas  mélanger 
les  genres,  c'est  avoir  une  singulière  idée  de  la  science  et  de  son 
rôle.  Je  vulgariserais  si  je  prétendais  donner  de  ces  problèmes  une 
idée  nette  en  quelques  phrases  ronllantes,  soi-disant  lisibles  sans 
aucune  préparation  antérieure.  Mais  je  voudrais  bien  qu'on  me  cite 
un  ouvrage  contenant,  sur  les  questions  prati(}ues  que  je  prends 
comme  exemples,  des  renseignements  plus  précis  que  dans  ma 
Mécanique,  aux  erreurs  près  reconnues  inévitables  dans  un  ouvrage 
aussi  long. 

Le  lecteur  sait  quelle  empreinte  laissent  les  professeurs  de 
Spéciales;  il  sait  que  la  séparation  des  (jenres  est  le  dogme  essentiel 
de  nos  tortionnaires.  Les  supplices  sont  nettement  distincts  :  d'abord 
le  supplice  de  l'Algèbre ,  puis  celui  de  la  Géométrie  strictement 
plane,  puis...  l'élève  passe  sur  les  chevalets  dans  un  ordre  immuable 
et  consacré  par  l'expérience  :  celui  qui  abrutit  le  plus  sûrement. 

Généralisons  cette  conception  anorthopédique  :  nous  en  arrivons 
à  proscrire  toute  incursion  dans  le  domaine  amusant  des  applications 
et  des  réalités.  Ceux  qui  violent  la  consigne  sont  des  Vulgarisateurs. 
La  moue  des  mathématiciens  (dont  je  parle)  mesure  leur  mépris 
pour  une  méthode  qui  choque  aussi  résolument  leurs  habitudes 
invétérées. 

Dans    les    paragraphes  précédents,    nous    avons    cherché  à   carac- 
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tériser  les  procédés  qu'on  nous  vantera  comme  le  suprême  de 
l'art.  Laissons  cela  :  voyons  par  quels  exercices  nous  pourrons 
obtenir  des  progrès  rapides  chez  nos  élèves,  futurs  physiciens  et 
ingénieurs. 

C'est  à  eux-mêmes  que  je  m'adresse  :  il  est  essentiel  qu'ils  com- 
prennent les  raisons  de  la  discipline  à  laquelle  on  doit  les  soumettre. 
On  n'exécute  bien  et  avec  plaisir  que  ce  dont  on  conçoit  l'utilité. 

515.  Nature  des  exercices  et  des  démonstrations. 

/"  —  Il  est  entendu  que  je  ne  m'occupe  ici  que  des  futurs  Physi- 
ciens et  Ingénieurs.  A  la  Faculté,  l'enseignement  mathématique  doit 
rester  double;  il  serait  malheureux  de  ne  pas  maintenir  partout  le 
Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral  et  les  Cours  de  Mathématiques 
supérieures ,  avec  leur  formalisme  et  leurs  recherches  actuellement 
inutilisables. 

A  la  vérité,  c'est  une  question  de  savoir  s'il  ne  serait  pas  avanta- 
geux pour  les  futurs  mathématiciens  eux-mêmes  de  commencer  leur 
éducation  comme  les  étudiants  dont  je  m'occupe.  Spécialement  doués 
par  hypothèse  pour  les  recherches  abstraites,  ils  auraient  tôt  fait  de 
se  mettre  au  courant  des  mathématiques  utilitaires.  Mais  quelle  que 
soit  la  solution  qu'on  donne  à  la  question  posée  dans  les  paragraphes 
précédents,  il  importe  peu  pour  notre  but  bien  délimité  actuel  :  il 
s'agit  de  déterminer  à  quelle  discipline  doivent  être  soumis  ceux 
qui  se  destinent  aux  sciences  expérimentales  et  à  l'industrie. 

5°.  —  Ce  serait  ne  pas  sortir  de  l'ornière  que  de  bouleverser  les 
programmes  sans  modifier  l'esprit  dans  lequel  ils  sont  enseignés.  Par 
exemple,  on  s'était  imaginé  qu'en  introduisant  les  intégrales  dans  les 
classes  de  Spéciales,  ipso  facto  l'enseignement  serait  régénéré.  Il  a 
fallu  déchanter;  on  s'est  mis  à  bachoter  les  intégrales  comme  aupa- 
ravant on  bachotait  les  coniques. 

Ne  démontrons  pas  à  nos  élèves  ce  qui,  à  tort  ou  à  raison,  leur 
semble  évident. 

Ils  prennent  l'habitude  de  considérer  comme  mathématiquement 
nécessaire  un  discours  que  leur  sens  commun  déclare  entièrement 
superflu.  Ils  finissent  par  voir  dans  les  démonstrations  une  sorte  de 
liturgie  qui  ne  saurait  se  dispenser  de  mots  sonores  :  donc,  par  con- 
séquent, or,  car,  en  effet,...  Ils  ne  retiennent  souvent  que  ces  mots- 
là,  et  leurs  par  conséquent  relient  des  propositions  incohérentes. 

Ils  sont  étonnés  quand  on  leur  présente  les  preuves  les  plus  cour- 
vaincantes  dans  le  style  de  la  conversation  ;  ils  vont  alors  jusqu'à 
douter  s'ils  doivent  être  convaincus,  parce  que  Vappareil  de  la  con- 
viction manque.  Rarement  ils  se  haussent  à  cette  vérité  qu'une  pro- 
position de  mathématiques  est  prouvée  par  les  mêmes  procédés  que 
l'excellence  d'une  passe  de  football,  que  raisonner  bien  consiste  à 
voir  juste  et  non  pas  à  mettre  des  syllogismes  «  en  forme  ». 
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Autant  il  est  utile  de  les  intéresser  à  la  Logique  formelle  en  son 
temps  et  par  des  exercices  convenables ,  autant,  ses  méthodes  une 
l'ois  comprises,  il  est  vain  de  s'embarrasser  d'un  bagage  encombrant. 
Ce  n'est  pas  la  Lo(jique  qu'il  fallait  supprimer  des  programmes  :  c'est 
l'esprit  scolastique  qui  est  la  caricature  de  la  Logique.  Port-Koyal  écrivait 
une  admirable  logique  et  s'insurgeait  contre  l'abus  de  cette  science 
représenté  par  les  Traités  de  Théologie  morale.  Logiquement  parlant, 
nos  mathématiciens    n'ont  rien  à  envier  aux  adversaires  de   Pascal. 

3".  —  D'aucuns  disent  que  ce  qui  paraît  évident  à  nos  élèves,  ne  l'est 
pas  autant  qu'ils  le  pensent  ;  il  faut  leur  apprendre  à  se  défier  de 
cette  habitude  malsaine  :  user  des  mathématiques  sans  respect , 
comme  un  ouvrier  d'un  outil.  Pour  moi,  je  me  délie  du  menuisier 
qui,  ayant  des  planches  à  polir,  ergote  sur  les  propriétés  de  son  rabot; 
je  m'élève  contre  la  manie  de  noyer  les  gens  pour  la  gloire  d'un  sauve- 
tage. Je  conviens  que  c'est  petitesse  d'esprit;  mais  j'ai  ouï  parler  d'un 
pauvre  diable  qui,  à  force  de  se  demander  comment  il  respirait,  a  fini 
par  se  détraquer  le  système  nerveux  et  par  mourir  asphyxié. 

Je  connais  des  mathématiciens  pour  lescjuels  les  raisons  de  symétrie 
ne  sont  })lus  convaincantes;  j'en  sais  qui  démontrent,  par  exemple, 
quun  point  attiré  par  un  centre  fixe  décrit  une  courbe  plane.  Je  ne 
discute  pas  s'ils  ont  raison  ou  tort;  je  demande  qu'on  ne  les  charge 
pas  des  étudiants  qui  m'occupent. 

Je  ne  traiterai  pas  le  raffinement  dans  les  preuves  d'occupation  de 
mandarin ,  simplement  parce  que  je  considère  qu'en  soi  il  est  utile 
et  même  indispensable.  Mais  le  formalisme  est  un  procédé  de  classe- 
ment et  non  d'acquisition  ;  en  tous  cas,  il  n'est  pas  à  sa  place  dans 
l'éducation  des  futurs  Physiciens  et  Ingénieurs. 

Je  tenais  à  rappeler  ces  principes  dans  un  Chapitre  destiné  à  fixer 
la  discipline  à  laquelle  nous  soumettrons  nos  élèves.  En  ces  matières 
comme  partout,  il  est  essentiel  d'éviter  les  confusions  de  concepts 
et  les  confusions  mtéressée«. 

516.  Des  expériences  et  des  cas  particuliers. 
/".  — Tous  ceux  qui  ont  alîaireaux  étudiants,  savent  que  ce  qui  leur 
manque  le  plus  est  la  compréhension  des  énoncés  et  des  notions  sur 
lesquelles  ils  portent.  Au  lieu  de  gâcher  le  temps  de  ses  élèves  sur 
les  formules  les  moins  usuelles  de  la  trigonométrie  appliquée  à  la 
résolution  des  triangles,  un  professeur  intelligent  leur  fera  tracer  un 
cercle,  un  angle  au  centre,  des  lignes  trigonométriques;  leur  fera 
mesurer  au  dixième  de  millimètre  toutes  les  longueurs,  calculer  les 
sinus,  cosinus,  tangentes,...  afin  de  comparer  avec  les  résultats  ins- 
crits dans  les  tables.  Une  classe  entière  utilisée  à  cet  exercice  sera 
plus  utilement  employée  qu'à  démontrer  que  les  lignes  trigonomé- 
triques s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  la  tangente  de  la 
moitié  de  l'arc,  et  autres  propositions  du  même  intérêt. 
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;^°.  —  Pour  éclaircir  le  sens  des  énoncés,  le  procédé  le  meilleur  est 
l'étude  des  cas  particuliers.  En  vérifiant  une  proposition  générale  sur 
des  exemples  simples,  sa  démonstration  se  construit  automatiquement 
dans  Tesprit.  On  finit  par  découvrir,  sans  secours  étranger,  sinon 
la  suite  logique  des  syllogismes  nécessaires  à  son  établissement  for- 
mel, du  moins  ses  raisons  profondes  d'exister. 

Mais  il  est  entendu  que  les  cas  particuliers  doivent  être  étudiés, 
non  comme  une  fin,  mais  comme  des  cas  particuliers.  User  des  mois 
sur  les  liyperboloïdes  et  les  paraboloïdes  sous  prétexte  que  ce  sont 
des  cas  simples  de  surfaces  réglées,  démontrer  une  foule  de  proposi- 
tions qui  leur  sont  particulières,  ce  n'est  pas  du  tout  se  conformer  au 
principe  que  nous  posons.  Qu'on  ouvre  les  géométries  analytiques 
pour  les  étudiants,  on  y  verra  démontré  au  long  que  toute  tangente 
à  l'ellipse  de  gorge  est  la  projection  de  deux  systèmes  de  droites  situées 
sur  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Je  ne  vois  que  des  avantages  à  ce 
que  l'étudiant  vérifie  cette  proposition  comme  exercice,  pourvu  qu'on 
le  prévienne  qu'il  s'agit  là  d'un  cas  infiniment  particulier  d'une  pro- 
position générale  (§  401). 

On  parle  toujours  de  laisser  aux  étudiants  des  «  idées  générales  »  ; 
c'est  possible  par  la  méthode  que  j'indique.  Contentons -nous  le  plus 
souvent  d'énoncer  la  proposition  générale;  mais  qu'une  série  d'exem- 
ples en  fixe  exactement  le  sens  dans  l'esprit  de  nos  élèves. 

517.  Des  figures  et  des  modèles. 

/*".  —  Les  figures  ont  une  importance  considérable.  11  faut 
s'efforcer  de  leur  donner  une  rigueur  numérique. 

Toutes  les  courbes  de  cet  ouvrage  ont  été  soigneusement  calcu- 
lées; malgré  l'imperfection  parfois  voulue  du  dessin,  elles  conservent 
une  allure  correcte.  Trop  souvent  on  trace  de  chic  au  tableau  des 
courbes  qui  n'ont  aucun  rapport  avec  la  réalité  :  il  serait  préférable 
de  les  dessiner  sur  du  papier  noir,  de  les  fixer  avec  un  vernis  et 
d'en  constituer  une  pinacothèque. 

Les  ^yiemands,  gens  pratiques,  ont  d'admirables  collections  de 
modèles  de  surfaces.  Les  unes  sont  en  plâtre;  les  autres  sont 
formées  de  carcasses  métalliques  percées  de  trous  par  lesquels 
passent  des  fils  représentant  les  génératrices  rectilignes.  C'est  une 
pratique  excellente  que  nous  devrions  imiter.  En  outre,  il  serait 
bon  de  faire  construire  un  modèle  aux  étudiants  comme  manipu- 
lation :  ces  modèles  conservés  formeraient  vite  un  musée. 

Pourquoi  ne  pas  faciliter  la  tâche  de  l'étudiant  par  ces  procédés 
matériels?  Combien  ne  se  sont  jamais  représenté  ce  qu'est  l'arête  de 
rebroussement  d'une  surface  réglée ,  parce  qu'on  a  négligé  de  leur  en 
montrer  une  en  vrai  ? 

Qu'on  exige  d'eux  des  problèmes ,  des  travaux  pratiques  de  tout 
genre,  soit!  mais  qu'on  ne  leur  demande  pas  un  effort  d'imagination 
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sans  intérêt,  qui  ne  leur  apprendra  rien  et  qu'ils  peuvent  éviter  par 
un  coup  d'œil  jeté  sur  un  modèle. 

Bon  nombre  de  théorèmes  se  passent  de  démonstration  grâce  à 
une  expérience.  Qui  doutera  que  la  ligne  géodésique  n'ait  son  plan 
osculateur  normal  à  la  surface,  après  avoir  tendu  un  lil  sur  une 
surface  polie?  Nous  avons  des  occupations  plus  importantes  que  de 
démontrer  cette  proposition  ;  au  surplus ,  la  démonstration  est  de 
celles  que  trouvent  à  peu  près  incompréhensibles  la  plupart  des 
esprits. 

^2''.  —  Les  modèles  sont  indispensables  pour  comprendre  la 
théorie  des  surfaces.  11  faut  construire  un  modèle  de  paraboloïde 
hyperbolique  et  un  d'hjperboloïde  de  révolution.  Ainsi  l'étudiant 
apprendra  sans  effort  la  théorie  de  la  distribution  des  plans  tangents. 
On  y  joindra  des  modèles  d'hélicoïde  développable  et  d'hélicoïde 
à  plan  directeur,  ainsi  (ju'un  modèle  de  voûte  d'arête  en  tour 
ronde. 

On  fera  mouler  une  surface  de  forme  assez  compliquée,  représen- 
tant vaguement  une  montagne,  sur  laquelle  on  tracera  les  lignes  de 
niveau,  de  plus  grande  pente,  ...,  afin  de  fixer  les  idées  sur  la 
re})résentation  topographique  des  surfaces. 

Pour  les  développements  du  cône  et  du  cylindre,  du  papier  et  des 
ciseaux  seront  les  outils  indispensables. 

Nous  avons  déjà  recommandé  de  tracer  toutes  les  lignes  qui  se 
présenteront,  dans  l'étude  de  la  sphère,  sur  des  ballons  de  caoutchouc 
ou  de  celluloïd. 

L'étude  des  plans  tangents  du  tore  se  fera  avec  l'aide  d'une 
couronne  de  plâtre  ou  d'un  rouleau  de  fil  de  fer. 

518.  Exercices  numériques.  Tables. 

1".  —  On  ne  saurait  trop  le  répéter  :  les  exercices  doivent  être 
numériques.  Les  lettres  ne  sont  que  pour  remplacer  les  nombres , 
dans  la  pratique,  ce  sont  les  nombres  qu'on  rencontre;  pour  préciser 
le  sens  des  théorèmes,  il  faut  calculer  sur  des  nombres. 

Actuellement  le  mépris  du  calcul  est  général  chez  les  professeurs 
et  chez  les  élèves.  Les  compositions  de  calcul  qu'on  introduit  dans 
les  examens,  ne  servent  (ju'à  prouver  la  nullité  absolue  des  can- 
didats. (Comment  peut-on  s'imaginer  qu'après  leur  avoir  dicté  des 
Cours  où  l'on  ne  se  préoccupe  jamais  des  valeurs  numériques  des 
fonctions,  on  réagira  en  quelques  séances  contre  une  déformation 
systématiquement  acquise  ?  Présentez  les  Mathématiques  d'une 
certaine  manière  tout  le  long  de  votre  Cours  :  vos  élèves  ne  répu- 
gneront plus  aux  calculs  numériques. 

Au  baccalauréat,  même  lorsque  l'énoncé  contient  des  nombres, 
même  lorsqu'on  prévient  de  l'importance  attachée  au  résultat 
numérique,    on    rencontre    la    phrase    traditionnelle     :     «     11    suftit 
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maintenant  de   calculer  »,    comme    si   ce   calcul   n'était   pas   tout   le 
problème. 

Quand  le  résultat  est  10,5  par  exemple,  les  candidats  s'étonnent 
qu'on  inflige  une  plus  mauvaise  note  à  qui  trouve  105  qu'à  qui 
trouve  10.  La  virgule  pour  eux  n'a  pas  d'importance;  ils  méprisent 
avec  encore  plus  de  conviction  les  signes,  généralement  laissés  au 
hasard.* 

C'est  une  coutume  ausurde  de  donner  un  problème  sur  des  lettres 
avec  une  application  numérique.  Les  problèmes  numériques  se 
traitent  sur  les  nombres.  Comment  habituer  les  élèves  aux  ordres 
de  grandeur,  les  forcer  à  réfléchir  sur  les  résultats  intermédiaires  et 
leur  bien  fondé,  si  on  transforme  le  problème  numérique  en  une  pure 
opération  machinale  ?  Je  sais  que  je  renverse  les  idées  reçues  ;  d'être 
reçues  ne  prouve  pas  qu'elles  aient  le  sens  commun. 

^''.  —  Pour  exercer  sans  ennui  les  élèves  au  calcul,  il  ne  faut  pas 
les  rebuter  par  de  trop  nombreuses  opérations  arithmétiques.  Calculer 
ne  consiste  pas  seulement  à  multiplier,  à  diviser,  à  additionner,  à 
soustraire.  Il  va  de  soi  que  la  technique  de  ces  opérations  est  indis- 
pensable ;  mais  dès  qu'on  la  connaît  (ce  qui  est  rapide),  on 
n'apprendra  rien  de  plus  en  recommençant  indéfiniment  :  on  ne  se 
mouche  pas  mieux  à  cent  ans  qu'a  dix. 

Il  faut  que  l'exercice  de  calcul  soit  un  véritable  problème  à 
résoudre,  intéressant  en  lui-même  et  mettant  simultanément  à 
contribution  tous  les  genres  de  calculs  et  de  vérifications  numé- 
riques. Rien  n'est  odieux  comme  le  soi-disant  exercice  de  calcul  qui 
consiste  à  utiliser  une  table  de  logarithmes,  au  commandement,  de 
dix  heures  à  onze  heures,  un  certain  nombre  de  fois  pendant  l'année. 
C'est  odieux  et  bête.  L'exercice  de  calcul  n'existe  pas  en  soi  :  la 
séparation  conventionnelle  à  laquelle  les  examens  de  l'Ecole 
Polytechnique  nous  font  assister,  est  purement  et  simplement 
grotesque. 

Tout  problème ,  de  quelque  nature  qu'il  soit ,  doit  comprendre 
une  vérification  numérique  qu'il  faut  habituer  l'élève  à  juger 
capitale.  Il  finira  par  regarder  V opération  proprement  dite,  non  pas 
comme  une  fin,  mais  comme  un  moyen.  Au  bout  de  quelques 
semaines,  ses  tables  lui  deviendront  familières.  Pour  assurer  une 
discussion  de  courbe,  il  n'hésitera  pas  (ce  que  nous  faisons  tous  dans 
nos  laboratoires)  à  en  calculer  un  certain  nombre  de  points.  Que 
d'erreurs  ainsi  évitées  !  que  de  raisonnements  remis  brutalement  sur 
leurs  pattes  grâce  au  résultat  du  calcul  !  Le  véritable  et  fructueux 
exercice  commence  là  où  finit  notre  exercice  de  calcul  traditionnel, 
que  je  compare  aux  gestes  d'un  maniaque  qui,  pour  s'entraîner  aux 
courses  de  montagne,  fait  du  footing  en  rond  autour  du  guéridon  de 
sa  chambre. 

3".  —  Pour  réaliser  l'exercice  intéressant,  il  faut  donc  faciliter  et 
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abréger  les  opérations  proprement  dites;  on  doit  fournir  à  1  étudiant 
des  tables  numériques. 

Au  premier  rang  sont  les  tables  de  carrés,  cubes ,  racines  carrées ^ 
racines  cubiques,  inverses  de  1  /)  10  ()()().  Je  ne  connais  que  les 
excellentes  tables  de  Barlow  (Spon,  Londres). 

Au  second  rang,  les  tables  des  li(/nrs  frif/onométriques  naturelles 
de  minute  en  minute;  on  en  trouve  chez  Baudouin,  Paris.  Comme 
les  Pliysiciens  n'ont  pas  encore  admis  et  n'admettront  pas  de  long- 
temps la  division  centésimale  du  quadrant,  les  calculs  se  feront 
ordinairement  dans  le  système  sexagésimal. 

En  troisième  lieu,  les  tables  de  logarithmes.  Celles  à  cinq  déci- 
males sufïîsent;  mais  elles  doivent  contenir  les  tables  de  réduction 
des  deqrés  en  arcs,  les  lofjaritlimes  naturels  de  1  à  1  000,  les  mul- 
tiples du  module  et  de  l'inverse  du  module. 

Il  devrait  exister  des  tables  des  fonctions  usuelles  dont  les 
excellentes  Smit/isonian  Tables  donnent  un  exemple.  En  seize  pages 
elles  fournissent  sur  plusieurs  fonctions  des  renseignements  numé- 
riques précieux.  Je  donne  dans  cet  ouvrage  des  tables  abrégées, 
suilisantes  au  moins  pour  fixer  les  idées.  Mais  de  bonnes  tables 
étendues  seraient  fort  utiles.  11  existe  des  tables  françaises  par- 
faitement illisibles  et  construites  dans  l'esprit  le  plus  opposé  à  celui 
que  je  défends.  On  y  trouve,  par  exemple,  une  table  abrét/ée  pour 
le  calcul  des  logarithmes  vulgaires  à  15  et  20  décimales  !  La  Société 
de  Physi({ue  devrait  s'occuper  d'une  telle  publication  ;  mais  je  doute 
qu'elle  en  comprenne  le  sens  et  l'utilité. 

4".  —  Les  calculs  doivent  être  poussés  jusqu'à  un  certain  point 
toujours  le  même.  Il  est  dilïicile  d'obtenir  des  étudiants  une  approxi- 
mation déterminée  ;  ils  mettrt)nt  aussi  bien  vingt  chilTres  signilicatifs 
que  deux.  Tel  élève  qui  pose  sans  hésiter  6;  5  =  1,  commettant 
délibérément  une  erreur  de  1^5,  écrira  à  la  ligne  suivante  un 
quotient  avec  quinze  chilfres  significatifs.  Il  ne  s'agit  pas  de  discuter 
à  chaque  instant  l'erreur  exacte  que  l'on  commet;  il  s'agit  de  se  fixer 
au  début  une  approximation  relative  (1  ;  1000  par  exemple),  et  de 
faire  en  sorte  qu'elle  se  maintienne.  Que,  pour  être  sûr  du  résultat 
au  millième  près,  on  pousse  un  peu  trop  loin  l'approximation  dans 
les  calculs  intermédiaires  (surtout  s'ils  sont  nombreux),  c'est  une 
précaution  à  quoi  je  ne  vois  rien  à  blâmer.  Elle  vaut  beaucoup 
mieux  que  de  discutailler  sur  le  point  exact  auquel  il  faut  s'arrêter; 
dans  une  question  pratique,  c'est  l'économie  de  temps  qu'il  faut 
chercher;  on  l'obtient  plus  sûrement  par  un  excès  de  précision  que 
par  des  discussions  oiseuses. 

On  exigera  donc  quatre  chiffres  significatifs,  rarement  plus, 
simplement  parce  que  lejs  expériences  précises  sont  au  millième;  en 
conservant  quatre  chiffres,  on  est  sûr  d'être  au  delà  de  la  précision 
requise. 
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Le  0  a  une  importance  que  les  étudiants  admettent  difficilement. 
Il  ne  revient  pas  au  même  d'écrire  25,00,  ou  d'écrire  25.  Tous  les 
Physiciens  et  Ingénieurs  comprennent  que,  dans  le  premier  cas, 
on  affirme  une  approximation  de  1  ;2500;  dans  le  second,  une 
approximation  de     1  ;  25. 

Une  autre  erreur  consiste  à  donner  de  l'importance,  non  pas  au 
nombre  des  chiffres  significatifs,  mais  au  nombre  des  chiffres  qui 
suivent  la  virgule.  Il  est  pourtant  manifeste  que  l'erreur  i^elative , 
la  seule  qui  nous  intéresse,  ne  dépend  pas  de  la  place  de  la  virgule. 

519.  Calcul  au  Irait. 
/"".  —  Le  calcul  au  trait  est  l'ensemble  des  procédés  qui  permettent 
de  résoudre  des   équations   au   moyen  d'intersections   de  courbes. 

Un  exemple  simple  est  fourni  par  l'équation  du  troisième  degré 
(§  220  et  371)  :  x^  ^ px -{- q  =^  i) .  (1) 

Ecrivons:        x'* -\-px'^' -\-qxz=:{).  Posons:      ?/=:a?-.  (2) 

Les  racines  de  l'équation  (1)  sont  données  par  l'intersection  de 
la  parabole  (2)  [qu'on  peut  construire  une  fois  pour  toutes]  avec  le 
cercle  : 

x^  +  rf  +  {p-\)y  +  qx  =  i). 
Ce  cercle  passe  par  l'origine  ;  les  coordonnées  du  centre  sont  : 
\  =  -q:2,  ■r,  =  {{-p):2- 

il  est  donc  complètement  déterminé. 

Il  coupe  la  parabole  en  quatre  points  ou  en  deux. 

Il  passe  par  l'origine  qui  appartient  à  la  parabole  ;  mais  la  racine 
ccrrrO  a  été  introduite  au  cours  du  calcul. 

Nous  conseillons  au  lecteur  de  discuter  cet  exemple  simj)le  dans 
son  détail  (réalité  des  trois  racines,  signes,   .  .  .). 

La  même  parabole  permet  de  résoudre  à  vue  l'équation  du  second 

degré.  Soit:  a?- -}-/9^-|-r/  =  0.  (3) 

Les  racines  de  (3)  sont  données  par  l'intersection  de  la  parabole 
et  de  la  droite  : 

ij  =  x\  ijJ^px^q  =  {). 

La  droite  coupe  les  axes  aux  points  : 

z  =  —  q  :p,  r,=  —  q. 

On  trouvera  aisément  une  série  d'exemples  analogues  portant  en 
eux-mêmes  leur  vérification. 

^".  —  11  est  extrêmement  utile  d'obliger  les  étudiants  à  représen- 
ter par  des  courbes  les  problèmes  les  plus  simples,  par  exemple 
d'arithmétique.  Si  étrange  que  cela  paraisse,  nous  éprouvons  la  plus 
grande  difficulté  à  faire  comprendre  à  nos  étudiants  de  licence  l'emploi 
de  la  représentation  graphique  pour  la  loi  d'Ohm  [qui  est  linéaire), 
tant  est  insuffisante  l'éducation  reçue. 
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Au  lycée,  on  se  préoccupe  du  bachot;  loin  de  comprendre  ce  qu'on 
fait,  on  cherche  à  tout  réduire  à  une  routine  qui  supplée  à  l'intelli- 
gence. Par  exemple,  on  conseille  aux  élèves,  pour  ne  pas  se  tromper  y 
de  toujours  réduire  les  données  en  GGS,  les  hectares  en  centimètres 
carrés,'  les  tonnes -poids  en  dynes,  ...  De  pareilles  méthodes  sont 
admissibles  pour  un  enseignement  dont  le  but  unique  est  de  seriner 
des  perroquets;  un  enseignement  utilitaire  ne  peut  admettre  dételles 
fantaisies  :  à  l'inverse  des  enself/nements  philosophiques,  il  est  néces- 
saire qu'il  soit  intelligent. 

Voici  deux  exemples  pour  fixer  les  idées. 

3'\  —  Prenons  d'abord  le  problème  classique  :  Un  fils  a  î)  ans^  son 
père  en  a  25;  quand  Vûffe  du  itère  sera-t-il  triple,  doulde.  ...  de  celui 
du  fils? 

Portons  en  abscisses  les  temps  mesurés  en  années,  on  ordonnées 


Fig.  319. 


les  âges  également  mesurés  en  années.  Les  âges  du  père  et  du  ijls 
sont  représentés  par  des  droites  parallèles  à  la  bissectrice  de  l'angle 
des  axes,  puisque  leur  âge  augmente  d'une  année  par  année  écoulée. 
Menons  une  ordonnée  quelconque  ABGD...  Déterminons  le  point  D 
par  la  condition  : 


DA_, 
DB""^' 


DA  —  DB 
DB 


BA 
DB 


2. 
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Par  le  point  D  menons  une  parallèle  D^  à  la  bissectrice  des  axes. 

Le  point  o  donne  le  temps  (5  ans)  qui  doit  s'écouler  jusqu'à  ce 
que  l'âge  du  fils  soit  le  tiers  de  celui  du  père. 

Cette  solution  graphique,  d'une  précision  limitée,  ne  supplée  pas  au 
calcul;  mais  elle  éclaire  remarquablement  les  conditions  du  problème. 
Elle  montre  qu'à  mesure  que  le  temps  s'écoule,  le  rapport  des  âges 
tend  vers  l'unité;  elle  éclaire  la  loi  de  variation  et  le  sens  des  solu- 
tions négatives  (dans  combien  de  temps  Tâge  du  père  sera -t- il 
décuple  de  celui  du  fils?) ,  elle  remplace  une  solution  numérique 
unique  par  l'étude  d'une  fonction,... 

4".  —  Autre  exemple  :  Quel  nombre  faut- il  ajouter  à  chacun  des 
termes  de  la  fraction  1  ;  5  pour  en  obtenir  une  égale  à  9  \  13? 

La  solution  est  immédiate  : 

l+^-A  ,-8 

■^^-\-x         Id  ' 

Mais   ce   problème    ultra    élémentaire    devient   intéressant    si    l'on 

pose  :  y  =  {\-\-x)\  (5  -f  x) , 

•et  si  l'on  étudie  la  manière  dont  y  varie  quand  x  varie.  Sous  une 
autre  forme ,  c'est  le  problème  traité  au  S"".  On  obtient  une  hyper- 
bole, asymptote  à  des  parallèles  aux  axes,  sur  laquelle  on  fait  aisé- 
ment la  discussion. 

,5".  —  Il  faut  trouver  une  solution  numérique  exacte;  mais  cela 
n'empêche  pas  l'intelligence  des  opérations  qu'on  exécute.  Disons 
mieux  :  on  est  bien  plus  sur  de  l'exactitude  de  la  solution  quand  on 
l'obtient  intelligemment .  C'est  à  quoi  la  représentation  graphique  aide 
remarquablement.  Malheureusement  la  discussion  intelligemment 
conduite  du  moindre  problème  est  très  longue;  si  on  s'en  préoccu- 
pait au  Lycée  ou  à  la  Faculté,  on  ne  trouverait  plus  le  temps  de 
dicter  les  cours  :  évidemment  ce  serait  un  désastre! 

520.  Abaques,  tableaux  graphiques,  papier  quadrillé 
logarithmique. 

Aux  ^sj  368  et  sq.  je  parle  des  abaques  construits  au  moyen  de 
points  alignés.  On  peut  en  construire  d'espèces  très  différentes  et 
donnant  lieu  à  d  intéressants  exercices. 

/".  —  Les  tables  à  double  entrée^  c'est-à-dire  où  le  nombre  qu'elles 
font  connaître  dépend  de  deux  variables ,  se  divisent  en  colonnes 
longitudinales  et  en  colonnes  transversales  qui  répondent  respective- 
ment aux  grandeurs  des  deux  variables  ou,  comme  on  dit,  des  deux 
arguments.  La  Table  de  Pythagore  est  le  type  du  genre. 

Une  remarque  est  ici  nécessaire.  Il  ne  faut  pas  prendre  toute  table 
contenant  des  lignes  et  des  colonnes  comme  représentative  d'une 
fonction  de  deux  variables.  Les  tables  de  logarithmes  donnent  la 
fonction  d'une  variable  :     y  =  \og  x]      malgré  leur  disposition  typo- 
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graphique,  ce  sont  des  tables  à  simple  entrée.  De  toutes  les  tables 
numéri({ues  contenues  dans  le  présent  ouvrage,  seules  les  tables  des 
l:;!:^  188  et  189,  donnant  les  intégrales  elliptiques,  sont  à  double  entrée. 

De  même  qu'une  table  à  simple  entrée  est  représentée  par  une 
courbe  y=zf(^x)^  une  table  à  double  entrée  est  représentée  par 
une  surface    z^f{x,  //). 

On  a  pour  la  Table  de  Pjthagore  :     3  =  .r//  ;     c'est  un  paraboloïde. 

La  représentation  plane  de  la  surface  se  fait  au  moyen  de  ses 
courbes  de  niveau.  Par  exemple,  pour  le  paraboloïde  de  la  table  de 
Pvthagore,    ce    sont    des    hyperboles    équilatères.    On    en    trace    un 


nombre  suffisant  et  on  écrit  à  côté  d'elles  leur  cote.  La  figure  320 
donne  les  lignes  de  niveau  10,  20,  30,  40.  Chacun  de  leurs  points 
correspond  à  une  abscisse  et  à  une  ordonnée  telles  que  leur  produit 
soit  constant  et  égal  à  la  cote. 

La  difficulté  d'emploi  de  tels  abaques  est  dans  Y  interpolation  à 
vue.  Par  exemple,  le  point  A  de  coordonnées  4,5  et  4  se  trouve 
quelque  part  entre  les  courbes  de  niveau  10  et  20.  Avec  les  courbes 
de  niveau  aussi  espacées  que  je  les  ai  faites,  on  ne  peut  obtenir  à  vue 
une  grande  approximation  :  nous  disons  que  le  produit  est  au  voisi- 
nage de  18.  Dans  l'espèce,  le  calcul  direct  est  beaucoup  pKis  rapide 
que  l'emploi  de  l'abaque  :  nous  savons  qu'il  donne  18. 

i?°.  —  Anamorphose  géométhique. 

On  facilite  singulièrement  la  construction  des  abaques  par  un 
changement  de  variables. 
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Posons  par  exemple  :     a:r'  =  logiP,        y'^=\ogy, 
La  surface     z:=xy     devient  : 

C'est  un  cylindre  dont  les  lignes  de  niveau  sont  des  droites  hori- 
zontales, parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  bissectrice  des 
axes.  Nous  avons  maintenant  pour  coordonnées  \og  x  et  logî/;  mais 
rien  ne  nous  empêche  d'écrire  sur  les  axes  les  nombres  x  et  y  eux- 
mêmes  et  de  donner  comme  cotes  aux  lignes  de  niveau  non  log  z, 
m.ais  z.  La  complication  du  problème  est  reportée  sur  la  graduation 
des  axes;  une  fois  construites  ces  graduations,  le  travail  ultérieur 
devient  très  simple,  puisqu'il  se  réduit  à  tracer  des  droites. 

On  trouA^era  dans  la  construction  des  abaques  un  nombre  consi- 
dérable d'exemples  intéressants  qui  apprendront  à  l'étudiant  tout  le 
parti  qu'on  peut  tirer  d'un  changement  de  variables  (^anamorphose). 

S".  —  Papier  quadrillé  logarithmique. 

On  facilitera  la  construction  de  bon  nombre  d'abaques  au  moyen 
du  papier  quadrillé  logarithmique  (Morin,  Paris,  les  100  feuilles 
26  francs).  Les  échelles  de  chaque  côté  sont  logarithmiques  au  lieu 
d'être  uniformes. 


521.    Procédés   pour   représenter   une   relation   entre 
des  droites,   situées  dans  un  plan  et  fonctions   d'un  para- 
mètre, qui  se  corres- 
pondent une  à  une. 

1'\  —  Les  droites  con- 
juguées     SONT      l'une      et 

l'autre   données  en  posi- 
tion. 

Elles  sont  alors  repré- 
sentées par  les  équations  : 

y=a{t).x  +  h[t), 
Y  =  :<(/).  X +  3(0.  (1) 
A  chaque  valeur  du  pa- 
ramètre variable  t  corres- 
pondent une  droite  de 
l'un  des  systèmes  et  une 
droite  de  l'autre . 

Elles  enveloppent  gé- 
néralement deux  courbes 
e  et  E  que  l'on  obtient 
(§  129)  en  éliminant  la  variable  t  respectivement  entre  les  équations  : 

y  =  ^^t).x  +  b{t),  a\t).x  +  h\t)=.()-  (2) 

et  :  Y  =  a(O.X  +  (S(0,  a'(O.X  +  p'Wz=0.  (3) 


Fig.  321. 
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Chaque  droite  ;/  coupe  sa  conjuguée  Y  sur  une  courbe  G  : 

qu'on  obtient  en  éliminant  /  entre  les  équations  (i). 

De  ce  qui  précède  résulte  la  construction  suivante.  Soient  données 
les  enveloppes  e  et  E.  Par  le  point  a  de  ^,  menons  la  tangente  aC,  ; 
puis  de  Cl  menons  à  E  la  tangente  C,A.  Les  droites  conjuguées  sont 
aC,  et  AC,  (fig.  :\'2\). 

^".  —  Unk  des  droites  est  donnée  en  position  ;  l'autre  n'est  donnée 
qu'en  direction. 

C'est  généralement  ainsi  que  le  problème  se  pose.  Les  équations  (1) 

représentent  encore  les  droites 
\  conjuguées;  mais  la  fonction  ,3(/) 

est  arbitraire,  puisqu'on  peut 
mener  chaque  droite  Y  par  un 
point  quelconque.  Nous  profite- 
rons de  cette  circonstance  pour 
choisir  la  courbe  E  ou  la 
courbe  C. 

Dans  la  première  hypothèse, 
nous  i)rendrons  [i(/)  telle  que 
le  résultat  de  l'élimination  de  t 
entre  les  équations  (3)  soit  l'en- 
veloppe E  choisie. 

Par  exemple,  posons  iden- 
ticjuement  "^{t)  =  Ô\  la  droite  Y 
est  assujettie  k  passer  par  l'origine  des  coordonnées  :  elle  enveloppe 
un  point. 

Posons  :  ,^(/)r=Y„  —  :x{t)  .  X„,  la  droite  est  assujettie  à  passer 
par  le  point  de  coordonnées  X,,,  Yo. 

L'élimination  de  /  entre  les  équations  (1)  donne  la  courbe  d'inter- 
section y=zf[x),  qui  permet  d'achever  la  construction.  La  figure  322 
suppose  que  la  droite  Y  est  assujettie  à  passer  par  le  point 
fixe  E. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  nous  prendrons  la  fonction  ^if^)  telle 
que  le  résultat  de  l'élimination  de  t  entre  les  équations  (1)  donne 
une  courbe  C  choisie  à  l'avance,  par  exemple  une  droite,  un  cercle,... 
une  courbe  de  forme  simple.  L'élimination  de  /  entre  les  équations  (3) 
fournit  alors  l'enveloppe  E  correspondante.  C'est  ainsi  qu  on  a 
coutume  d'opérer  pour  représenter  les  résistances  à  la  translation 
dans  un  fluide  (voir  Mécanique  physique). 

Comme  cas  particulier  de  la  première  hypothèse,  on  peut  citer  la 
relation  qui  existe  entre  le  rayon  vecteur  à  une  courbe  donnée  en 
coordonnées  polaires,  et  la  tangente  à  cette  courbe.  L'enveloppe  E 
des  rayons  vecteurs  est  l'origine  des  coordonnées,  l'enveloppe   e  est 


Fig.  322. 
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la    courbe    elle-même;     enfm    la    courbe    G    se    confond    avec    l'en- 
veloppe e. 

On  trouvera  un  grand  nombre  d'exercices  intéressants  en  prenant 
pour  point  de  départ  les  considérations  précédentes. 

522.  Problème  nécessitant  remploi  de  tables   numé- 
riques. 

Il  y  a  quelques  années,  le  problème  proposé  aux  candidats  à 
l'Agrégation  de  physique  conduisait  à  une  équation  transcendante; 
une  table  jointe  au  texte  permettait  la  solution.  L'ahurissement  fut 
géiiéral;  personne  ne  vint  à  bout  de  cette  difOculté  prodigieuse. 

Un  pareil  état  d'esprit  est  lamentable  ;  il  faut  persuader  aux  étudiants 
qu'il  existe  autre  chose  que  des  sinus,  des  cosinus,  des  logarithmes, 
que  cette  peur  des  fonctions  non  usuelles  est  saugrenue.  Je  ne  pense 
pas  sans  pitié  au  temps  gâché  uniquement  pour  éviter  les  Intégrales 
de  Fresnel  ;  on  déverse  sur  la  tête  des  étudiants  un  tas  de  petits  rai- 
sonnements aussi  mauvais  les  uns  que  les  autres  ,  qu'ils  assimilent 
plutôt  mal  que  bien.  Ils  auraient  dix  fois  moins  de  mal  à  utiliser  les 
tables  numériques.  Leur  <(  culture  générale  »  y  gagnerait  ;  car  l'ap- 
prentissage serait  fait  pour  l'emploi  d'autres  fonctions. 

C'est  un  délice  d'entendre  un  étudiant  parler  d'une  intégrale  ellip- 
tique,' on  croirait  que  ce  mot  recouvre  un  mystère  impénétrable  sauf 
pour  quelques  OEdipes  !  Qu'on  lui  donne  des  exercices  utilisant  les 
tables  de  ces  fonctions  (§§  188  et  189)  :  il  se  familiarisera  rapidement 
avec  elles.  De  même ,  pourquoi  tous  ces  développements  en  série  à 
propos  des  fonctions  hyperboliques  ?  La  manière  la  plus  simple ,  la 
plus  intelligente  d'étudier  une  chaînette  et  de  résoudre  les  problèmes 
usuels  où  elle  intervient,  est  encore  de  se  servir  de  la  table  des 
cosinus  hyperboliques  ;  qui  en  doute  ? 

L'utilisation  des  tables  que  renferme  ce  Cours,  étend  considéra- 
blement le  champ  où  l'on  peut  choisir  les  exercices. 

523.  Règles  et  cercles  à  calcul. 

On  préconise  l'emploi  des  règles  ou  des  cercles  à  calculs.  Ils  sont 
évidemment  commodes  sur  le  terrain  pour  une  approximation  infé- 
rieure au  millième  :  on  doit  familiariser  l'étudiant  avec  leur  emploi. 
Mais  je  me  refuse  à  les  recommander  dans  le  calcul  des  courbes  et 
pour  les  exercices  numériques;  leur  précision  est  insuffisante  (infé- 
rieure au  millième),  leur  lecture  pénible  à  la  longue  (sauf  peut-être 
dans  certains  modèles  perfectionnés  et  coûteux).  Ce  qui  est  plus  grave, 
on  n'est  jamais  sûr  de  l'approximation,  puisqu'elle  dépend  de  la  réus- 
site d'une  véritable  expérience  ;  or  il  est  mauvais  de  présenter  aux 
élèves  une  multiplication  comme  une  opération  aléatoire. 

Au  surplus,  ne  remplaçons  pas  un  idéal  de  mandarin  par  un  idéal 
de  contremaître.  Que  chacun  se  serve  des  outils  qui  lui  plaisent  le 
mieux,  pourvu  qu'il  parvienne  au  résultat;  je  préfère  les  deux  pages 
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d'une  table  de  logarithmes  de  1  à  1000  à  la  règle  à  calcul;  j'admets 
volontiers  la  préférence  inverse.  Ce  que  je  n'admets  pas,  c'est  qu'on 
prétende  obtenir  d'un  instrument  ce  qu'il  ne  peut  raisonnablement  pas 
donner  ;  scier  avec  un  rabot,  c'est  saboter  l'ouvrage  et  l'outil.  Pour  fixer 
les  idées  par  un  exemple,  calculer  des  exponentielles  et  des  logarithmes 
népériens  avec  une  règle  h  calcul  me  semble  une  mauvaise  plaisan- 
terie, ou  l'erreur  d'un  théoricien  qui,  pressé  d'obéir  à  l'opinion  publi- 
que, verse  brusquement  dans  la  technique;  il  est  gêné  par  sa  routine, 
qu'il  a  négligé  de  laisser  au  vestiaire.  L'épreuve  spéciale  de  règle 
à  calcul  pour  l'examen  de  l'Ecole  Polytchnique  est  d'une  drôlerie 
souveraine  ;  pourquoi  pas  une  séance  de  multiplication  et  d'extrac- 
tion de  racines?  pourcjuoi  pas  une  séance  pour  vérifier  si  les  candi- 
dats savent  tremper  leur  ])lume  dans  l'encre  ou  tailler  un  crayon? 

524.  Machines  à  calcul. 

Je  décrirai  sommairement  rarithmomètre  de  Thomas;  sommaire- 
ment signifie  non  p.is  la  ])oîte  et  la  manivelle,  selon  le  sens  habituel 
à  ceux  (jui  décrivent  les  appareils,  mais  les  organes  essentiels.  Puisque 
l'occasion  s'en  présente,  j'en  profite  pour  rappeler  une  vérité  élémen- 
taire; donner  ht  photographie  d'un  appareil  est  un  procédé  com- 
mode pour  la  paresse,  mais  stupide.  Dans  une  description  schématique, 
il  importe  fort  peu  que  les  organes  soient  fidèlemeiit  représentés, 
c'est-à-dire  avec  leur  forme  industrielle;  il  importe  beaucoup  que  le 
scliéma  rende  clair  le  fonctionnement. 

(Vost  toujours  la  même  opposition  de  l'expérience  et  de  la  technique. 

/".  —  Les  pièces  essentielles  sont  représentées  dans  la  figure  323. 


Fig.  323. 


Un  arbre  AA  »est  maintenu  carré  sur  presque  toute  sa  longueur. 
Une  roue  d'engrenage  se  déplace  sur  le  carré  ;  elle  porte  10  dents. 
Sur  un^disque  D  solidaire  de  l'arbre  sont  tracés  les  chiffres  0,  1,  2,...  9. 
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Un  tambour  T  porte  neuf  dents  d'inégales  longueurs  et  qui  n'inté- 
ressent que  la  moitié  de  son  pourtour  (comme  le  montre  la  figure, 
puisque  toutes  les  dents  sont  visibles). 

Elles  engrènent  avec  la  roue  R.  Donc,  pour  un  tour  du  tambour  T, 
le  disque  D  tournera  de  0,  1,  ...,  9  dixièmes,  suivant  que  la  roue  U 
sera  placée  tout  à  fait  à  droite  (elle  n'engrène  pas),  ou  plus  ou 
moins  près  de  la  gauche;  k  gauche  toutes  les  dents  engrènent. 

Pour  un  peu  plus  de  la  moitié  du  tour,  les  deux  axes  ne  sont  pas 
solidaires. 

^'\  —  Imaginons  12  appareils  semblables  montés  les  uns  à  côté 
des  autres  et  numérotés  de  1  à  12  de  la  droite  vers  la  gauche;  leurs 
arbres  sont  parallèles. 

Supposons  tous  les  tambours  liés  à  une  même  manivelle,  de  sorte 
qu'un  tour  de  manivelle  les  fasse  simultanément  tourner  d'un  tour. 
Enfin  disposons  au-dessus  des  disques  une  plaque  percée  de  lucarnes 
L,  de  manière  qu'un  seul  chiffre  soit  apparent. 

A  travers  ces  lucarnes  nous  lisons  donc  un  nombre  de  12  chiffres, 
dont  par  exemple  les  4  derniers  sont  o  329. 

Soit  à  ajouter  le   nombre  4  387. 

Nous  disposons  la  roue  R^  sur  son  arbre,  de  manière  qu'elle  engrène 
avec  7  dents  du  tambour  Tj  ;  la  roue  Rg,  de  manière  qu'elle  engrène 
avec  8  dents  du  tambour  T2,...  Nous  donnons  un  tour  de  manivelle. 
Si  l'appareil  se  réduisait  aux  pièces  décrites,  nous  verrions  apparaître 
aux  lucarnes  le  nombre  :  5  606,  au  lieu  du  nombre  S  716  qui  est  la 
somme  exacte. 

En  effet,  nous  n  avons  pas  effectué  les  retenues. 

Si  la  manivelle  tourne  lentement,  nous  apercevons  d'abord  le 
nombre  5  606,  aussitôt  après  le  nombre  06I6,  enfin  un  peu 
après  le  nombre  exact  5  716.  Expliquons  comment  la  chose  est  pos- 
sible. 

5°.  —  Le  principe  est  le  suivant  :  lorsque  le  neuf  cFun  disque  quitte 
la  lucarne  et  est  remplacé  par  le  zéro,  il  se  prépare  une  retenue 
qui  sera  effectuée  ultérieurement. 

L'arbre  B,^  porte  une  grande  dent  A,,,  fixée  dessus  en  azimut  relatif, 
mais  non  en  position  :  elle  peut  se  déplacer  parallèlement  à  l'arbre 
qui  la  porte,  et  non  tourner  autour.  La  dent  A,^  engrène  ou  n'en- 
grène pas  avec  une  roue  p,,  ,.  ^  (dentée  de  10  dents  et  solidaire  de 
l'arbre  A^  ^  1)  suivant  qu'elle  occupe  une  position  P'  ou  une  position 
P  sur  son  arbre.  Imaginons  que  le  passage  du  9  au  0  pour  le  disque 
D„  mette  la  dent  de  l'arbre  B,,  dans  la  position  P'  pour  laquelle  elle 
engrène  avec  la  roue  pa  +  i\  ^lle  la  fera  ultérieurement  tourner  d'un 
dixième  de  tour.  Admettons  enfin  qu'elle  soit  automatiquement 
ramenée  à  la  position  P,  lorsque  le  tour  de  manivelle  s'achève. 

Insistons  :  le  passage  du  9  au  0  met  la  dent  A„  dans  la  position 
qui    lui  permettra   d'engrener,   lorsque   l'azimut    de  Varhre*B,,  sera 
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convenable  ;  la  retenue  est   donc  préparée  ;  elle  sera  accomplie  après 
le  demi-tour,  mais  avant  l'achèvement  du  tour. 

4'\  —  11  est  évident  que  les  retenues  doivent  être  efîectuées  lorsque 
les  roues  R„  sont  devenues  indépendantes  des  tambours  T„;  ensuite 
qu'elles  doivent  l'être  en  commençant  par  la  droite,  car  une  retenue 
provenant,  par  exemple,  des  unités  et  reportée  au  cliifTre  des  dizaines 
qui  est  9,    entraîne  un  report  sur  le  disque  des  centaines. 

Pour  réaliser  la  première  condition,  les  tambours  T  sont  lisses  sur 
au  moins  la  moitié  de  leur  pourtour.  Pour  réaliser  la  seconde,  les 
dents  A  sont  calées  sur  leur  arbre  dans  des  azimuts  tels  que  (suppo- 
sées toutes  dans  les  positions  P  le  lon^  de  cet  arbre)  elles  engrènent 
les  unes  après  les  autres  en  commençant  par  A,. 

!)".  —  Reprenons  notre  exemple.  Les  sommes  7-|-9,  2 -[-8 
égalant  ou  dépassant  10,  les  dents  A,  et  Aa  sont  placées  dans  leurs 
positions  P',  après  un  demi  tour  de  manivelle;  les  retenues  ne  sont 
que  préparées  ;  on  lit  5  <>()(>.  Continuons  à  tourner  :  A,  engrène  avec 
p-i  qui  avance  d'un  dixième;  on  lit  îi  Gi6.  Puis  A^  engrène  avec  p.,  qui 
avance  d'un  dixième;  on  lit  enfin  .'iTHi. 

Supposons  que  les  cliiiïres  sous  les  lucarnes  ne  soient  que  des  9. 
Ajoutons  1  :  plaçons  donc  R,  de  manière  qu'elle  tourne  d'un  dixième, 
les  autres  roues  R  n'engrenant  pas.  Dans  le  demi-tour  de  manivelle, 
le  9  de  la  lucarne  L,  est  rt'm])lacé  par  un  0  ;  donc  la  dent  A,  est 
mise  dans  la  position  P.  Aussitôt  le  demi -tour  achevé,  les  roues  R 
étant  devenues  toutes  libres,  A,  engrène  avec  p,  ;  le  disque  l),  passe 
du  9  au  0.  Donc  Aj  est  j)lacée  dans  sa  position  P' ;  elle  engrène  avec 
p;,,...  et  ainsi  de  suite.  11  y  a,  comme  on  dit,  feu  de  file. 

()".  —  Ml  LTiPLicATioN.  Soit  à  multipHcr  HGS  par  i\.  Toutes  les 
lucarnes  montrant  0,  nous  plaçons  les  roues  R,,  Rs,  R3  de  manière 
qu'elles  engrènent  respectivement  avec  3 ,  6  et  o  dents  des  tam- 
bours T,,  T2,  T3.  Nous  donnons  un  tour  de  manivelle  :  563  apparaît 
aux  lucarnes.  Un  second  tour  ajoute  .'iG3  et  donne  563  X  2=  i  126; 
le  produit  par  5  s'obtient  donc  par  cinq  tours  de  manivelle. 

Soit  à  multiplier  par  57.  Imaginons  que  nous  puissions  déplacer 
vers  la  gauche  tous  les  discjues  et  le  mécanisme  qui  en  est  solidaire. 
Au  lieu  de  lire  563  X  «^^^^Sh') ,  nous  lisons  28  150.  Sept  tours  de 
manivelle   ajouteront  563X7  =  3231.  Et  ainsi  de   suite. 

Nous  ne  pouvons  insister. 

Nous  laissons  aux  lecteurs  le  soin  de  chercher  comment  on  opère 
pour  la  soustraction  et  par  suite  pour  la  division  ;  il  partira  de  ce 
principe  qu'on  renverse  le  sens  des  mouvements  des  disques. 

525.  —  Équations  des  courbes.  Papiers  quadrillés. 

On  peut  proposer  aux.  étudiants  doux  espèces  d'exercices. 
/".    —   On   leur   donne   une   équation  :   il  s'agit   de  déterminer  la 
courbe  Correspondante. 
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Pour  tirer  de  cet  exercice  les  avantages  qu'il  comporte,  il  faut 
proposer  non  pas  une  courbe,  mais  un  faisceau  de  courbes;  c'est  dire 
que  l'équation  ne  doit  contenir  que'  des  coefficients  numériques, 
à  l'exception  d'un  paramètre  dont  la  variation  amènera  les  modifi- 
cations de  la  forme^Du  reste,  c'est  ainsi  que  les  courbes  se  présentent 
ordinairement  dans  les  applications  (courbes  de  niveau,  projection 
des  lignes  de  plus  grande  pente,  de  courbure,...).  On  habitue  ainsi 
l'étudiant  aux  déformations  continues  ;  les  courbes  obtenues  pour 
diverses  valeurs  du  paramètre  se  contrôlent  les  unes  les  autres  ;  les 
erreurs  grossières  sont  automatiquement  évitées. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  l'étudiant  construise  un  très  grand 
nombre  de  faisceaux  ;  il  est  infiniment  plus  utile  de  l'obliger  à  rester 
sur  quelques  exercices  complets  et  bien  choisis  le  temps  nécessaire  ; 
trois  ou  quatre  jours  de  travail  peuvent  être  considérés  comme  un 
minimum. 

La  construction  d'un  tel  faisceau  montrera  à  l'étudiant  le  parti 
qu'on  peut  tirer  d'une  table  des  carrés,  cubes,... 

''2''.  —  Les  courbes  une  fois  calculées  et  tracées  à  mesure,  sans 
grande  précision ,  et  uniquement  pour  ordonner  et  faciliter  les  dis- 
cussions, il  ne  faut  pas  s'en  tenir  là.  On  doit  exiger  un  dessin 
correct  et  propre  de  l'ensemble  du  faisceau.  Ceux  qui  ont  l'habitude 
des  copies  du  baccalauréat  savent  que  la  propreté  n'est  pas  une 
qualité  dominante  des  élèves  de  nos  lycées  :  on  imagine  difficilement 
les  gribouillages  ignobles  que  les  candidats  osent  remettre  ;  de  telles 
copies  ne  seraient  pas  tolérées  dans  une  école  primaire  supérieure, 
encore  moins  dans  un  bureau  d'études  industrielles. 

Que  les  dessins  soient  à  main  levée  ou  exécutés  avec  le  secours 
des  pistolets,  on  utilisera  du  papier  quadrillé,  car  il  est  bien  inutile 
de  compliquer  artificiellement  les  constructions.  On  emploiera  soit 
le  papier  blanc  de  commerce  quadrillé  au  demi- centimètre,  soit  le 
papier  quadrillé  au  millimètre.  Ce  dernier  coûte  environ  4  francs 
le  rouleau  (40"""  ou  ÏO'^'"  de  largeur  sur  10  mètres  de  longueur, 
bistre  ou  bleu).  Il  existe  même  pour  le  prix  double  du  papier  qua- 
drillé calque.  Pour  les  courbes  à  construire  une  fois  pour  toutes  et  à 
conserver,  on  emploiera  le  papier  quadrillé  collé  sur  toile,  dont  le 
prix  (IG  fr.  le  rouleau  de  0"',75  X  10"',  Morin,  Paris)  mettra  chaque 
courbe  à  moins  de  deux  francs. 

2".  —  Il  est  intéressant  de  tracer  (mécaniquement  ou  autrement) 
une  courbe  dont  on  connaît  la  forme  d'équation,  de  faire  des  mesures 
sur  le  dessin  obtenu,  d'utiliser  les  nombres,  quelques-uns  pour  cal- 
culer les  coefficients  numériques  de  l'équation,  les  autres  pour  vérifier 
leur  exactitude. 

On  construira  mécaniquement  des  ellipses  ou  des  hyperboles  en 
utilisant  les  propriétés  des  foyers,  ou  à  l'aide  à' ellipso graphes  (voir 
catalogue  de  Morin).    On    mesurera    les  abscisses   et  les  ordonnées, 
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soit  avec  un  décimètre  (au  dixième  de  millimètre),  soit  directement 
sur  le  papier  quadrillé.  On  vérifiera  ainsi  les  équations. 

Toute  courbe  de  définition  géométrique  simple  peut  servir  à  cet 
exercice  (par  exemple,  le  limaçon  de  Pascal).  Les  cycloïdes,  épicy- 
cloïdes,...  se  présentent  aussi  naturellement.  Elles  ont  même  l'avan- 
tage d'exiger  des  calculs  de  lignes  trigonométriques.  Pour  celles-ci 
on  se  servira  des  tables  de  sinus,...  naturels. 

526.  Racines  des  équations ,  points  remarquables  des 
courbes. 

/°.  —  Gomme  cas  particuliers  de  la  construction  des  courbes,  on 
cherchera  les  racines  des  équations  algébriques  ou  transcendantes, 
avec  application  des  méthodes  d'interpolafcion  soit  linéaire  (§  38,  ^°), 
soit  de  Newton  ()^  38,  S"). 

On  résoudra  les  équations  transcendantes  par  des  intersections  de 
courbes.  Le  professeur  trouvera  aisément  des  exemples  dans  lesquels 
le  choix  est  arbitraire  [i'enionds  pratiquement  arbitraire,  théorique- 
ment il  Test  toujours)  ;  ce  qui  donne  lieu  à  d'intéressantes  vérifica- 
tions, toutes  les  courbes  devant  passer  par  le  même  point. 

"2".  —  Comme  autre  cas  particulier,  on  étudiera  numériquement 
les  courbes  au  voisinage  do  leurs  points  singuliers.  C'est  la  meilleure 
méthode  pour  que  l'étudiant  comprenne  de  quoi  il  s'agit.  On  sera 
souvent  amené  à  pousser  les  calculs  plus  loin  que  le  quatrième 
chiffre  significatif,  pour  ojjtenir  un  résultat  sûr.  (Test  à  ces  cas  que 
je  pensais  au  |:j  518,  /',  quand  je  donnais  quatre  chiffres  comme  limite 
inférieure  rarement  dépassée. 

527.  Intégration. 

Pour  les  professeurs  de  mathématiques,  intégrer  c'est  chercher 
une  fonction  primitive;  pour  nous,  intc</rer  c'est  calculer  une  aire  : 
ce  n'est  pas  tout  à  fait  la  même  chose. 

Il  importe  donc  peu  qu'une  fonction  soit  intégrable  ou  non  ;  il 
s'agira  toujours  de  construire  une  courbe  et  de  déterminer  son  aire. 

On  utilisera  les  formules  de  Poncelet  ou  de  Simpson  (§§  ItJo  et  166). 

Le  calcul  eifectué,  on  a  trois  espèces  de  contrôle. 

/°.  —  D'abord  le  contrôle  par  pesée.  On  construit  la  courbe  sur  du 
papier  fort,  on  la  découpe,  on  pèse  la  surface  obtenue.  On  pèse  un 
carré  dont  on  connaît  le  côté  ;  le  rapport  des  poids  donne  l'aire. 
Comme  exercices  élémentaires,  on  déterminera  ::  par  cette  méthode  ; 
on  démontrera  que  pour  des  figures  semblables  les  aires  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  dimensions  homologues  ;  on  déterminera  les 
aires  d'ellipses  construites  mécaniquement  d'après  leurs  foyers.  Il 
est  évidemment  nécessaire  de  posséder  une  balance  :  un  trébuchet  de 
pharmacien  suffira  pour  un  laboratoire  d'enseignement  ;  ce  n'est  pas 
une  dépense  à  considérer  (100  francs  au  maximum). 

i^**.  —  Le  second  contrôle  est  fourni  par  le  planimètre. 
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Le  planimètre  d'Amsler  'coûte  50  francs  ;  un  laboratoire  d'enseigne- 
ment peut  donc  en  posséder  plusieurs.  C'est  un  instrument  fonda- 
mental avec  lequel  il  faut  familiariser  les  étudiants. 

S'^.  —  Si  la  fonction  qu'on  donne  à  intégrer  est  effectivement  inté- 
grable  au  moyen  des  symboles  usuels  de  l'analyse ,  on  trouvera  un 
intéressant  contrôle  dans  le  calcul  direct  de  Faire. 

C'est  un  cas  exceptionnel  ;  si  donc  on  utilise  cette  heureuse  cir- 
constance comme  contrôle,  on  se  gardera  de  laisser  croire  aux  étu- 
diants qu'il  en  est  généralement  ainsi. 

Au  surplus,  on  ne  doit  pas  exiger  d'eux  de  posséder  en  tête  des 
collections  de  fonctions  primitives.  Il  y  a  des  tables  pour  cela,  tables 
qui  ne  s'envoleront  pas  et  qu'il  est  fort  inutile  d'imprimer  sur  les  cer- 
velles. On  doit  exiger  qu'ils  sachent  différentier  une  fonction,  si  com- 
pliquée qu'elle  soit,  parce  que  la  mémoire  n'a  aucun  rôle  dans  l'opé- 
ration. Mais  l'intégration  est  purement  et  simplement  une  affaire  de 
mémoire  dont  on  doit  les  dispenser.  Même  pour  la  différentiation  des 
fonctions  simples,  il  est  inutile  qu'ils  sachent  les  résultats  s'ils  sont 
capables  de  les  retrouver.  Les  Physiciens  et  Ingénieurs  ont  d'autres 
ambitions  que  d'être  des  aide-mémoire  ambulants. 

4°.  —  Étude  d'un  triangle. 

Un  triangle  scalène  étant  tracé,  on  mènera  ses  hauteurs,  ses 
médianes.  On  déterminera  les  longueurs  de  toutes  ces  lignes,  on 
mesurera  les  angles  (au  rapporteur).  On  vérifiera  ensuite  toutes  les 
formules  usuelles.  Il  va  de  soi  qu'on  n'exigera  pas  de  l'étudiant  la 
connaissance  de  toutes  les  transformations  trigonométriques  qu'il 
trouvera  au  besoin  dans  les  traités  de  Topographie. 

L'aire  sera  calculée  à  partir  des  hauteurs  et  des  bases,  à  partir  des 
côtés,  de  toutes  les  manières  possibles  ;  les  contrôles  auront  lieu  par 
les  méthodes  indiquées. 

5**.  —  Emploi  du  curvbiètre. 

Le  curvimètre  jouera  dans  les  exercices  un  rôle  analogue  à  celui  du 
planimètre.  Il  donnera  de  très  utiles  vérifications. 

528.  Salle  de  mathématiques  ;  chef  de  travaux. 

/"*.  —  Il  existe  à  l'École  normale  des  préparateurs  de  Mathéma- 
tiques dont  la  fonction  a  toujours  été  l'objet  de  lazzi.  Préparer  les 
Mathématiques ,  quelle  singulière  occupation  !  Le  ministre  ayant 
réclamé  de  nos  étudiants  des  frais  de  travaux  pratiques  pour  les 
Mathématiques  elles-mêmes,  on  a  vu  les  mathématiciens  lever  les 
bras  au  ciel  et  se  demander  ce  que  cette  exigence  signifiait.  Leurs 
gestes,  d'une  ironie  désespérée,  prouvaient  seulement  qu'ils  retardaient. 

Il  faut  que  cela  change.  Les  Mathématiques  fournissent  matière 
à  des  travaux  pratiques  de  plus  d'un  genre,  je  crois  l'avoir  démontré. 

Il  devrait  exister  dans  toutes  les  Facultés  une  salle  suffisamment 
spacieuse  et  contenant,   outre  une  dizaine  de  tables  à  dessiner  per- 
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fectionnées  (à  200  francs  l'une,  ces  frais  de  premier  établissement  ne 
ruineraient  pas  l'Etat) ,  des  tables  commodes  avec  bibliothèques  parti- 
culières. La  mesquinerie  de  nos  installations  pour  le  travail  de  nos  élèves 
est  une  honte,  comme  trop  de  choses  en  France  h  l'heure  actuelle. 

Naturellement  nos  élèves  se  fourniraient  des  outils  usuels,  tels  que 
les  compas.  Mais  on  doit  mettre  à  leur  disposition  le  matériel  qu'ils  em- 
ploieront moins  fréquemment  :  jeux  complets  (l'équerres,  de  pistolets, 
(le  courbes  régulières  {gabarits  et  lattes)  ;  rapporteurs  de  précision ,  à  ali- 
dades^ d'angles,'  compas  à  verge  et  à  vis  de  rappel,  compas  de  réduction, 
ellipsographes,pantographes,curvimctres; etc.  (voir  catalogue  de Morin). 

Des  armoires  renfermeraient  les  modèles  de  surface  dont  ils 
pourraient  se  servira  leur  ^ré  ;  aux  murs,  les  graphiques  des  fonc- 
tions importantes. 

On  tiendrait  à  honneur  d'avoir  les  machines  indispensables  :  deux 
ou  trois  modèles  (les  plus  dilférents  possibles)  de  machines  à  calculer 
(dont  un  modèle  de  caisse  imprimeur),  des  planimètres  simples,  des 
planimètres  pour  moments  statiques  et  d'inertie;  si  possible,  un 
intégraphe  genre  Boys  et  un  modèle  d'analyseur  harmonique. 

Enfin  on  donnerait  aux  étudiants  les  moyens  de  reproduire  leurs 
dessins  sur  papiers  au  ferro[)russiate  ou  de  toute  autre  composition. 
Le  matériel  consiste  en  un  châssis  pour  l'exposition,  en  deux  ou 
trois  cuvettes  et  en  ({uehfues  produits  peu  coûteux;  cent  franCs 
suffisent  amplement  pour  l'avoir  complet. 

Cette  salle  de  Mathématiques  ressemblerait  à  s'y  méprendre  à  un 
Bureau  d'études  pour  entreprise  de  Travaux  publics  :  ce  qui  cons- 
ternera bon  nombre  de  mes  collègues  et  me  remplit  d'allégresse. 
Que  prétendons -nous  faire  de  nos  étudiants? 

Je  voudrais  seulement  notre  salle  de  Mathématiques  mieux  outillée 
que  la  plupart  des  bureaux  d'étude,  puisqu'il  s'agit  d'une  installation 
scientifique  modèle. 

Il  va  de  soi  qu'elle  serait  constamment  à  la  disposition  des  étu- 
diants, qui  y  pourraient  passer  la  journée  si  bon  leur  semble,  chauffés 
et  éclairés.  Que  l'Etat  exige  une  rétribution  élevée,  mais  qu'en 
échange  il  donne  quelque  chose  ! 

On  conçoit  maintenant  le  rôle  important  du  Cîief  de  travaux  de 
Mathématiques.  Sur  lui  retomberait  la  tikhe  de  diriger  le  travail  des 
élèves,  de  leur  apprendre  l'emploi  des  outils  mis  à  leur  disposition. 
de  corriger  les  problèmes  et  les  dessins. 
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